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Цель этой заметки — доказательство следующей теоремы:
Теорема 1. Пусть {^, I (̂  [О, 1]} — сепарабелъный мартингал. Если для любого

с>0 при Д«-> О

вир Р { ( ^ - ^+д, | > е} = о (Дг), (1)

иго почти есе выборочные функции процесса ^являются непрерывными.

Отметим, что, как показали Дьтнкин [2] и Кинни [3], близкое условие является
достаточным для непрерывности выборочных функций марковского процесса. Для
произвольного сепарабельного вероятностного процесса достаточным условием непре-
рывности выборочных функций является условие Колмогорова (см. [1], прилож. пере-
водчиков): при некотором е > О и р > О

вир М { ^-1 / Р } = 0 ( | Д 1 И-»). (2)
/6[0,1-Д(]

Известны примеры, показывающие, что в (2) нельзя положить е = 0, и, следовательно,
условие (1) также не является достаточным для непрерывности выборочных функций

общего процесса.
Теорема 1 получается как следствие следующей более общей теоремы.
Теорема 2. Пусть {^, I (^ [О, 1]} — сепарабел1ный вероятностный процесс. Если

выполнено условие (1) теоремы 1, то почти все выборочные функции не имеют разры-
вов первого рода.

Напомним, что разрывом первого рода функции х (I) называется точка I такая,
что существуют не равные друг другу Пт х (т) и Нш х (г). Дубом (см. [1], стр. 324)

т-» (+0 т-» (—0
доказано, что для почти всех выборочных функций сопарабопьного мартингала все
разрывы являются разрывами первого рода. Следовательно, из теоремы 2 и резуль-
тата Дуба немедленно следует теорема 1.

Приступая к доказательству теоремы 2, заметим сразу, что из основного условия
(1) вытекает стохастическая непрерывность процесса и поэтому (см. [1], .стр. 61)

существует такой процесс С (, что при любом I

р{<:( = %} = !, (3)

и процесс С/ является сепарабельным и измеримым. Если мы докажем, что процесс

^ обладает выборочными функциями, без разрывов второго рода, то из равенства (3)

будет следовать, что тем же свойством обладает и процесс < .̂ Поэтому мы можем в

дальнейшем ограничиться рассмотрением измеримых и сепарабельных процессов.
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Будем обозначать и = {со} пространство элементарных событий. Предположение
об измеримости означает, по определению, что (̂  (со) является измеримой функцией

пары переменных I и со. Обозначим Ае д( множество таких пар (I, со), что

| ̂  (со) — ̂  , дг(со)|>е. Условие (1) означает, что при фиксированном I равномерно по всем I

Р {(I, со) 6 Ав> Д() = о (Д*).

Следовательно, по теореме Фубини двумерная мера множества Ле дг также есть

о(Дг). Обозначим теперь тс Д( (со) меру Лебега множества точек I таких, что

| ^( (со)— (̂  , д( (со) | > е. Применяя снова теорему Фубини, видим, что мера множества А^ д,

совпадает с математическим ожиданием случайной величины тЕ Д( (со), так что при

любом е > О

д( И = °

С другой стороны, если некоторая функция х (1} имеет в точке г0 разрыв первого
рода, то существует столь малое е, что при I — е < V < г„ < I" < I + е разность
| х(1') — х(1")\^>е, и поэтому при Д г ^ е мера Лебега множества точек т таких,
что 1 ж (т) — ж(т+ Д*)| >е не меньше Дг. Если случайная функция ?( (со) имеет раз-

рывы первого рода для множества элементарных событий вероятности р > 0, то, как
следует из сказанного выше, для достаточно малого г с вероятностью, не меньшей
р

~2~, величина тее Д( (со) ̂  Д(, и значит
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Н > Д(-

.Противоречие между (4) и (5) доказывает теорему.
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II 13 ргоуей ЬЬаЬ 1Ье сонсНЫоп

зир РЦ^-^+д, >е} = о ( Д г ) { о г а п у е > 0 (1)

13 8иШс1епЬ Гог а!тозЬ аП затр!е {ипсЫопз о{ а зерагаЫе зЬосЬазЫс ргосезз
{С,, I 610, 1]} по1 Ьо Ьауе ИгзЬ огс!ег сИзсониаиШез. Н №е ргосезз { ,̂ I € [О, 1]} 1з

а тагЫп^а!е ргосезз, 11 13 зиГПсаеп!, 1Ьа1 а!тозЬ аП затр!е Гипс,1!опз о! а зерагаЫе

ргосевз агё сопЫпиоиз.


