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Условия регулярности марковских процессов с конечным
числом возможных состояний

Р. Л. Добрушин (Москва)

§ & Основные результаты

Марковский процесс с конечным числом Л/ возможных состояний
системы Е!, .... Е^ задается аналитически матрицами вероятностей
перехода Р (к, )̂ с элементами {рц(8, )̂} ($<^), где рц(&, *) —
условная вероятность нахождения системы в момент I в состоянии
Е^ при условии, что в момент 5 система находилась в состоянии Е{.
Из формулы полной вероятности следуют основные соотношения:

N

^Ри(8, 1)р]ъ(1, и) =рл(8, и) (I, Ь = 1, . . . , Л/)
.7=1

или в матричной записи

Р(8, €)Р({, и) = Р(8, и). (1)

Кроме того, матрицы Р(з, )̂ удовлетворяют условиям стохастич-
ности:

N

2/>«(«, 0=1 ( * = ! , . . . , Л/),

0<1- (2)

Мы будем считать для простоты, что процесс задан на отрезке
времени [0,1], т. е. что функция Р(з, ^определена при 0-<5<^<1.

Целью данной работы является нахождение выраженных через
Р(з, 1) необходимых и достаточных условий того, чтобы соответствую-
щая процессу случайная функция делала с вероятностью единица
лишь конечное число скачков (или, как мы будем говорить,— у е л о-
в и й р е г у л я р н о с т и п р о ц е с с а ) .

Уточним определение регулярности. При аксиоматическом подхо-
де за множество элементарных событий естественно взять множе-
ство О функций 10(8) с целыми значениями 1, . . . , N. (Если да(50)=г,
то говорят, что в момент 50 система находится в состоянии ЕЬ) При
заданном на О распределении вероятностей условные вероятности
перехода определяются по формуле *

»..(Ч л- ) = ОРг, (8, I) Р {»(«) = 0

* Через Р {А} здесь и в дальнейшем обозначается вероятность события А.
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Может оказаться, что при некоторых 5 и Е\ вероятность Р {та)($) = г}=0,
и поэтому по распределению вероятностей нельзя восстановить
условные вероятности перехода. Чтобы устранить эту трудность, при-
ходится называть процессом не одно распределение вероятностей, а
целую систему таких распределений при всевозможных начальных
условиях: в начальный момент ^0 (0-<^0~<1) величина <ю((0) = 1, где
I фиксировано.

Известная конструкция А. Н. Колмогорова [4] дает возможность
для каждой матричной функции Р(з, )̂, удовлетворяющей условиям
(1) и (2), построить систему соответствующих ей распределений ве-
роятностей (под соответствием понимается совпадение р{](в, V), вы-
численных по формуле (3), с первоначальными). Такое построение
неоднозначно, и методами Дуба [2] нетрудно, например, показать,
что даже для Р(8, )̂ = Я (где Е — единичная матрица) можно по-
строить соответствующие ей распределения вероятностей, в которых
вероятность того, что эд («) = сопз1:, равна нулю, или даже такие, в
которых да(5) с вероятностью единица неизмерима. Однако для всех
Р(з, I), которые с наглядной «физической» точки зрения задают про-
цесс с конечным числом скачков, можно построить соответствующие
им системы распределений вероятностей, заданные на множестве
функций да(5) с конечным числом точек разрыва, и поэтому мы при-
ходим к следующему определению: ;

О п р е д е л е н и е . Процесс, заданный матричной функцией Р(«, 1\
удовлетворяющей уравнения^ (1) и (2), называется р е г у л я р н ы м , ,
если существует система $(^0» 0 распределений вероятностей, зави-
сящих от параметров 0<; 20<11 и 1=1, . . . , М, таких что

1) распределение $(^0> 0 задано на множестве О функций да^),.
определенных на отрезке {1й, 1], принимающих значения 1, . . . , Л/,,
имеющих конечное число точек разрыва и таких, что •ю ( 0̂) = Ц

2) для любого из этих распределений при любом V >• ^0

 и ] опре-
делена вероятность Р {да (2') = ]};

3) при ^^>8'^•^0, любых г и у и Р (да (в) = 1} Ф 0 выполнено соот-
ношение (3).

Перейдем к формулировке аналитических условий регулярности^
Назовем в а р и а ц и е й VI (а, Ь) на о т р е з к е [а, Ь], 0-<а<Ь <^1„

с о о т в е т с т в у ю щ е й с о с т о я н и ю ,̂ величину

П— 1

У1 (а, &) = зир 2 1 ~ Рп (*г * ) « '

где верхняя грань берется по всевозможным разбиениям а = ^0 <
<<!<••• <С^я = Ь отрезка [а, Ь]. Будем говорить, что Р($,^) и м е е т
о г р а н и ч е н н у ю в а р и а ц и ю , если VI (0, 1)< оо при всех I — 1 , . . . , N.
Назовем в а р и а ц и е й 1^(2 + 0) в м о м е н т ^ + 0, с о о т в е т -
с т в у ю щ е й с о с т о я н и ю Е{, величину

(5)
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и в а р и а ц и е й V^(^ — 0) в м о м е н т ^ — О, с о о т в е т с т в у ю щ е й
с о с т о я н и ю Е{, величину

VI (* — 0) = Ит VI V, ^ — Ы). (6)
д/-»о

Положим
р}1(8,* — 0) = \1трл(з,{ — Ы),

(7)

д<—>о

Будем говорить, что с о с т о я н и е Ег в м о м е н т ^ — 0(или ^ + 0)
н е д о с т у п н о , если при всех } и 5 <^ (соответственно я <^0 веро-
ятность рд(з, ^—•())== О (соответственно р^(з, ^ + 0)==0).

Т е о р е м а 1. Для регулярности процесса, заданного функцией,
Р(8, 0, необходимо и достаточно следующее условие: если при
каких-нибудь Е{ и ^ вариация V (^ — 0) = оо (или соответственно
VI (2 Ц- 0) = оо), то состояние Е! в момент ^ — 0 (соответственно
в момент ^ + 0) является недоступным.

Наглядный смысл этого условия регулярности состоит в следующем:
бесконечность вариации показывает, что условная вероятность выхода
из состояния Е^ велика; однако, для того чтобы произошло бесконечное
число скачков, необходимо еще, чтобы не равнялась нулю безусловная
вероятность находиться в состоянии Е\ (чтобы состояние Ег была
доступным).

Из конечности с вероятностью единица числа скачков еще не
следует конечность математического ожидания числа скачков (соответ-
ствующие примеры приведены в конце работы). Поэтому представляет
интерес следующая

Т е о р е м а 2. ПустьР(8, Г)имеет ограниченную вариацию, и пусть
через $ обозначено число скачков, сделанных системой (число точек
разрыва случайной функции да (я)). Тогда при любых начальных усло-
виях да (^0) = Л математическое ожидание

. (8)
I—1

Отметим, что играющее для условий регулярности основную роль,
условие ограниченности вариации подробно изучено в работе [1],
так как оно является аналитическим условием, при котором действуют
наиболее широкие обобщения уравнений Колмогорова для изучаемого
процесса.

Теорема, обратная теореме 2, вообще говоря, не верна. Но положе-
ние упрощается, если предположить, что выполнены условия доступ-
ности.
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Т е о р е м а 3. Если при всех ^ 6 [О, 1] и для всех состояний ЕЪ
условия доступности в моменты ^ — 0 к ^ + О выполнены, то являются
.эквивалентными следующие четыре утверждения:

I. Функция Р(з, ^) имеет ограниченную вариацию.
II. Процесс регулярен.

III. Процесс регулярен и математическое ожидание числа скачков
конечно.

IV. Процесс регулярен и математические ожидания числа скачков
ограничены равномерно по начальным условиям.

ЕСЛИ не предположить выполнение условий доступности, то
остаются верными лишь следующие соотношения между этими утвер-
ждениями: I -»IV -»• III —> II. В § 4 будут приведены соответствующие
примеры.

§ 2. Условия конечности математического ожидания
числа скачков

Мы начнем с доказательства теоремы 2, так как при этом вы
явятся основные идеи доказательства много более трудной теоре-
мы 1 , не отягощенные еще громоздкими вспомогательными конструк-
циями.

При помощи известной теоремы Колмогорова ([1], стр. 39) построим
соответствующее заданным матрицам вероятностей перехода Р(«, <)
и начальному условию да(^0) = ^о распределение вероятностей на мно-
жестве О всех функций да(^) (20-^^1) со значениями 1 , . . . , М
Займемся изучением этого распределения.

О п р е д е л е н и е . Пусть Т=={т;} — счетное и всюду плотное на
'{4, 1] множество точек этого отрезка. Назовем ч и с л о м с к а ч к о в
на м н о ж е с т в е Т случайную величину ^(да), равную числу точек
1 6 [ 0̂, 1], таких, что при т, пробегающем множество Т, предел
,11т да (т) не существует или же при ^6 Т он существует, но не равен

даТо.
Основной при доказательстве нашей теоремы является
Л е м м а 1. Если Р(з,1) имеет ограниченную вариацию, то для

.любого множества Т математическое ожидание числа скач-

.ков на Т

N

о. (9)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Возьмем первые п точек та, . . . , т„ из множе-
ства Ти перенумеруем их в порядке возрастания тг,<С • • • <С<С»В' Обозначим
через т\п число пар (т .̂, тг/.+1), таких, что да (т .̂) =^= да (тгу.+1). Последо-
вательность 1]л(да) при фиксированном да является монотонно неубы-
вающей и Нт т^ (да) = ̂  (да). Поэтому



Условия регулярности марковских процессов 545

ИтМ^^М-ч, (Ю)
Л->00

но так как 1 — Р^(^{.> V ) есть условная вероятность того, что
да С^я-ц) 4= № О1»;) при условии, что да (т .̂) = 1, и так как точки тг/. обра-
зуют разбиение отрезка [^0, 1], то

Л-1 N

м*.. т ) [1 -/,„(*, т )] <
~|~

< 2 2 [1 -/>»(',. ' | )]< 2 ^С.. О- (П)

Из равенств (10) и (11) вытекает утверждение леммы.
Из леммы 1 следует, что для любого счетного, всюду плотного

на [̂ 0, 1] множества Т число скачков на этом множестве с вероятностью
единица конечно. Для перехода от счетного множества Т ко всему
отрезку нам понадобится лемма 2.

Назовем момент времени Ъ о с о б ы м , если при некотором Ь веро-
ятность Р1Л(10, 1 —0)^=0 и Нтр^ъУ — А^, ^) не существует или суще-

Д -̂̂ -0

ствует, но не равен единице. Назовем счетное, всюду плотное на
[ 0̂, 1] множество Т п о л н ы м , если в него входят все особые моменты
времени, а также моменты (0 и 1. Как легко видеть, для существования
полного множества необходимо и достаточно, чтобы множество особых
точек было счетно. Позднее (см. леммы 3 и 8) мы покажем, что в усло-
виях теорем 2 и 1 оно действительно счетно.

Л е м м а 2. Если на некотором полном множестве Т происходит
с вероятностью единица конечное число скачков, то соответствую
щий процесс регулярен.

Для доказательства мы воспользуемся понятием стохастически экви-
валентных распределений вероятностей, введенным Е^Е. Слуцким [4] *.

О п р е д е л е н и е . Распределение вероятностей Р{2}, заданное на
множестве и 'функций и>(Х)> называется _ с т о х а с т и ч е с к и э к в и -
в_а л е н т н ы м распределению вероятностей Р{?}, заданному на функциях
•да (^), если существует отображение / множества Ф функций но (^) на
множество О функций да (0> переводящее распределение вероятностей
Р{ } в распределение Р{ }, такое, что для любого фиксированного
^ определены вероятности

* Это доказательство может быть проведено и при помощи методов Дуба [2[,
например, так, как аналогичное утверждение доказано в работе Е. Б. Дынкина [3].
Однако метод Слуцкого требует меньшего числа вспомогательных рассуждений.

11 Математический сборник, т. 34 (76), № 3
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Из этого определения вытекает, что если распределение Р стоха-
стически эквивалентно распределению Р и .оба эти распределения заданы
на функциях, определенных на [1й, 1], со значениями 1 , . . . , М, то
условные вероятности перехода рц(з, 0> вычисленные для этих распре-
делений по формуле (3), окажутся совпадающими. Поэтому для дока-
зательства леммы достаточно построить распределение вероятностей,
стохастически эквивалентное распределению введенному в начале
настоящего параграфа, и заданное на множестве И функций с конечным
числом скачков.

Искомое отображение чю (в) = /(да (я)) будем утроить следующим
образом: при я 6 Т положим тю(я) = но(я), а при я € Т положим на(8) =
= Нт да(т) (здесь т пробегает множество Т), если этот предел суще-

т-»<-0 _ • ' ~

ствует, и да («) = 1, если он не существует. Функция да (я) имеет точки
разрыва там и только там, где да (я) делает скачки на множестве Т
(см. определение скачка на множестве Т). Поэтому из условий леммы
следует, что т® (я) с вероятностью единица делает лишь конечное число
скачков. Отбросив множество нулевой вероятн'ости, получим, что
все та (в) имеют конечное число точек разрыва. Если я € Т , то условие

•Р {та (я) = IV (я)} = 1 выполнено по построению. Пусть теперь я 6 71
Предположим, что Р {да (я) =^= то (я)} =$= 0. Тогда найдутся I ф}, такие,
что Р{( Нт да(т) = С) П («> («)=/')} — «>0. Если />,,(я— 0, я) = О, то

Т-»«—0 .

при т, достаточно близких к 5 — 0, вероятность р1,(т, я)<у, и мы
приходим к противоречию. Так как Т—полное множество и точка $
поэтому — не особая, то р1}(8 — 0, 5) может быть не нулем, лишь
если лД^0, я —0) = 0, а тогда Р{ Нт те»(т) = 1} = 0, и мы снова

' Т->.,5—О

приходим к противоречию. Итак, нами доказана стохастическая эквива-
дентность распределений, заданных на да^) и да(^), а значит, и
лемма 2.

Для того чтобы показать, что в условиях теоремы 1 существует
счётное полное множество Т, нам потребуется

Л е м м а 3. 'Если Р(я, )̂ имеет ограниченную вариацию, то най-
дется не более чем счетное число точек я, в которых при некотором Ь
вероятность рш (я — 0, я) =?= 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из определения вариации (4) переходом к пре-
делу легко показать, что для любого конечного набора точек ^,..., ^т

и любого Н

(12)

Это противоречит предположению о несчетности числа точек т, для
которых 1 ^ — .РыХ1 — 0, т)>0.

Из лемм 1, 2 и 3 вытекает, что процесс, соответствующий функ-
ции Р(я, 2) с ограниченной вариацией, регулярен. Чтобы получить
оценку (4) математического ожидания Мб, достаточно заметить, что
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число скачков $ функции IV (в), построенной при доказательстве лем-
мы 2, совпадает с числом скачков ч\ функции 111(1) на множестве Т,
и поэтому неравенство (9) равносильно неравенству (4).

§ 3. Необходимые и достаточные условия регулярности

Доказательство нашей основной теоремы 1 мы начнем с доказа-
тельства необходимости условий этой теоремы.

Пусть наше условие регулярности не выполнено, тогда для неко-
торого состояния Е} и момента ^ вариация 1^(^ — 0)=ос (в случае,
когда У{(1 + 0) = оо, доказательство проводится совершенно анало-
гично) и при некоторых начальных состоянии /Г/ и моменте времени 1й

предел

1ШГ />„(*„,*- ДО = «>0. (13)

Покажем, что из условия V^ (I — 0) = оо следует существование
последовательности точек ^-^С^-^а^- • • > ̂ -*-^> такой, что

1=0

Действительно, Уг(0, 0 = °°и) значит, найдется разбиение 0=
. . . <^п, <^ отрезка [0, ̂ ] такое, что

1=1
-/>„('„,. 0>2.

Отсюда * — ЛД^-11 ^г)^^- Точно так же УД^, О — 00 и найдутся
г=1

точки 1Пг <С ^п,+1 <С • • • <С^Л2<С^, такие, что 2 1—/'нС^—1>^) и т> д<

Таким способом мы построим всю искомую последовательность. Из
равенства (13) вытекает (см., например, [6], стр. 404), что при всех Л

П />«('!.<,+!) = О- С15)

Если система делает с вероятностью единица лишь конечное число
скачков, то для достаточно малого а вероятность того, что система
сделает хотя бы один скачок за отрезок времени [̂  — е, 2], меньше,

чем -у. Из (13) следует, что существует точка и € [^ — г, ^], такая, что,

Р)1^о> м)^>"2"> и так как ^~*г!> то найдется ^ъ^>п. При начальном

условии да (^0) = У система с вероятностью, большей чем -у, оказывается

в момент и в состоянии Е\ и затем с вероятностью единица, что
вытекает из (15), уходит из этого состояния раньше момента ^, т. е.
делает скачок на отрезке времени [̂  — е, I]. Мы пришли к проти-
воречию.

11*
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Доказательство достаточности условий теоремы 1 значительно слож-
нее. Оно проводится по тому же плану, что и доказательство теоремы 2
в § 2. Мы будем пользоваться определениями, введенными в этом
параграфе. Так же, как и там, рассматривается распределение веро-
ятностей, определяемое на функциях да (() при помощи теоремы Кол-
могорова. Основную роль играет следующая лемма, являющаяся
аналогом леммы 1 § 2.

Л е м м а 4. Если выполнены условия регулярности, приведенные
в теореме 1, то для любого счетного, всюду плотного множества Т
число скачков на этом множестве с вероятностью единица конечно.

Д о к а з а т е л ь с т в о . При доказательстве этой леммы нам будет
удобно иногда вместо отрезка [^0, 1] рассматривать 'другое топологи-
ческое пространство % — «раздвоенный континуум». Из каждой точки
^6(^ 0 >1) образуем две точки I — 0 и ^ + 0 нового пространства 2.
Кроме того, в 2: входят точки 10 + 0 и 1 — 0. Множество точек {т}
пространства Ж упорядочим естественным образом, считая, что •С1<Т2>
если -Е! = ̂  ± 0, т2 = ^2 ± О и ̂  < ^г или же если ^ = ^ — 0, а т2 = I 4- О,
и введем в это множество топологию, соответствующую этому [упо-
рядочению (т. е. возьмем за базисные окрестности интервалы вида
тх<<т<т2). П р о е к ц и е й м н о ж е с т в а (2с2! мы будем называть
множество точек I из [10, 1], таких, что ^ — 0 или < + 0 входит в Р.
Заметим, что если (? замкнуто в %, то его проекция тоже за-
мкнута.

Доказательство леммы будет вестись методом рассуждений от
противного. Все дальнейшие построения мы будем совершать в пред-
положении, что условия регулярности выполнены, но при некоторых
начальных условиях 10(1^) = пй, которые мы теперь зафиксируем,
система делает с положительной вероятностью бесконечное число

• скачков на множестве Т и, в конце концов, придем к противоречию.
Мы будем говорить, что скачок *, произошедший в момент ^,

делается системой из состояния/7;, если в любом интервале (Ь — Д^, О
найдется точка 5, такая, что и> (в) = I: Так как каждый скачок делается
из какого-нибудь (быть может, из нескольких) состояния, то для
некоторого состояния Ет система будет с положительной вероятностью
делать бесконечное число скачков из этого состояния.

Обозначим через /^ множество точек пространства %, для которых
вариация 1/от(т), определяемая по формулам (5) и (6), бесконечна.
Заметим, что Р± замкнуто в топологии Ж. Действительно, если -с входит
в замыкание ^ и, для определенности, т = I — 0, то на любом отрезке
[{— Д^, *] найдется точка 5, такая, что Ут(8 — 0) или Ут(8 + 0) беско-
нечно, и поэтому в отрезок [{ — Дг!, (] вложен отрезок [5 — Дз, 5] (или же
[«, 5 + Д5]), такой, что Ут (з — Д«, 5) = оо. Значит, и Ут (^ — Д*, {) = оо,
откуда т б/7!. Несколько труднее показать, что Рг не пусто.

Сформулируем две леммы.

* Подразумевается скачок на множестве Т. Далее до конца параграфа мы не
будем оговаривать этого специально.
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Л е м м а 5. Если 1/й (с, а)<^ оо, то число скачков -ц из состояния ЕЬ
за время [с, а] имеет математическое ожидание М ?] << V* (с, а).

Доказательства этого утверждения мы приводить здесь не будем,
так как оно было, по существу, проведено при доказательстве леммы 1.

Л е м м а 6. Если УЪ(С, а) = оо, то в пространстве Ъ найдется
точка -г, такая, что 1/ь (т) = оо и с + 0 •< -с -< а — 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из определения вариации следует, что всегда

Уь(а, Ь)+Уъ(Ь,с)>Уъ(а, с)—\. (16)

Поэтому, разделив отрезок [10, 1] пополам, получим, что для одной
из половин вариация бесконечна. Продолжая безгранично этот процесс
деления пополам, в пересечении полученной последовательности вло-
женных отрезков получи-м точку ^, такую, что или Уъ(2 — 0)=оо
или Уь(г + 0) = оо.

Из леммы 5 следует, что Ут((0, 1) = оо, а из леммы 6, — что при
некотором т €& вариация 1/от(-с)= оо, т. е. что Рг не пусто.

Для дальнейшего нам придется построить последовательность вло-
женных друг в 'друга замкнутых в Ж множеств Р± гэ/^ зз Р3^>. •••
Мы покажем, что при всех Ъ множества Ръ не пусты и что если
•с 6 РЬ, то в точке -с обращается в бесконечность по меньшей мере &
из величин У)(т). При т б Ры (где Л^ — число состояний системы) равны
бесконечности все вариации У/ОО, и, значит, по условиям теоремы,
все ./V состояний являются недоступными, а это, как легко видеть
из определения недоступности, противоречит основным условиям (2).

Построение мы будем выполнять по индукции. Пусть уже построено
замкнутое непустое множество РЬ. Рассмотрим его проекцию РЬ на
отрезок [ 0̂» П и обозначим через <3ь множество точек ([̂ 0, ПЧ-Рь) II Т.
Множество Р является суммой открытого множества и еще счетного
числа точек и поэтому может быть единственным образом представлено
в виде суммы не более чем счетного числа непересекающихся отрезков,
полуинтервалов, интервалов и отдельных точек таким образом, чтобы
между любыми двумя из этих компонент находилась точка дополни-
тельного множества. Запишем это представление:

<2* = 0 г/{|. (17>
г=1

Каждой из компонент (У|й) сопоставим число и™ — вероятность хотя бы
в один из моментов времени №и\ю Г\Т побывать в состоянии Ет. Вве-
дем функцию пары точек а<^Ь, определив ее как

*)=2 и(/°, (18)

где I входит в ^, если пересечение и^ Л (о, Ь) (где (а, Ь) — открытый
интервал) не пусто. Легко видеть, что при а<&<^

с) + 1. (19)
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Из (19) вытекает, что если

а-<с<^-<& и 8ь(с,а) = <х>,
то и

5й(л, 6) = оо.

Мы включим точку т = ^ — О в множество Рь+1, если при всех

М, *) = °°- (20)

Точка т = ̂  + 0 входит в Р/,+1, если при всех Д< > О

5*0, ^ + Д0 = <». (20')

Замкнутость множества РЬ+\ в топологии 2: доказывается точно

так же, как мы доказывали замкнутость Рг. Если точка т 6 Р& и, для
определенности, т = ^ — 0, то, так как Рь замкнуто, найдется интервал
(I — е, {), столь малый, что он целиком входит в [а,Ь] \ Т7* и, значит, цели-

ком содержится в одной компоненте Мй). Тогда сумма (18) для 5* (̂  — е, )̂
состоит из одного слагаемого и поэтому конечна. Точка т € Ръ+\- Итак,
показано, что Ръ+гсРь.

Труднее показать, что Р/г+1 не пусто Для этого нам понадобится
Л е м м а 7, Вероятность того, что система сделает бесконечное

число скачков из состояния Етза время Ц\Н)(где 1и Ъ фиксированы),
равна нулю.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Доказательство проводится индукцией по 1г.
Рассмотрим сначала компоненту Ц^. Обозначим ее концы через а и Ь

(а ̂  Ь). Предположим, для определенности, что а + 0 6 Рг, а Ь — О € Рг.
Остальные случаи разбираются аналогично. При а<^<[# вариация
У т (I ± 0) •< оо и, по лемме 6, при любом е > 0 вариация Ут (а + е, &)< оо.
По лемме 5, система делает с вероятностью единица лишь
конечное число скачков из состояния Ет за отрезок времени
[а + г,Ъ].

Обозначим через Н множество состояний ЕЪ, таких, что 1/й (а+ 0)<оо.

При достаточно малом е сумма 2 ^й (л, а + з) •< оо и по лемме 5

число скачков, которые система делает из состояний Еь€Н, также с
вероятностью единица конечно. Поэтому для любого 8>0 найдется

столь малое е>0, что с вероятностью, большей 1 — 8, система не
делает на отрезке [а, а + е] ни одного скачка из состояний Е^Н.
С другой стороны, так как все состояния Е&Н являются недоступ-

ными, то Нт 2 Рп,1 (^01 0 = 0 и при некотором е •< е вероятность

находиться вне Н в момент ^ € [а, а + е] меньше 8. Поэтому вероятность

того,, что система хоть раз побывает в Е^^Н за время [а, а + е].
меньше, чем 28. Значит меньше 28 и вероятность ' сделать бесконеч*-

ное число скачков из состояния Ет за время [а, а + ?]• Вероятность
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•сделать бесконечное число скачков из Е,т за время [а + е, Ь] равна
нулю, и так как 8 произвольно мало, наше утверждение доказано.

Предположим теперь, что наше утверждение доказано для всех
интервалов системы {^Л-*"1'}, и рассмотрим некоторый ин-
тервал 1}(^\ Как и раньше, обозначим его концы через а и Ь и
предположим, для определенности, что а + О С РЪ, а Ь — 0 6 /% Так как
РЪ. с: Т7!, то (I + О 6 Р! и Ут (а + 0) = оо. Поэтому точно так же, как и
при рассмотрении Ц^\ показывается, что для любого 8>0 найдется
столь малое з, что вероятность сделать бесконечное число скачков из
состояния Ет за время [а, а + в] меньше, чем 28. Остается показать
конечность числа скачков из состояния Ет за время [а + е, Ь]. Так
как все точки т, заключенные в а + е + О^т^б — 0, не входят в
Рь, то $й(а + г, й)<оо (это выводится из определения РЪ и" соотно-
шения (19) точно так же, как из (16) была выведена лемма 6).

На каждом.из интервалов ^""^система делает лишь конечное чи-
сло скачков из состояния Ет, и так как мы рассматриваем лишь по-
ложения системы в моменты, входящие в Т, а любой момент 1^Т
входит в один из интервалов Ц^~1\ то для того, чтобы сделать бес-
конечное число скачков из состояния Ет за время [а + е, Ь], нужно
побывать в Ет на бесконечном числе интервалов /У|й~ , пересекаю-
щихся с [а + е, Ь]. Но 5&(а + е, и) по своему определению и есть
математическое ожидание числа интервалов и^~1\ на которых систе-
ма побывает в состоянии Ет за время [а + е, Ь]. Поэтому из того,
что 5й(а-{-г, Л)<[оо, следует конечность этого числа интервалов, и
наше утверждение, а значит, и вся лемма доказаны.

Если бы множество Рь было пусто, то вся система {{/1й } досто-
яла бы из одного интервала [10, 1], и, значит, по лемме 7, число
скачков из состояния Ет было бы конечно. Мы пришли к противо-
речию.

Л е м м а 8. Если точка т принадлежит РЪ, то при этом т по
крайней мере Ь из вариаций VI (т) обращаются в бесконечность.

Д о к а з а т е л ь с т в о . В точках множества Рг, по построению, об-
ращаются в бесконечность вариации Ут (т), и поэтому для него утвер-
ждение леммы очевидно. Дальнейшее доказательство проводится
по индукции. Пусть для РЪ. утверждение уже доказано.

Пусть -сб/^+г и, для определенности, т = ^ — 0. Точка т принад-
лежит РЪ, и поэтому найдется набор Е из Ь состояний системы
{Е{1 = т,.., ЕК), такой, что 1^(т)=оо. Мы будем считать, что при
Ер 6 Е вариация Ур(ъХ оо, так как иначе утверждение леммы было бы
доказано. При достаточно малом е и всех Ер € Е вариация Ур(1 — е,1)<^оо,
и, по лемме 5, конечно, математическое ожидание Мт) числа скачков у
из всех состояний ЕРЪ.Е за время [̂  — е, I}.

С другой стороны, так как т 6/^+1, то 8^(1 — е, () = оо. Следова-
тельно, в отрезке [I — е, (\ содержится бесконечное множество .Л ин-
тервалов и^\ такое, что сумма (18) бесконечна. Между любыми Дву-
мя интервалами и^ и М^ множества ^ лежит точка § из множества Рь>
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Пусть, для определенности, в множество РЬ входит точка § + 0.
В этой точке обращаются в бесконечность А из вариаций VI (§ + 0),

атак как ̂  6 [̂  — е, ̂ ] и Vр(^ — г, 0<С °° ПРИ Ер 6 У?, то при Е\ € ̂  вариация
VI (#+0)=оо. Значит,рп,1 (̂ » #+0)=0> и поэтому, если в моменты ̂ б '̂ и
^6^/г^ система побываете состоянии Ет, то между этими двумя моментами
времени она побывает вне множества Е (выражаясь не вполне опре-
деленно, можно сказать, что система будет вне Е в момент # + 0)-
Отсюда следует, что за время [̂  — е, ]̂ число скачков системы т) из
состояний Ер € Е не меньше числа интервалов С из множества ^, на
которых система побывает в состоянии Ет, Но математическое ожи-
дание величины С равно сумме (18) и бесконечно, в то время как
Мт]<!°о. Мы пришли к противоречию, которое и доказывает лемму 8.

Перейдем к доказательству основной леммы 4. Рассмотрим мно-
жество РN, где Л/—число состояний процесса. Мы доказали, что
РН не пусто. Пусть -с = ̂  + 0 (или § — 0) входит в />. По лемме 8^
при всех I вариация VI (т) = оо. Из условий регулярности вытекает-

N

поэтому, что рп,г(^о, ё + 0) = 0, но тогда и 2^".К^о> ё + 0) — 0. А иа

определения рп,1(1о>ё + 0) и условия (2) вытекает, что 2 />/м(^о» ё +$) =
= 1. В этом и состоит противоречие, доказывающее нашу лемму.

Для того чтобы вывести из леммы 4 и леммы 2 нашу основную»
теорему, нам осталось показать лишь, что в условиях теоремы 1 множе-
ство особых точек счетно и поэтому существует счетное полное мно-
жество, которое можно взять за множество Т леммы 1,

Л е м м а 9. Если выполнены условия регулярности, сформулиро~
ванные в теореме 1, то множество особых точек счетно.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть имеется несчетное число особых то-
чек. Тогда при некоторых А и а>0 найдется бесконечное множества
особых точек (, таких, что

(21)
А/-»0

ПпГ[1— рм(* — Ы, 01 > «• (22

Это множество имеет в [̂ 0, 1] предельную точку 7. Предположим.
для определенности, что в любой правой полуокрестности точки I лежит
бесконечное число точек .̂ Из (22) вытекает, что в любом интервале
(7, ̂ +е) можно_выбрать сколь угодно большое число неперекрывающихся
отрезков [«ь, ий], таких, что 1 — ры (%,«&)> а. Поэтому УЙ(М + 0)— оо.

Но тогда, согласно условиям регулярности, Р1,ъ(10, 7+0) = 0 и, зна~

чит, при достаточно малом е и 0<Д?<Се вероятно сть/>1,ь(70,7+ Д7) <С

<у> а это противоречит (21). Лемма доказана, и вместе с тем за~

кончено доказательство теоремы 1.
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§ 4. Случай выполнения условий доступности
и некоторые примеры

/•

Теорема 3 легко выводится из уже доказанных теорем 1 и 2,
Действительно, очевидно, что всегда из утверждения IV вытекает
утверждение III и из утверждения III — утверждение И. Теорема 2
показывает, что из утверждения I вытекает утверждение IV. Остается
показать лишь, что, когда условия доступности выполнены, из утвер-
ждения II следует утверждение I. Но если условия доступности вы-
полнены и процесс регулярен, то, по теореме 1, в любой точке т =
= ^±0 все вариации Уь(тХ<х>, а тогда, согласно лемме 6, функция
Р(з, I) имеет ограниченную вариацию.

Приведем в заключение несколько патологических примеров. Все
они относятся к случаю нарушения условий доступности.

П р и м е р 1. Процесс регулярен и математические ожидания
числа скачков равномерно ограничены. Вариация не ограничена.

1 1
Пусть ^п— ~2 -- ^Г5~ (га=1, 2, ...). Процесс имеет два состояния

Е± и Е2. Матрица вероятностей перехода [строится следующим обра-
зом: ,

а если в полуинтервале [5, ^) не содержится точек ^п, то

Остальные матрицы вероятностей перехода находятся из уже задан-
ных умножением по формуле (1). В этом процессе система делает
всегда не больше одного скачка, и поэтому условия доступности не
выполнены.

П р и м е р 2. Процесс регулярен и математические ожидания
числа скачков конечны, но не ограничены равномерно в совокупности*
Вариация не ограничена,

Пусть ^л = — + - +1 (« = 1, 2, . . .). Процесс имеет три состояния

ЕЦ Еъ Ег. Положим

если полуинтервал [5, )̂ не содержит точек ^„ и у. Пусть

И

о о
о о
О 1
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где п — целое число. Остальные вероятности находятся по формуле (1).

Здесь, если начальный момент 10 •< у , система делает один или не

делает ни одного скачка. Если же 1п+\<^1о<1 и, например, п четно,
то система делает ровно п скачков, если начальное состояние — Я1,
п — 1 скачков, если начальное состояние — Е2, и 0 скачков, если
начальное состояние — Еа. Следовательно, математическое ожидание

числа скачков всегда конечно, но, если 4-»у + 0 и за на-

чальное состояние взято, например, Ег, это математическое ожида-

^ние стремится к бесконечности. Очевидно, что Рл(з, у .+ 0)^0

^и />уа(5-|тг+ 0) = 0, т. е. доступность нарушена.

П р и м е р 3. Процесс регулярен, но математическое ожидание
числа скачков бесконечно. Вариация не ограничена.

Пусть ^„ = -)-

л раньше, считаем, что

. Строится процесс из трех состояний. Как

о о

если полуинтервал [$, () не содержит точек 1п- Далее, положим при
нечетном п

1 о о
= 1 О 0

при п четном, но п=^=2
т
, где т— 1, 2, . .. ,

О 1 0

и, наконец, при п = 2
т

Р(*п,
«тт
О 1 О
0 0 1

Предположим например, что в начальный момент ^0 = 0 система

находится в состоянии Е2. Тогда с вероятностью [у] система сде-

лает 2т — 1 скачков из Е2 в Е^ и обратно, затем перейдет в Е3 и там
и останется до конца; число скачков конечно, и процесс регулярен.
Однако математическое ожидание числа скачков равно

2 $•)•*•-
= ч '

Аналогично обстоит дело и при других начальных условиях. Здесь
I

состояния Е! и Е2 в момент — 0 являются недоступными.
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П р и м е р 4. Вариация, ограничена, процесс регулярен, но условия
доступности не выполнены.

Положим
о

а при у 6 [а,

1 0 0
Р(8, « = ( 0 1 0

*• ' У О О 1

Приведем, наконец, пример нерегулярного процесса.
П р и м е р 5. Вариация не ограничена, процесс нерегулярен. Усло-

вия доступности выполнены.

Пусть система имеет два состояния Е± и Е2 и 1п = у — (у) •

Пусть

а при

-(;?).
/

Здесь, если начальный момент ^0<Су' система делает с вероятностью

единица бесконечное число скачков: Е1 — > Е^ -» Е1 -» • • • .
Конечно, можно рассмотреть и значительно более сложный нере-

гулярный процесс.
Задача отыскания условий регулярности была поставлена А. Н. Кол-

могоровым, оказавшим автору большую помощь в ее решении. Автор
отмечает также ценные советы и указания, полученные им от Е. Б. Дын-
кина, и приносит им обоим свою искреннюю благодарность.

(Поступило в редакцию 14/УП 1953 г.)
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