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Zusammenfassung

Berrys Phase ist eine physikalische GroBe, die durch Integration einer charakteristischen
Klasse berechnet werden kann. In der vorliegenden Arbeit untersuchen wir den semi-

klassischen Limes einer 2-Form, welche diese Klasse reprasentiert.

Das Hauptergebnis ist: Fur ein integrables System, welches durch eine Familie von Weyl-
quantisierten Hamiltonfunktionen gegeben ist, geht die mit h/i multiplizierte Form im semi-
klassischen Limes h — 0 in die Kruimmung des Zusammenhangs uber, dessen Holonomie

durch Hannays Winkel gegeben ist.

Ein solches Ergebnis wurde in der physikalischen Literatur in lokalen Koordinaten abgeleitet,

ein Beweis fehlte jedoch. Fur unseren Beweis benutzen wir koordinatenfreie Formeln.

Weiter zeigen wir die asymptotische Entwickelbarkeit der Form, falls das System nur einen
Freiheitsgrad hat, sowie einer ausgeschmierten Form fur eine allgemeine Klasse von

Systemen.



Einleitung

Fuar h >0 sei Py (k) eine in mehreren duleren Parametern x glatte Familie endlich-dimen-
sionaler Spektralprojektoren von Hamiltonoperatoren Hy (k) in einem Hilbertraum. Die
zugehorigen Eigenwerte mogen mit h — 0 gegen eine vorgegebene klassische Energie

konvergieren.

Gegenstand unserer Betrachtungen ist der Grenzwert fur h — 0  (semiklassischer

Grenzwert) der komplexen 2-Form

tr P, (dP, )(dP,) (c.f.:p. 8). (ch)

(ch) wurde (in lokalen Koordinaten) von Berry [B] als Ausdruck der nicht-trivialen
Geometrie des adiabatischen Limes der Quantenmechanik ins Gesprach gebracht; vgl. [S] fur

eine mathematische Formulierung.

Die Vielzahl der Anwendungen der adiabatischen Naherung begrindet das Interesse an (ch)
in den unterschiedlichsten physikalischen Theorien [S-W].

Variieren die Parameter in der Zeit wie x(t/T) (t € [0, T]) , so wird unter dem adiabatischen
Limes der Grenzubergang T — o« verstanden. In diesem Grenzuibergang folgt die von
H, (k(t/T)) erzeugte Dynamik den durch die Projektoren definierten spektralen Teilraumen
K], [A-S-Y].

Die Vereinigung dieser Teilraume definiert ein glattes komplexes Vektorbuindel, in dem ein
kanonischer Zusammenhang gegeben ist; die durch diesen definierte parallele Bewegung ist
der geometrische Anteil der adiabatischen. Berechnet man aus diesem Zusammenhang die
erste Chernsche Klasse mit der Chern-Weilschen Methode [M-S], so ergibt sich (ch) als
Représentant. Im speziellen Fall eines Linienbundels liefert die Integration von (ch) uiber das

Innere einer kontrahierbaren Schleife die Holonomiephase ("Berry's Phase").

Wir betrachten nun H, (x), die als Pseudo-Differential Operatoren (yDOen) mit Symbol
h(x) im L%(R") durch ihren Distributionskern

; f 0y )/ (i, XY, £)de
n 2

@mh)" Jr

gegeben sind.



Fur Spektralprojektoren P, von solchen Hy ist bekannt , wie sich die Spur eines yDOs A
mit Symbol a beim Grenziibergang h — 0 verhélt [H-R-M], [Ch2]: Ist der von h erzeugte

Hamiltonsche FluB3 ergodisch auf der Energieflache, so gilt eine Aussage vom Typ:

LI P, A =, _,, <a> Dabeiist <-> der Mittelwert iiber die Flache.
trPh

Die Koeffizienten von dP sind nun aber im allgemeinen keine {pDOen. Fur die Behandlung
des Problems reicht es allerdings aus, PdAPdP semiklassisch durch eine Form mit regularen

Koeffizienten zu approximieren.

Die Losung dieser Aufgabe folgt einer physikalisch motivierten Idee: i dP ist die Zu-
sammenhangs-1-Form (eingeschrankt auf Schnitte) des adiabatischen Zusammenhangs, also
der Hamiltonsche Erzeuger einer Transformation, welche die Fasern des adiabatischen
Vektorbuindels unitar aufeinander abbildet [K2, § 11.4].

Das klassische Analogon dieses Buindels ist die Vereinigung uiber x der Energieflachen von
h(x) mit konstantem Phasenraumvolumen, bei integrablen Systemem: der Tori konstanter
Wirkungen. Wenn eine Hamiltonsch erzeugte Transformation existiert, die diese Flachen
symplektisch aufeinander abbildet, so ist die Quantisierung des Erzeugers (eine operator-
wertige 1-Form mit regularen Koeffizienten) ein Kandidat fur die semiklassische Appro-

ximation von 1dP.

Fur die klassische Mechanik fuhrt die Frage nach einer derartigen Transformation zu einem
Existenzproblem fur eine globale, glatte Losung einer partiellen Differentialgleichung erster
Ordnung auf einer kompakten Teilmenge des R>".

Fur integrable Systeme kann diese Existenzfrage geklart werden. Weiterhin entwickeln wir
einen differenzierbaren Funktionalkalkul fur 1pDOen, mit dessen Hilfe dann die geschilderte

Idee durchgefithrt werden kann.

Far limy_, E LP tr P, dP, dP, erhalten wir eine geometrische GroBe des klassischen
1 trPy

Systems:

In integrablen Systemen ist eine Torusaktion gegeben, welche (wenn sie glatt in den Para-
metern ist) die Vereinigung der Tori konstanter Wirkungen zu einem Prinzipal-Torus-Bundel
fasert und dazu dient, einen kanonischen Zusammenhang zu definieren [M], [Kn]. Unser

Ergebnis fur lim, __, E % tr P, dP, dP, ist ein Ausdruck fur die Krimmung dieses Zu-
1 trPp

sammenhangs.

Diese geometrische Konstruktion ist die mathematische Prazisierung der Arbeiten von [H]

und [B2], die dort angegebenen 2-Formen sind lokale Ausdriicke fur die Krimmung.



Damit ist unser Ergebnis konsistent mit dem ebenfalls von Berry [B2] mit einer heuristischen
Argumentation abgeleiteten: In einer lokalen Trivialisierung eines Linienbiuindels mit
Eigenfunktionen 1 gilt: (ch) = <dy, dy>; fur WKB-Funktionen y"“*®, also approximative
Eigenfunktionen, gelang es ihm abzuleiten:

h? <dpWVEB, dypWKB> — o (klassiche Berry 2-Form).

Bei Berrys Zugang war allerdings die zugrundeliegende Geometrie unklar. Einer
mathematisch strengen Realisierung des Ansatzes stand entgegen, dal sich uber den Abstand
der Quasimoden zu den wirklichen Eigenfunktionen, zumindest fur n > 1 , wenig aussagen

1aBt.

Die Arbeit ist wie folgt gegliedert: in Abschnitt 1 geben wir Eigenschaften des
Quanten—systems an und prazisieren die Strategie; Abschnitt 2 enthélt technische Hilfsmittel:
den Funktionalkalkiil und die Losung der klassischen Gleichungen; in Abschnitt 3 wird
PdPdP regularisiert und der semiklassische Grenzubergang durchgefuhrt; Abschnitt 4
beinhaltet eine asymptotische Entwicklung in h von (ch), diese ist fur Systeme von einem
Freiheitsgrad moglich; in Abschnitt 5 schlieBlich folgen wir Ideen von [S-T] und betrachten
eine "Ausschmierung" von (ch), die fur sehr allgemeine Systeme eine asymptotische
Entwicklung hat; im Anhang zeigen wir einige technische Hilfsaussagen.

Fur die Aussagen in den Abschnitten 1-3, 5 siehe auch [A].

Danken mochte ich M. Rossa fur die Anfertigung des Manuskriptes; Prof. Dr. R. Seiler fur
den Hinweis auf die aktuelle und interessante Fragestellung; meinen Lehrern Prof. Dr. R.
Seiler und Prof. Dr. R. Wust fur die Anregungen und die Unterstutzung bei der Durch-
fuhrung der Arbeit.



1. Das Problem

Wir wollen das physikalisch motivierte Problem prazisieren und den Losungsweg darstellen.
Dazu wird zunéchst unter geeigneten Annahmen an ¥ — h(x) gezeigt:

Die quantisierten Operatoren H(x) sind selbstadjungiert fur jeden Parameterwert x,
K — H(x) ist im Norm-Resolventen-Sinn differenzierbar, die Resolventen der H(x) sind

asymptotisch in h in yDOen entwickelbar.

Die Mannigfaltigkeit der Parameter modellieren wir durch eine Umgebung U, der Null in

Rd, fur den Phasenraum T R" wird der natiirliche Isomorphismus zu R*" benutzt.

Fur eine positive stetige Funktion w auf R*" bezeichne S(w) die Menge

{reC” ®", Il , = supg2n ID* fwl <(a €Ng"},

versechen mit den natirlichen Verknuipfungen und der durch die Il ,  (a eN Sn)

erzeugten lokalkonvexen Topologie. S(w) ist ein Fréchet-Raum [Hor, Kap 18.4].

Gibtes C>0, NEN mit: wp) <C w(g) (1 +lp-q?)N (p,q ER™) , soist fur
a€ S(w),he&€ (0, 1] durch

1 i ((x-y),8) x
(s, D) Y(x) = 5 s fR n L OB 0 ) iy de

ein stetiger Operator auf dem Schwartzraum s(R") mit Werten in s(R") definiert
(c.f.: [Hor] und Satz A1(1)).

Ist a(x, hD) abschlieBbar als Operator auf L?(R"), wird der Abschlu mit den GroB-
buchstaben A, bezeichnet (analog bezeichnet ein kleiner Buchstabe immer das Symbol, ein

groBer den Abschluf3 des Weyl-Operators).

Die Abhiangigkeit von h werden wir oft nicht explizit notieren.

Fur n,dEN, U, 1 RY offene Nullumgebung in RY sei das klassische System durch eine
parameterabhangige Hamiltonfunktion h : U, x R*" - R beschrieben.

Die ersten Hypothesen sind:



(H1):

(1) hx) €C” R (k € Up),
(2) hO,p)=y (y>0 geeignet,p ER*"),
(3) Esgibt C>0,NEN mit

h(0, p) < C h(0, q) (1 +Ip-qi*)™ (p.qER™),

@ hec! (U, Sh0)).
(5) Esgibtein y'>0 mit
h(k, p)/h(0, p) = y' (<k,p>E U, "R*").

Hierbei sind Einschrankungen einer Funktion, die durch das Festhalten von Variablen

entstehen, sowie unterschiedlich interpretierte Abbildungen mit dem gleichen Namen

bezeichnet. Dies werden wir auch im Folgenden tun, wenn die Bedeutung aus dem Kontext

hervorgeht.

Aus einer geeigneten Parametrixkonstruktion lassen sich die Selbstadjungiertheit und die

Differenzierbarkeit erschlieBen. Hier erweitern wir eine Arbeit von Helffer-Robert [H-R] auf

die Abhidngigkeit von dulleren Parametern. Wir geben die wichtigen Schritte an, technische

Details der Konstruktion werden im Anhang ausgefuhrt.

Satz 1.1

Sei (HI) erfullt. Dann ist fur ein n € (0, 1), h€(0,n), k €U,
h(x)(x, hD) wesentlich selbstadjungiert und:

Veso dneo, 1) Vhen VieQryy -¢ =

(1) z€p(Hx)) k€U, (* p — Resolventenmenge *) ;
@ (HC) -2 €t (U, BIARM));
(3) Fur jEN, und NEN, gibtesb, (z) €C! (U, S(1)),
Ry(h, z) €C! (U, B(L?)) uniformin h <n mit
N

H-2"=) hl Bi(z) + WN*I Ry (h, 2) in U, .
j=0

Beweis



h(x)(x, hD) ist symmetrisch. Dies ist klar fur a(x, hD) mit a € s(Rzn, R) und folgt fur h
mit Lokalisation (vgl. [Hor, Bemerkung nach 18.5.10] ).
Mit Lemma A3 und der nachfolgenden Bemerkung gibt es b; , dx.1, b}ks, Ons| 50, daB fur

NENO:

N
(h - 2)(x, hD) Y, hi b(z)(x, hD) = 1 + h™¥! 5y, (h, z)(x, hD)
i=0
(M)
N
>, i b.* (@)(x, hD)(h - 2)(x, hD) = 1 + K™ 5, (h, z)(x, hD) .

j=0

N

Z hi b}ks (z)(x, hD) , 6%\11(;1 (h, z)(x, hD) sind wegen A1(4) zu beschrankten Operatoren
j=0

fortsetzbar. Die beiden Gleichungen gelten auch auf L? bzw. D(H) fur die Abschlisse.
Insbesondere ist fur h klein genug H surjektiv, also h(x, hD) wesentlich selbstadjungiert.

Nach A3, Al gilt genauer:  IIAy,, I =0[(1 +— 2 ¥
dist (z, [y v', %))

fur ein M € N. Daher gibtes zu ¢ >0 ein >0 so,da fur h<n:
(=, yy'—¢) 1 p(H).

(1) ergibt sich dann aus der Selbstadjungiertheit.
(1) und die Gleichungen (M) implizieren
N
H-2"=) hl Bi(z)- WM (H-2)71 Ay, @) .

=0

Wegen A3 sind bj, 0 e C! (UO, S(1)) uniform in h, nach A2(6) sind dann auch die
zugehorigen Operatoren in C' (U, B(L?)).

N+1

Es bleibt noch die Differenzierbarkeit von (H - z)~! zu zeigen:

Fur H™! gilt:
N
H™'=) hi B; (1 +hNTAL ) (th<m).
j=0
Wegen



d(1+ RN AL, ) == (1 + RN AL, ) hN (d A,,) (1 +RNTA !
ist H! in U, differenzierbar und supp.y, IdH-1(x)lI< o (x € Up).

Fir z€ (C\[yy' - &, ©))\{0} gilt [K2, § IV.3]:
H-2"'=-1/z-1/22 H' - 1/z)7!,

alsoist d(H-z)"!=1/z2 (H! - 1/2)~' dH~! (H™! = 1/2)~! und (2) gilt fur h<n.

Bemerkung

Fur Hamiltonfunktionen der Form
N
h(K’ <X7 §>) = z (Ej - aj(K’ X))2 + V(K? X)
j=0

implizieren die Bedingungen (H1) ein fur alle k¥ € U, gleiches Verhalten der Potentiale

bei o, sind also fur die Differenzierbarkeit nicht optimal. Allerdings ist fur nicht positive V
(wie etwa V(x, X) = x% + K|x|3 mit k < 0) die (wesentliche) Selbstadjungiertheit nicht mehr

gewihrleistet.
Wir prézisieren nun das Problem.

Mit der folgenden Hypothese spezialisieren wir uns auf integrable Systeme.

Fir Funktionen h, (vE{l,...,n}),die (H1) geniigen, fordern wir

(H2):

[(H,0) - z)™" . H,)-2)"'1=0 (k€U 7, € p(Hy,). LVE{L ...n}).

Die "eigentliche" Hamiltonfunktion des Systems spielt im Folgenden die gleiche Rolle wie

ihre Integrale und wird deshalb nicht ausgezeichnet.



Wir betrachten eine Folge von diskreten Werten des gemeinsamen Spektrums der H,, die

mit h — 0 gegen einen festen klassischen Wert E, €R" strebt, also E, € o(H,(0))

(diskretes Spektrum) mit limy, <E111, ,EE> = <E1, ,E3> .

-1
(Ist h (Intervall) kompakt, so ist in diesem Intervall nur diskretes Spektrums von H [H-R] .)

Ay .
. (H,(x) —2) dz in einer
7-E, |=rn

h
Wegen Satz 1.1 sind die Projektoren P, (x) := - L f
|

2mi

n
h
Umgebung U, der O differenzierbar. Py := H P, ist wegen (H2) wieder ein Projektor.

v=1

Wir fragen nach dem Grenzverhalten von

tr P, (dP, )(dP,) (ch)

an der Stelle x =0 fur h — 0.

trPdP dP ist dabei die komplexwertige 2-Form 2 trP[(9;P), (9xP)] dKj A de, die
j<k
Differentiation wirkt nur auf den nachfolgenden Operator P.

Bemerkung

Wir beschrénken uns auf den Punkt x =0, weil Py a priori nur an der Stelle 0 fur alle h
differenzierbar ist. Konnen wir von E,(x) und E, (k) —,_,, E,(x) fur jedes K und in
U, differenzierbaren P, ausgehen, so sind unsere Uberlegungen uber den Limes von (ch)

punktweise in U, gultig.

Fuar a € S(1) ist der klassische Grenzwert von tr P, A, mit yDO-Techniken behandelbar;
dP hat im allgemeinen keine yDOen als Koeffizienten, semiklassisch werden wir aber

PdPdP in diesem Sinn regularisieren. Dazu driicken wir nun dP durch Objekte aus, die wir
dann mit )pDO-Techniken behandeln konnen.

Fur eine im uniformen Sinn differenzierbare Familie von selbstadjungierten Operatoren H
und eine Familie von differenzierbaren Spektralprojektoren P gilt: [dH, P] = [dP, H]. Davon
ausgehend werden wir nun das Problem der Regularisierung von dP auf das der
Regularisierung einer I'-Operation (*Umkehrung des Liouville Operators [ - , H]*)

zuruckfuhren.



Aufgrund der folgenden Beobachtung konnen wir uns darauf beschranken, mit Operatoren

zu rechnen, die im uniformen Sinn differenzierbar sind.

Lemma 1.2

Sei H selbstadjungiert in einen Hilbertraum, A 1 o(H) durch einen Kreis K von o(H)\A
getrennt. Sei f: R — R meBbar und f(A) von f(6(H\A) durch einen Kreis K, getrennt.

Dann gilt fur den Projektor auf den Eigenraum zu A:

P(A):-l,f (H - 7)-! dz=—l.f (fH) - 2)"" dz.
K 2w JK;

2mi

Beweis
Der Spektralabbildungssatz [D-S, Th.XI1.9] besagt
o(fd) = N (B) 1 f(o(H)).
E(B)=1
(*E 1ist das Spektralmall von H*)
Also: o (fH)\(A) 1 f(o(HNA) und es gilt
sup,er, I(f(H) - z)~!Il = sup, (l/inkaG(H) If(A) — zl) < o0 .

Fur Vektoren ¢, y:

(g - f (f(H) - 2)™" dz )
i o(H)
(

=- f (fr) -2)™ d(E, @, })dz
mi Jg oH)

. /1 LEA
2 o |0 A EoHNA

d(E; @, )

:((p,_zlme H-2""dz).



Dabei ist die Stetigkeit des Skalarprodukts und zweimal der Satz von Fubini verwendet

worden.
|

Wir fuhren nun eine unserem Problem angepalite I'-Operation ein, die der spater fur das
klassische System verwendeten entspricht. Es reicht hier, beschrinkte Operatoren zu

betrachten.

Sei g ein beschrankter Operator auf einen Hilbertraum, H selbstadjungiert und beschrinkt,
g(t) = eth g e—th )

oo

Fur € >0 konvergiert dann f e ® g(t) dt im starken Sinn und ist beschrénkt.
0

[ee]

Existiert fur g s-lim,_,, f e ¢t g(t) dt und ist beschriankt, so wird definiert:

0
geEDTy, Tyg:=lim, if e ®lg(t) dt.
0

I' ist die Umkehrung des Liouville-Operators:
Lemma 1.3
() Fur ge DTy gilt: [I'yg Hl=g.
(2) Fur g beschrankt mit s-lim,_ sf etlg(t)dt =0 gilt: I'ylg,Hl=¢g.

0
Beweis

. d iHt ; —€8 —-iHt — d et 3 —€s
(D): ae 1 e g(s)dse = ae 1 e~ g(s) ds
0 t

=g ety f e~® g(s) ds e7 Mt — i g(t)
0

ist stark stetig und konvergiert gleichmaBig, also: i Ty 2)(©) = —ig(D).

Andererseits gilt:

10 -



S (9O =i [H Ty 2l

(2): folgt mit

. _er d
Iy lg, H =lim,_,, -j e“gg(t)dt
0

[ee]

=g-lim,_, sf et g(t) dt.
0

Sei nun H(x) selbstadjungiert fur k €U, kK = H(x) im Norm-Resolventen-Sinn diffe-
renzierbar, E € o, (H(0)), P(x) der Projektor auf die gestorten E(k). Weiter sei

f: R — R mefBbar und injektiv in [yy'/2, «).

Aus Lemma 1.2 folgt dann fur ein r>0:

P=—‘f H-2)"1dz
2mi
[E—zl=r

=-L f (fH) - 2)™" dz.
2mi
If(E) - zl=r

A
SeienQ:=1-P,R(z):=(fH) -2)"'Q (z€ Umgebung(E)).
Wir konnen nun dP uiber die I'-Operation darstellen:

Lemma 1.4

Sei f(H) beschrankt und im uniformen Sinn in U, differenzierbar, dann gilt:

(1) Fur ein beschrinktes g ist [g, P] € D(I'gg) ) und
A A
Tt [g, P] = - Rt (f(E)) gP - PgR«(f(E)) ;
(2)  dP =Ty [df(H), P] .

(* Dabei ist [df(H), P](e) := [df(H)(e), P] (e € Rd). *)

Beweis

11—



(1): et [g, P](t) — ei(f(H)—f(E)+i£)t QgP _ PgQ e—i(f(H)—f(E)—is)t .

Analog wie im Beweis von Lemma 1.2 liefert der Spektralkalkuil:
Qf eii(f(H)—f(E)iie)t Q dt = ﬁf (f(E) . i£) .
0

(2): Analog folgt wegen dP =PdPQ + QdPP:
dP € D(I't)) und mit Lemma 1.3(2), sowie [df(H), P] = [dP, f(H)] auch

dP = Ty [df(H), P] .
n

Daraus ergibt sich nun fur die Regularisierung von dP fur einen Spektralprojektor P :

dP = Regular + Fehler impliziert : [df(H), P] = [Regular, f(H)] + [Fehler, f(H)].
Andererseits gilt fur [df(H), P] = [Regular, f(H)] + Fehler mit Regular, Fehler € D(I')):
dP = Regulir + I'rgy Fehler.
In diesem Sinn ist das Problem der Regularisierung von dP #quivalent zur approximativen
Losung von [df(H), P]=[-, f(H)] durch etwas Regulares.

n

Unser System ist algebraisch etwas komplizierter: P = H P, mit Spektralprojektoren P,

v=1

also
n

dP=3X P,..dP,..P

v n’

v=1
Wir werden im Folgenden eine S(1)-wertige 1-Form m auf RY undein f angeben mit

P...[[. fH)].P,]..P, =P ..[df(H). P ]..P + Fehler (#)

fur alle v. Es gilt dann dP = [%, P] + Fehler und daraus wird sich die Losung des

Problems ergeben.

- 12 —



2. Differenzierbarer Funktionalkalkil und die klassischen
Gleichungen

Wir werden die Differenzierbarkeit von Funktionen von selbstadjungierten Operatoren und
ihre asymptotische Entwicklung in {DOen zeigen und die zu (*) korrespondierenden

klassischen Gleichungen losen.

Fur den Funktionalkalktll wird die Arbeit von [H-R] erweitert; hinsichtlich technischer

Aussagen verweisen wir wieder auf den Anhang.

Fur r &R bezeichne S. den durch
{fe c” (R); supp £ 1 (0, ), 1110 == suppgpl(1 + EXTfE) <o (kE NO)}

definierten Fréchet-Raum.

Satz 2.1

Gelte (H1) fur h, sei fur r<-2 fEC! (Uy,S,) . Es gilt dann:
(1) (-, H() €CH(U,, BL?)) ;
(2) Fur jNEN, gibtes f, € C!(U,, S(1), Sy (h) € C!(U,, B(L?)) uniformin h
mit
N

f(x, H(x)) = ) hi F,() + h¥*1 S (h, k) ;
j=0

(3) fy (<, p) =1, h(k, p)), f;#0, dfi(x, hD)=(df,)(x, hD).

Beweis

Der Beweis beruht auf der Identitat

f(ic, HK)) _2—; X Mf(k, s) HS()ds  (p € (0, Ir))).
Jp+i

Dabei ist Mf die Mellintransformierte von f, das Integral als uneigentliches Riemann-Integral
im schwachen Sinn aufzufassen. Die Identitét folgt fur die Erwartungswerte aus der Mellin-

Inversionsformel und dem Satz von Fubini [H-R, Prop (1.1)].
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(1): Fur g aus A4(1) haben wir mit llOpll = SUP | 1Lilgl=1 I(y, Op ¢)I:

lIf(k +m, H(x +m)) - f(x, H(x)) —f (H=3(x) dMf(x, s)n+Mf(x, s)dH=S(k)n )dsll
p+iR

<l f (1 + IIm sETA(MFf(k + 1, s) - Mf(x, s) — dM(x, s)n) - (1 + Tm s1) ™

(1 + Imsl)"® H™S(x) dslI

+ ||f (1 + Tm s)&? Mf(x +m, s) (1 + Tmsl) ™

(1 + IIm s) "8 (H-3(x + 1) - H5(x) — dH3(c)m )dsl|

+ ||f (1+1Im sDE(Mf(k + 1, 8) - Mf(x)) (1 + IIm sD)™> (1 + ITm sI)78

dH3(x)n dsll

< konst [supS I(1 + Tm s)EA(Mf(k + 1, s) — Mf(x, s) — dM(k, s)n)|
- sup, [I(1 + Im sl)"® H=S(0)ll
+ sup_ I(1 + [Im sI)¥ Mf(x +m, s)|
~sup lI(1 + Ims)™® (H™S(x +m) - H5(x) - dH (ol
+ sup |(1 + IIm sDE2(Mf(x +1, s) - Mf(k, )l sup, II(1 + IIm sl)™®
dH-s@omll]

= 0(1(])71_)0 wegen A4(1), AS.

(2): Fur dj aus A4(2) ist fj(K, p) = ’ Mf(xk, s) dj(K, s, p)ds.
Jp+iR

Argumentiert man wie in (1) fur die Norm IIll; . so folgt die Differenzierbarkeit
der fj.

Fur Sy (h, k) := ’ Mf(x, s) Ty(x, s)ds (TN aus (A4)(2))
Jp+iR

kann man dann wie in (1) schlieB3en.

(3): f,,f, ergeben sich durch Ausrechnen ([H-R]), dfi(x, hD) = (df\)(x, hD) folgt aus
A2(6).
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Fur das integrable System benotigen wir noch die asymptotische Entwickelbarkeit von
f(H,, ... H,). Hier geht die Hypothese (H2) ganz wesentlich ein. Aus [Ch, Th. 3.3.5]

ibernehmen wir:

Satz 2.2

Seien (H1), (H2) erfullt und f & Cy(R").
Fur k €U, jEN, existieren dann fJ (x) €S(1) mit

N
f(H, (), ... H (1)) = z hi Fj(K) + O+ ;
j=0

fy (<, p) = f(h, (k. p), .. . h (k. p))  (pER’™), f, #0.

Wir kommen nun zur Losung der klassischen Gleichungen zu (*). Nach dem Weyl-Kalkul

(vgl. Al) ist das Symbol des ersten Terms in der asymptotischen Entwicklung eines
Kommutators die Poissonklammer der Symbole. Die Aufgabe ist es also, eine S(1)-wertige

1-Form zu berechnen, welche

dfth) ={-.f(h)} fur yE{l,...n}

fur ein geeignetes f bis auf Terme lost, die sich auf Flichen konstanter Energie nicht dndern.

Wir werden nun zeigen, dal dieses System von PDGen eine glatte Losung besitzt.

Bezeichne h: U, x R>" - R", h: = <h,..,h>.

Wir fordern

(H3):
Es gibt eine Umgebung W von E, so,daB fur k €U, gilt:

-1

(dhy, ..., d h )(x) sind linear unabhangig in h W),
h |, ist eigentlich,
h (W)
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-1
h(E,) ist zusammenhéangend.

Nach dem Satz von Arnold [A-V], [A-M] gibt es dann zu ¥ € U, eine kompakte Umgebung

W von E; und einen Diffeomorphismus:

-1
W xT"— h(W).

-1
Sei V, := h,(W).Wir nehmen weiter an, dal der Variablenwechsel zu Wirkungskoordinaten

nicht degeneriert ist, es also zu kK € U, einen Diffeomorphismus ¢ : W — (W) gibt so,
daf} (wenn wir mit m, den FluB von ¢ °h(x) bezeichnen) fur den gemeinsamen Fluf3

n(t, p) ==, (t, 0, .., 7 (t,p) (LpER"x V) gilt

n(t+y,p)=mn(t,p) (yEZ", tER", p EV,)
n(t,p)=q (tET" geeignet, p,qE V,_ mit h(p) =h(q)) .

Fur &€ C”(V,) sei dann der Mittelwert:
<f>(E) := f fem(t, p)dt (EE W, p mit h(p) = E beliebig) .
T n

Aus folgendem Lemma wird sich die Losung der klassischen Gleichungen ergeben.

Lemma 2.3
Gelte (H1), (H2), (H3). Seien fur x € U, bM(K) ec” V) mit

<b,(€)> £0, {b,(K), ¢, *h(K)} = {b, (). &, *h(k)} (W vE{l,....n}).
Dann gibt es a(k) € C~ (V,) mit
{a(k), ¢, *h(0)} =b,(6)  (WE {I,....n}).

Bewelis

Sei w €R" so, daB furein o>0 gilt
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n

2 ovk,

v=1

> kI"° (ke Z"\{0}).

(* w existiert nach einem Satz von Liouville.*)

Fuar ¢ >0 sei

a(p) = - f e s z b, (w(ws, p))ow, ds .
0

v=1

Dann ist a_ € C” (V) und es gilt

[oe]
n

(
{a, 9, °h3p)  =- J e Y {b,, ¢, °h} *w(ws, p)o, ds
0 v=1

[oe]
n

= - Jr e s z {bu’ ¢, °h} e mw(ws, p)w,, ds
0 v=1

[e'e}

=- ees % b, (m(ws, p))ds (dadie x, kommutieren)

Jo

=b, (p) - ¢ f e b, (m(ws, p))ds .
0

Die uniforme Periodizitat von st erlaubt es nun, zum Limes € — 0 uberzugehen.

bM cqi(t, p) = Z exp(2mi(k, t))(bM ° n)A k,p (te R"Y),
keZ "\{0}
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A B
S | 1KkI2P D;‘(bM *1)" (k, p)l < supy n | = A D;‘(bM > 1) | = konst

fur (a €N (2)n, B € N ). Daraus folgt:

D[ e®b, (mws, pds= X Dib, m" (kp) - (@ENg.
0 " kez oy ¢ e—i2m(k,m)

Die diophantische Bedingung an o sichert die gleichm@Bige Konvergenz und es gilt:

a=lim,_,a, €C7(V) ; Dja=lim,_ ,Dja, .

Korollar 2.4
Fur x € U, gibt es eine lineare Abbildung m () von R nach COO(VK) mit

({m,h,} = dh, - <dh >h)| in V, furalle w.
(*Dabei ist {m, h}e) :={m(@,h} (€ RY).*)

Beweis
n
Sei b, := ;1 (3-6,) *h (dh, — <dh,>h) .

bM nimmt Werte in C~ (U) an, es gilt <b >#0 und

b0,y = KZ 00, 0 g 0, °h {dhy. 0}
> P

= ; 0, *h dgp ¢, h {dh b} = {b,, ¢, *h}
> P

wegen {h,,h }#0 in Uy xR*".

Die Behauptung ergibt sich durch Anwendung von Lemma 2.3 auf jede Komponente von bM

und der Invertierbarkeit von Dg¢.
|
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3. Semiklassischer Limes

Wir werden nun fur eine geeignete Funktion f die Gleichungen (*) losen und den

klassischen Limes von tr PAPdP berechnen.

Wir konnen den Energienullpunkt verschieben und fiir ein ¢, € (0, ) annehmen:
E,=<ey,....€p> W=[e,—¢,e;+¢e]"..." [e;—¢, ¢, +¢] fur ein € >0.
Wihle nun f€ Cj (R): in (yy'/2, ©) monoton, f'<0in (e, - €, €, + €).

Fir >0 sei x, € C” (R) eine Abschneidefunktion mit

Xn #1 in (¢, -n/2,e,+M/2), x#0 in R\(g;-n, e, +M).

Die Losung von () ergibt sich nun aus

Satz 3.1

Sind (H1), (H2), (H3) erfullt, dann existiert 1 >0 und eine C(O)o (Rzn)-wertige 1-Form m
auf U, so,daB fur vE {1, ...,n} gilt:

(1) %y () o % () {m, ()}
=%y () .. %, (hy) (dfh,) - <df(h,)>+h) in U, ;
2) P, ..[df(H),P]..P,

M . .
=P, .. [ [ fH)]L PP+ Py [0, P, ] Py in Uy fur h—0.

Beweis

(1): Mit m aus Korollar 2.4 sei m(k) =%, (h) ... % (h) m ‘K in V_,m(k)#0 in
R™" \V_. m(x) nimmt dann Werte in C;, R>"™ an.
Fur n<e/2 gilt

%oy () ot () {m, b))}
= %y () oy, () F'(hy) {m,h}
= %, () %, (h) f'(hy) (dh,, - <dh >°h)
= %, () %, (hy) (dfthy) - <df(h,)>h).

Dabei ist m als beliebig auf R*" fortgesetzt aufgefal3t.

(2): Far n>0,ve{l,..,n} gilt
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P, ... [[1.fH,) ] - dfH,).P, | ... P,
=p, ..p,_ (Q (LL fH,) ] - dfH,)) P,
-p, (B 1) 1 - dfH) Q) P, - P,
Py Py Qo (Hy) ey (H, ) ([ £CH) | - df(HL))
Ay (HY) oo gy H) Py o Py
= Py Py (H) ey, (B (L 6(H,) ] - diGH)
Ky Hypp) oo Xy HD Py P

Beide Terme sind von quadratischer Ordnung. Wir zeigen dies fur den ersten:
Satz 2.1 ergibt:

f(H,) =F, + h2F2 +0(h?)

df(H)) =dfp(x, hD) + 0(h?)

Xqy Hy) = m + 0(h?)

Bei der Rechnung konnen wir uns auf s(R") einschranken, dort steht der Weyl-Kalkiil (Satz
Al) zur Verfugung.

Fuar a, € S(1), B, :=a, (x, hD) + 0(h?) gilt:

B, =a, ..a (x,hD)+2 (Y {a.a,} [T o) nD)+om?).

B, ..B, )
j<k j=v=k

Mit (1) und Satz 2.2 folgt:
X () ey (H ) ([ FH) T = dEH)) 5, () oy (B

= %y () %, Hy ) (({m, f(hy)} - dfh,)) (x. hD) + 0(h?))
%y (H) ey (H)
=5, () . %, (h) ({m, f(h,)} - df(h,)) (x, hD) + h 0;(x, hD) + 0(h?)
=%y (0) . X, (hy) <df(h,)> h(x, hD) + h 0 (x, hD) + O(h?)
=%, (H)) .. x.,, (H,) <dfh,)> (H) + h 0, (x, hD) + 0(h?) .

Das Symbol 0, besteht aus Termen in denen jeweils eine Poissonklammer mit wenigstens
einem Xn (h,) enthalten ist. 0,(x, hD) "lebt" damit bis auf hohere Ordnung auBerhalb des

"Energietorus", genauer:

PP, Q ([} f(H,) ] - df(H,)) P, .. P,

-20—



= P,..P, _;Q, (h0,(x,hD)+ O(h?)P, .. P,

hP P, QX (HD o X yyp H,_)0,(x, D) %y (H) ...
K2 )P, P +P P Q0P . P

P, ..P,_,Q,0>)P, .P, .

Damit ist (2) gezeigt.
[ |

Wir wollen nun die I'-Operation (vgl. Lemma 1.4) verwenden, um dP zu approximieren.
Der Fehler wird durch den Abstand von E, zum Restspektrum bestimmt. Wir benutzen

Aussagen aus [Ch].
Das gemeinsame Spektrum der H,, (v E {1, ..., n}) ist

n

o(H,,..,H)={EER";V_, I1 P,((E,-¢&E, +¢)#0).

v=1

Ist P # 0, was wir naturlich annehmen, so ist E, € o(H, ..., H,). [Ch, Th. 2] ergibt dann:

dist(Ey,, oH,, ... ,H ){E,; }) =ch (c>0 geeignet, h klein).

Aus Satz 3.1 folgt dann

Satz 3.2
Seien (H1), (H2), (H3) erfullt. Es gilt an der Stelle k=0:

dp = [%, Pl +0(h) (h—0).
Beweis

Wir folgen den in Kapitel 1 beschriebenen Uberlegungen.

n
dP =) P, ..dP, .. P,

v=1
= 2. Py .. Ty, [df(H,), P, ] ... P, (Lemma 1.4)
=2 P Ty, [ [%, f(H,)],P,] ... P, + Fehler (Satz3.1)
v 1
M
=Py Ty, | [P, f(H) ] ... P + Fehler

M
=D P .. [P, .. P, + Fehler (Lemma 1.3(2),4(1))
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= [M, P] + Fehler .
ih
Dabei ist
Fehler= ), P, ... Ty, [0(h2),P] .. P, .
A%
Aus Lemma 1.4(1) folgt:
P, .. rf(Hv) [0(h?), P].. P

=-P,..P,_ (R;(£, (B} )) 0h?) P, + P, O(h?) R; (£, (B} ) P, ,, ... P_
=0(h),

also Fehler =0(h) .
[

Das Problem des Limes von trPdPdP wird nun mit Satz 3.2 und folgendem Ergebnis uiber

die Konzentration von Wellenfunktionen gelost.

Satz 3.3 ([Ch 2, Th2.4])
Seien (H1), (H2), (H3) erfullt, sei a € S(1), ¢y, € Ran P (0), Iy, II = 1. Es gilt:

limp o <y, Ay,>=<a>(E)) .

Der folgende Satz ist das Hauptresultat.

Satz 3.4
Seien (H1), (H2), (H3) erfullt. An der Stelle k =0 gilt:

h 1 1
tr PAPdP = =~ < >(E,).
p T 5 {m, m}>(E;)

1tr

h—0

(* Dabei ist %{m, m} = z {m;, m, } dit A dick ¥)

i<k

Beweis

Wir verwenden den Weyl-Kalkil, Satz 3.2, Satz 3.3.

tr PAPdP
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=P ([, P] (M, Pl +0(1))
ih ih
. # tr P (MPMP — MPM - MMP + MPM) + tr (P 0(1))

- # tr PMM + tr (PO(1)) + 0 in Spur

= & 2t (P {m m}(x, hD)) + 7 (POK)) + (PO(D)),
also: bl pdPdP =L L tr (P {m, m}(x, hD)) + O(h) .
i trP 2 trP
m
Bemerkung

Wie bereits erwahnt, resultiert die Einschrankung auf den Punkt ¥ = O aus der a priori
Differenzierbarkeit von P. Ist P in U, differenzierbar, P(x) der Projektor auf den

gemeinsamen Eigenraum zu E; () mit E, (k) = E(x) in U, so gilt

ho1

h—=0 4 p

tr PAPAP(x) = <{m, m}> (Ey(x)) (k€ Uy).

(1)
Eine detailierte Analyse des Eigenwertproblems zeigt sogar [Ch]: dimRanP#1 .

Wir wollen nun zur Interpretation des Hauptergebnisses, Satz 3.2, den geometrischen
Hintergrund zusammenfassen.

Ist P(-) in einer Mannigfaltigkeit K differenzierbar, so ist durch
B = {<x, y> EK x L2(R"); ¢y ERan P(x)}, n(k, ) ;=% (<K, p>E B)

ein differenzierbares komplexes Vektorbiindel iiber K gegeben. ( Die lokale Trivialitit sieht
man mit [K2, II (4.18)] ein. )

Mit Q:=1-P istin K x L? durch
PdP + QdQ = d - [(dP), P]

ein naturlicher Zusammenhang gegeben, der auf B zu einem Zusammenhang
V =Pd =d - (dP) reduziert.
Die erste Chernklasse von B ist nach der Chern-Weil Theorie [M-S] mit Hilfe der

Kriimmung zu berechnen. Die Kriimmung ist die operatorwertige 2-Form auf K:

Vy Vy= Vy Vy = Vix vy = [(XP), (YP)] = (dP)(dP)(X. Y) .
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Die erste Chernklasse ist tr PdPdP.

Die parallele Bewegung zu V ist der wesentliche geometrische Anteil der adiabatischen
Bewegung des quantenmechanischen Systems [K], [A-S-Y]. Wegen V =d - (dP) ist also
i(dP) der Hamiltonsche Erzeuger der parallelen Bewegung.

Die Geometrie des klassischen Systems sei grob wie folgt beschrieben (fir Details vgl. [M]
oder [Kn] fur einen verwandten Zugang): Sind die "Wirkungen" ¢, °h glattin K x Rzn, SO
konnen sie so gewahlt werden, dal <d ¢, ©h>#0 gilt.

Argumentiert man wie in Lemma 2.3, so findet man eine 1-Form m auf K mit glatten
Koeffinzienten, <m> # 0 und
{m, ¢, °h}=d¢, h furalle v.
. d .
Die Vektorfelder ot ka ke, ..,d), (ka—Hamlltonsches Feld zu m,) spannen

die Distribution in K x R*" auf, die man durch Mittelung der ok uber die durch den
K
gemeinsamen FluB der ¢, ° h definierte Torusaktion erhélt. Diese projiziert auf einen

Zusammenhang in dem Torusbuindel iiber K

B, = {<k, p>EK x R*™ ¢(k, p) =konst} ; n(k,p) =Kk (<k,p>E B, .

m ist also der Hamiltonsche Erzeuger der zugehorigen parallelen Bewegung.

Ist P furalle h in U, differenzierbar, so impliziert Satz 3.2, dal3 % bis auf einen quasi—
1

klassischen Fehler eine Bewegung im "adiabatischen" Bundel des Quanten-Systems erzeugt.

Genauer:
Sei y€C!([0,1],U,) und W die unitire Losung von

ih d—f W(O) = M(y(®)) (v (0) W(t), W(y(0))=1d.

Aus
ih ¢ (P(r©) W) - W() (P(10)))

= [MG(®) (v ©), PG©)] W + ih (P((B) W) - W(t) P(4(1))) + O(h)
= M(®) (v ©) (P1()) W) - WD) (P(1(0))) + O(h)

folgt dann:
P(Y(t)) W(t) - W() P(0) = O(h) .

In [M] ist gezeigt, dal % <{m, m}> die Krimmung des durch ai + X, definierten
K

Zusammenhangs ist.
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Die Aussage von Satz 3.4 ist damit

hf x mittlere Krummung —, _, klassische Krummung.
1

Da weiter gezeigt werden kann (z.B. [M]), daB % <{m, m}> mit den von Berry [B2] und

Hannay [H] angegebenen 2-Formen ubereinstimmt, ist unser Resultat konsistent mit dem

von Berry [B2] mit heuristischen Methoden abgeleiteten.

Einer Verallgemeinerung des Resultats auf Systeme mit ergodischen Eigenschaften stehen
zweil Hindernisse im Weg:

Der Abstand von Eigenwerten ist im allgemeinen nicht linear, sondern nur polynomiell in h;
die klassischen Gleichungen df(h,) = {-, f(hv)} (modulo Mittelwertbildung) haben im

allgmeinen keine global glatte Losung auf der Umgebung einer Energieschale.

Die erste Schwierigkeit kann allerdings durch eine genauere Approximation von dP beseitigt

werden; dies wird ein Ergebnis der Uberlegungen im nachsten Abschnitt sein.
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4. Asymptotische Entwicklungen

Fur Systeme mit einem Freiheitsgrad, n = 1, konnen wir die Ergebnisse des dritten

Abschnitts verbessern.

Es gilt

Satz 4.1
Seien (H1), (H3) erfullt,n = 1.

Fur j €N, existiert dann eine CSO (R2)-Wertige 1-Form m, auf U, mit

N
1 .
[ [2 v M, fH)].P] = [diE), Pl +0m™)  (NEN),
=0
punktweise in der Operatornorm.

Wir werden nun erst zwei Folgerungen angeben, dann Satz 4.1 beweisen.

Mit dem Beweis von Satz 3.2 ergibt sich aus Satz 4.1

Satz 4.2
Sind (H1), (H3) erfullt, so gilt fur k € Uh, NEN

N
dP(k) = [% > hi M, P](K) + 0(hN).
i i=0

Daraus folgt

Satz 4.3
Sind (H1), (H3) erfullt, so gibt es fur j €N, eine 2-Form ; auf Uy mit
N
2# tr PAPAP(x) = Y, b () + O(hN*1)
1 1r .
j=0

fir NEN,k EU, .

Beweis

Fuar NEN gilt mit Lemma 1.4
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N

N
1 ; : -
APaP=- 13, b My, P (3 1M P+ 00,

j=0
1 N+1
tr PAPdP =EtrP2 hi Y M, M, +trP OhN-")
=0 k+l=j

k=N

Nach Satz A1 gibt es S(1)-wertige 2-Formen n,,, (v EN) mit

N+1
trPdPdP = L trP ) hi > Ny + tr P O(hN-1)
h’ i=1 k+l+v=j
vzl
1 1 Al 2
L _ L i N
also —ShuPdPdP = P> h Ny, + 0N .

j=0 k+l+v=j+1

v=1

Fur ¢ €Ran P, llpll = 1, a €S(1) gibt es nach WKB-Theorie (c.f. [H-R-M, App.])
Funktionen 3, mit
N

_ j N+1
<1p,a1p>—2;hlaj+0(h ).

]:

Damit ist dann
N

1 i N
—~ _htrPdPdP= > hiw. + 0hN) NEN
trPrdd E)WJ+()( )

mit geeigneten 2-Formen W, woraus die Behauptung fur N €N, folgt.

Die Idee fur den Beweise von Satz 4.1 ist nun, fur j € N, S(1)-wertige 1-Formen m

anzugeben, fur die

1 (o] . oo . "
- [Eé hi M, f(H)] = df(H) +j=26 hi g; (H) + 0(h")

in der Nahe der betrachten Energie gilt. f ist dabei wie in Abschnitt 3 gewahlt, g (H) sind

noch zu bestimmende 1-Formen, deren Koeffizienten beschriankte Funktionen von H sind.

Die Losung der korrespondierenden klassischen Gleichungen liefert wieder Lemma 2.3:
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Korollar 4.4
Fur x € U, seien b(k) € C*(V,), <b(x)>#0. Es gilt:

(1) Es gibt lineare Abildungen m () von RY nach Cm(VK) mit

{m, f()} =blc in V,;

(2) Esgibt >0 und eine CSO (Rz)—wertige I-Form m auf U, mit

% ) {m. {0} =y, ()b

Beweis

(1): Lemma 2.3 auf d; ¢ °h/f'(h) - b angewendet gibt ein m mit
{m, ¢(h)} = dg ¢ *h/f'(h) - b=09, ¢ *h {m, h}, also {m, f(h)} =b.

(2): Mit & wie in Abschnitt 3 sei m(x) = (h) E](K) in V, m(x)#0 in R? \V,.
Furm </2 istdann . (h) {m, f(h)} = X b.
H

Nun der

Beweis von Satz 4.1.

Fir a,b € S(1) bezeichne ¥ (a, b) (resp.:k (a, b)) die in Satz (A1) durch

a#tb = 2 h'Y (a, b) + 0(h™) (resp.(a#b — b#a) = 2 hY k, (a, b) + 0(h™)) definierten

v=0 v=1
S(1)-Funktionen.

Furein n>0,1 €N, lassen sich 1-Formen g, auf U, mit Werten in C8° (R) und wegen

Korollar 4.4 1-Formen m; mit Werten in CSO (Rz) rekursiv definieren durch:
go(B) := — <df,> (E) (EE[E,-n,E,+n]),
%oy () {mg, fb =%, (0) (dfy + gy () ;

g(E) :=-<df>(E) - Z <€n> B+ z <-ik, (mj, f)>(E)
j

j+n=l +k+v=1+1

n<1 v=1,j<1
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% () {my. £} =xn<h>(df1+j§=1g“j- 2 -k, (m,f).

jHk+v=1+1

v=1j<l

Ebenfalls mit g, wird eine beliebige CBO (R)-Funktion bezeichnet, die mit dem so definierten
g, in der Nihe von E, ibereinstimmt. g, i und fj sind durch Satz 2.1 definiert.

Fur N €N, erhalten wir mit einer Rechnung, in der Satz Al und Satz 2.1 verwendet

werden:

N
X () Y b (M, f(H)]
=0

N
=% ,(F) (df(H) + X h! g (H) (+)
1=0

+2n X 35 (X e — 1Ky My, £)) (x, hD)

1=0 jHk+v+u+A=1+1
v=1

u+A=1

N
“Xh X, (e df+ 2 g (x hD) + OB
1=0 jru+i=l1 k+n=j

u+i=1
Ausfuhrlich:

N
Xy (H) % ! [My. f(HD)]
1

=0
N
1
=13 n D 4 o (% D) [M;, Fy ] + 0(h)
1=0 j+k+u=1

N
1
=LY 28, ek, (mpf)) (x hD) + 0N
I=1  jtk+ut+v+i=l

v=1

=2 23, (e -ik, (M) (x, hD) + OBY
= jHk+u+v+r=l+1

v=1

B X 3, (e ik (m.f)) (x, hD) + 0(Y)
1=1 jHk+Hv+u+A=1+1
vzl u+i=1
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N-1 N-1

£ Wy {m, 0} + Y By () 2 ik, (my, £ (x, hD)
1=0

1=0 jrk+v=1+1
v=1j<l
N-1
=2 hly, () (df+ Y, g,)(x hD)
1=0 j+n=l

N-1

SR X%, (e ik, mf) (x. hD) + 0N
1=1 jHk+v+u+A=1+1

vz1u+i=1

Andererseits gilt:

N
% o (FD) (df(H) + 12 h/ g,(H))
=0

I
Mz

W X oy, (df+ X g,)(x hD)+0mN)
jru=l k+n=j

Il
o

I
M=z
=

Y 2y, (X o dfy + 2 g.,) (x, hD) + 0(hN+)
i - k+n=j
jru+Ai=1 J

._.
Il
o

I
M z

h'x , (h) (df; + .21 g,;) (x, hD)

j+n=

._.
Il
o

%
N
2R 2N, (g edf + 2 g )+ OmN),
k

1=0 =l +n=j
u+i=1
Damit ist (4) gezeigt.

Nun ist
N N N
[L 1D nim, f], Pl =Q L [X hi M, fH)] P-P L [ hI M, f(H)] Q.
ih =0 ih =0 ih =0
Wegen (4) haben wir
N
PLLY nlMm, fH)]
ih 120

N
=Py, (H) [, h' My, f(EHD)]
1=0
N

= P(df(H) + D h' g,(H)) + 0(hN*!)
1=0
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N
+P Y Y S, (e - ik £)) = D 5, (4 e df + S, )} (x, hD)

1=0 ...

Auch der dritte Term ist 0(h™*1), da die Symbole in der Energie delokalisiert sind. Genauer:
N

Dritter Term = Pxn/2 (H) - 2 h' { .. H

1=0
N
=P 2 h! Z X
1=0

p+C=1

n/2p (x,hD) { ... }§ + 0(hN+y

Nun ist aber fur a € S(1):

% y2p (% BD) T, (., @) (x, hD)

N
= EZO hE S (X /20 5501 0 @) (<. BD) + O(WN+)

=0hN*h) fur A+u=1,
-1
da der Trager von Xn/2p in h ([E,-n/2,E, + n/2]) liegt, wo 25 (X nw a)=0

fur A+u=1 ist

Damit haben wir nun:
N
P [Lh z h! M,, f(H)] Q = Pdf(H)Q + O(hN+1y |
-0

Behandelt man den zweiten Term des Kommutators analog, so folgt die Behauptung.

Bemerkung

Zusammen mit den Uberlegungen in Abschnitt 3 ergibt sich aus diesen Rechnungen: Fur ein
System von n Freiheitsgraden ist der klassische Grenzwert von tr PAPdP berechenbar, wenn

gilt:

(1) Die klassische Gleichung hat eine glatte Losung, d.h.: es gilt eine Korollar 4.4(2)
entsprechende Aussage, wobei der Mittelwert uiber die Energieschale mit dem Liouville-
Malf definiert ist,

(2) dist(E,, o(H\E, ) = ¢ h™ fir eine ganze Zahl M,

3) =

trPA — <a>.
trP h—0
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(1) impliziert dann namlich eine zu 4.1 analoge Aussage und diese wiederum:

1 _
dP = [E My, P] + O(hN-M),

woraus mit N >M-+1 folgt:

b1 PdPdP = % #trP {my,my} (x, D)+ 0O(h) .
T

itrP

(3) ist fur eine gewisse Klasse von nicht-integrablen Systemen erfullt [H-R-M, Th 1.3], und
auch (2) ist eine physikalisch vernuinftig Bedingung [B3].

Die auf integrable Systeme begrenzte Anwendbarkeit der bisherigen Uberlegungen ergibt sich

also allein aus der Tatsache, daf im allgemeinen ein glatte Losung der Gleichung

{sf} =",

also eine Hamiltonsch erzeugte klassisch-"adiabatische" Bewegung nicht existiert.
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5. Allgemeine Systeme

Wir betrachten eine "ausgeschmierte" 2-Form und zeigen, dal diese eine asymptotische
Entwicklung in h hat. Vergleiche dazu auch [S-T].
Dafur sind keine Annahmen uber den klassischen Flul oder die Existenz einer klassisch

adiabatischen Bewegung notig.

Sei E, € R" eine klassische Energie, E, <E, <E,.

Betrachte weiter %, € Cy (R) (i€{l,...,4}) mit suppy, | (E,E,), x;#1 auf [E, + &,
E, —¢] fur ein & >0.

Dann gilt

Satz 5.1
-1
Fir h gelte (H1), fur k €U, sei h ([E;,E,]) 1 R*" kompakt.
Fur x €U, sind dann die Koeffizienten von Xl(H)dxz(H)dX3(H)X4(H)(K) aus der

Spurklasse, fur j € N existieren 2-Formen 3 auf U, mit Koeffizienten in CSO (Rzn) SO,
daB fur NE€N,

N
o1
h" try, (H)dy, (H)dy,(H)y,(H) = Y, hi — f LAt 0(hN+1y
=1 (2m) R

Beweis

Nach [Hor, Lemma 19.3.2 und den vorhergehenden Bemerkungen] gilt:

h" lla(x, hD)Il,. < konst sup . IIp[]O‘DﬁaIILz(Rzn) ;
OL,BEN 0
lal+Bl=N

fura€ L', a(x, hD) aus der Spurklasse:

1
h" tra(x, hD) = - f a
2m)” Jgp

Sei x € CSO (R), supp x 1 (E|,E,),x# 1 auf supp ;.
Wegen [H-R, Prop 5.1] gilt
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h" liy(H)ll, = 0(1)
und fur ' € Cgo (Rzn), R, mit
AN

N
x(H) = hiyi(x, hD)+hN*! R,
: N
=0
gilt h" IR, e = 0CD).

Wegen Satz 2.1 und (A1) gibt es C8° (Rzn)-wertige 2-Formen a, mit

N

¥ (HD)dy, (H)dy;(H)y,,(H) = z hkak(x, hD) + hM+! Ry .
k=0

Wegen

X1 (H)dy, (H)dy 3 (H)x,(H)
= x(H)y, (H)dy,(H)dy;(H)y,(H)

sind die Koeffizienten aus der Spurklasse und
N N
= Y hixi(x, hD) Y, h¥a,(x, hD)
i=0 k=0
N
+ hN+! R, ) hka (x, hD) + x(H)Ry) .
k=0
Es gilt
N

h" IR, ];) hka, (x, hD) + y(H)Ry/I,, = 0(1) .

-1
Die Symbole der expliziten Terme haben Trager in h ((E,, E,)) sind also insbesondere in

S,

1+

2n

1 . .

7 z dp' ® dp' =: g).
i=1

Mit dem Weyl-Kalkil (Satz A1) folgt

N N
Y hiyi (x,hD) Y, h¥a (x, hD)

j=0 k=0
2N
=Y h' ) (y#a)(x, hD)
1=0  j+k=I
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2N+M 2N

Yon 2 S.0oda)xhD)+hM Y Y r (hxia)

1=0 j+k+v=1 1=0 j+k=1
2N+M 2N

= > hlyax, hD)+ MY hl Y 1, (h,a)
1=0 1=0  j+k=I

N
Y h'a(x, hD) + hN* R (h) .
1=0

Wegen [H-R, Prop 5.3] ist ry,,, (h,%/,a,) € S((1 + pH™, @), also gilt fur a €N (2)n :

sup,, I(1 + p)M*¥/2 pa ry(h, p)l < konst unabhingig von h. Damit ist ry,, , (h, %J, a,) in der

Spurklasse, sofern M grof3 genug gewahlt wird.
Damit ist auch Ry(h) uniformin h aus der Spurklasse, also

X1 (H)dy, (H)dy;(H)x, (H)

N
= Z h! a/(x, hD) + hN*1 0(1) in Spurnorm.
1=0
|
Bemerkung
. Wihlt man x, = ... =%, =X, so ist der fuhrende Term der Entwicklung
. X0 - {dx(h), dy(h)}
i 2n)" Jg 2 ’
. Fur ein festes h kann y so gewdhlt werden, dal die "ausgeschmierte" Form
gleich tr PdPdP ist.

Hélt man 7 fest und 1aBt h klein werden, so verliert tr x(H)dy(H)dyx(H) seine

geometrische Bedeutung, ist insbesondere im allgemeinen nicht mehr geschlossen,

nicht mehr ganzzahlig und héngt von der Wahl von 7 ab.

Allerdings besteht gewisses physikalisches Interesse an dieser Form.

Die formale Aussage in Satz 5.1 ist im Wesentlichen ein Spezialfall der Aussage von
Proposition 7-1 in [S-T]. Der Zugang dort unterscheidet sich von unserem in den
folgenden Punkten:

Die betrachteten Systeme sind durch elliptische Differential-Operatoren zweiter

Ordnung

auf einer kompakten Mannigfaltigkeit mit zusétzlichen Eichfeldern definiert.
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Der Funktionalkalkiil geht nicht von komplexen Potenzen der Hamiltonoperatoren aus,
sondern basiert auf einer Parametrixkonstruktion der Fundamentallosung der Wellen-
gleichung.

Die Parameterabhédngigkeit der betrachteten Systeme wird nicht streng behandelt.
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Anhang

Es werden einige, in den Kapiteln 1, 2 benotigte technische Hilfsmittel entwickelt.
Zunichst wird der semiklassische Parameter h in Hormanders Weyl-Kalkul [Hor]
eingebaut, dann die Differenzierbarkeit bezuglich auBleren Parametern untersucht. Wir
benutzen Begriffe aus [Hor].
Fur ein temperiertes Gewicht w (d.h.: es gibt C>0, NEN mit:

w(p) =C w(g) (1+Ip-¢®)~ (p,qER*") ) und a € S(w), p € sR") gilt:

a(x, hD) y(x) = (1 f f 09 a(%, hE) y(y)dy dE .
R" JR"

21)"

Definiere

ah (X’ E) = a(X, h?é)’

wp(x, &) = w(x, h§) (<x, E>ER™"),

2
g(@ =@ +h%EN@G Q) =g +h’e;  (q=<q.q>ER™).
Dann gilt
sup 2 05 F an(x. ) ‘ o} ot a‘
<x, E>ER wh(x, E) g (ex)q/z gh(eg)ﬁlz‘ w ‘ ,

also IIaIIW,a: lla, I und a, € S(wp,g,) .

Wh N gh , O
Wir wollen den Kalkul fur diese Klasse benutzen.
gg und h sind durch

2 1 2
¢0(p) = sup, (Ip; - Gx = Px * Gz /2n(@) =, p2 + Py

h%(p) := sup,(g,(@)/ g5 (@) = h? (P ER
gegeben.

Die Voraussetzungen fur Hormanders Kalkul sind mit in h uniformen Konstanten erfullt,

denn

(1) g, istkonstant also insbesondere o temperiert fur h € (0, «) ,
(2) Fur he(0,1] ist g, < gﬁ . W ist temperiert, demnach w, o©-g, temperiert mit den
Konstanten fur w und h € (0, 1].

Der Kalkil liefert den
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Satz Al

Seien w,w, temperierte Gewichte und a, € S(w,). Es gilt:
(1) Fuar he& (0, 1] ist die bilineare Abbildung

S(w) x s(R") = s(R")
<a, P> — a(x, hD)y
stetig;

(2) Fur he&e (0, 1] gibt es eine bilineare stetige Abbildung

#:  S(w;) x S(w,) = S(W, w,) mit
a, #a,(x,hD) =a, (x,hD)a,(x, hD);

(3) Fur NEN,h& (0, 1] ist die bilineare Abbildung ry mit

ry (a;,a,))(h, <x,&>)

1 1 k
= hiN [a] # az(h’ <X, §>) - 2 E [O(Dx’ D%a Dy, Dn)] a] (X’ E)az(y, 7])]
k<N ™
stetig von S(w,) x S(w,) nach S(w, w,). Die Konstanten sind uniform in h;

<x, §>= <y, N>

(4) Fur a€S(1) gibtes C>0,NEN so, dal fur he& (0, 1] gilt

lla(x, hDYWll 2 gny < C (sup llaly ) Ipll 2y (p € s(R)) .
lal=sN

Beweis

(1): Fuar h <1 liefert [Hor, Th. 18.5.10] die Aussage fur
S(Wy» gp) X s(R") — s(R"), <ap,P>—a, (x,D)y.

2), (3): Aus [Hor, Th. 18.5.4] und der Bemerkung nach Th. 18.5.10.

4): Aus [Hor, Th. 18.6.3] fur a, € S(1, g;).
|

Uber die Differenzierbarkeit des Kalkiills machen wir nun folgende Aussage:

Satz A2

Seien w,w' temperiert, U, eine offene Nullumgebung in R ge Cl(U,, S(w)),
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f € C1(U,, S(w"). Dann gilt:

ey

2)
3)
“4)
(&)

(6)

g()(x, hDyy € C'(U,, sR™M)(y € s(R™) und
d[g()(x, hD)y] = (dg)(-)(x, hD)y;

f-g€Cl(U,, S(ww"),d(f- g) =g~ df +f-dg;

f#g€Cl(U,, S(ww"), d(f # g) =df # g + f # dg;

ry (f, ) € C1(U,, S(ww "), sup,, lldry (f, @)l < const;

ww o
wenn Ig(k, p)/w(p)l >C (C>0 geeignet,x€U),pE Rzn),
dann 1/g € C1(U,, S(1/w)), d l/g = - 1/g? dg;
fur w=1 ist
G(-) € C'(Uy, BILA(R™Y), dG = (dg)(x, hD).

Beweis

Die Abbildungen in (1) - (4) sind mit (A1) Kompositionen von stetigen, (bi-) linearen mit

stetig differenzierbaren und als solche wieder stetig differenzierbar. Wir fuhren das fur (1)
und (2) aus.

(1):

2):

Fur §,yB N, gibtes N,MEN mit

lig(k +m)(x, D)y - g(1) ()P — dg(k)(M)(x, hD)plls
< konst (sup;, llg( +m) - g(x) - dg)MIL, ) (SuPIEI, <MWl C)
=om) (M —o).

Analog: suplylzllldg(K +N)(y)(x, hD)y - dg(x)(y)(x, hD)lpIIE)’ - o(l) (m—o0).
Fur o €N (2)n ist

lfgll = supg2n ID*(fg)/ww'l

ww ', a

=sup| D, Cqoq (D®fDUg)ww'

oL 1+00=0

<konst sup (ligll, o lfll, az)'

a1+0=a

Es gilt also die Produktregel:

I +m) gk +m) - £(k) g() - df)M) (k) — () dg)Mllyy, g
< {IILfGe +m) - fo<) - dfa) )]zl
+ lIf(c +m) (g0 +m) = g(c) = dgM)Il,,
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+lI(EGe +m) - £60) dg@OIl,, o
=o(m) M —o0).

Die Stetigkeit der Ableitung folgt analog.

(5): /gl =sup|w- DY (;jljnﬁ.g... Dfig

jslal Bi+...+pFo
p=1

< konst Z Z Ill/gIIj+1 0 ligll,, By ”g”w,ﬁ- <.

X 1/w, i
j=lal Bi+...pra

pz1
Dann folgt die Quotientenregel

/g(x +m) - 1/g(x) + 1/g%(x) - dg(K)(n)IIl/W’ o
< konst { sup  I1/g(x + n)lll/w’ oy Ill/g(K)Ill/W’ azllg(K) -g(k+m)+ dg(K)(n)IIW’

o +0+03=0
%3
+osup gl o N0 12 o g, o Ng(c) - gl +

ar+...+04=0

Wil ¥

=om)  M—o0).
Die Stetigkeit der Ableitung folgt aus der von 1/g% und (2).

(6): Folgt aus (1) und A1(4).
|

Die nun folgende Konstruktion fuhrt zu einer asymptotischen Entwicklung der Resolvente
und weiteren Funktionen von H in ¢yDOen. Sie wurde von [H-R], [Se] angegeben, wir

werden wieder die Differenzierbarkeit tiberpriifen.
Far n € N, seien b, : U, x C\[yy', =) x R*" — C rekursiv definert durch
b()(K7 z, p) = l/h(K7 p) -z,

. |
By, 1(, 7, P)= - by, 2, p) LZZ o [} o@,.D.:D,. D) hix, <x, &by (k. 2, <y.m>)
jeL=ks1 J-
L=<k
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an der Stelle p =<x,&>= <y, n>.

Wir mussen die Abhéngigkeit von z kontrollieren, dazu einige Bezeichnungen:

d(z) := Abstand (z, [yy', ©)), ©(z) =1 + % (z€C\lyy', @) .

Fur ein temperiertes Gewicht w, eine Familie {g a}aEN x von naturlichen Zahlen und eine

Funktion f: C\[yy', ®) = S(w) sei

i, 0, = SUP, (@)~ lif(2)Il,, o -

Mit S(w. {g,}) bezeichnen wir dann den durch {f, lliflll, o <® (aE N (2)n)} definierten
> 8ol

lokalkonvexen Raum. Es gilt:

Lemma A3
Gelte (H1) fur h.
(1) Fir zEC\[yy', %),k EN, ist
b, () € C' (U, S(1/h(0))) .

(2) Fuar N& N, gibtes 0y : (0, 1] x U(x,) x C\[yy', ) x R*"—C

mit dy(h, z) €C! (U, S(1)) fur z &€ C\[yy', ®) uniform in h und
N

(h(x) - 2)(x, hD) k;) h*b, (k, 2)(x, hD) = 1 + N1 8 (h, K, z)(x, hD) .

(3) Fur k&N, gibtes eine Familie {ga}aeN x in N, mit

by € C' (U, S(1/hg, {g,}),
61(6 C] (UO’ S(l’ {ga})) :

Beweis

(I): Fur s€[yy', ©),z€ C\[yy', ©) gilt
S z
S <142 =1(2).
Is—zl =i+ d(z) g2
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Wir haben dann ()2l = -z Y '/t(z).
ho h(x)

Die Behauptung folgt dann fur b, aus (A2)(5).
Gilt sie fur bj mit j<k dann mit (A2)(2) auch fur b, _,.

(2): Nach Konstruktion und wegen (A1)(2), (3):

N
(h - z)(x, hD) ) h¥ b, (x, hD)

k=0
N
=2 b Y L[i20(.)f (h-2)by Iy, (x, hD)
=0  j+L=k ¥’
N
+ DN Y r L (b)()(x, WD) = 1+ hNTES (h)(x, hD).
L=0

Die Differenzierbarkeit von 8y, ergibt sich aus (1) und (A2)(4).

(3):  Aus der Rechnung zu (A2)(5) ergibt sich

IIb,(x, 2)Il, Ihg. o < const T(z)**! uniform fur ¥ in einem Kompaktum.
2
Iby(K + 1, 2) = by(x, z) + by(x, z) dh(K)”l/hO, o= ©(2)**! o(m) (M — o)
mit o uniformin z.
Wie in A2(2) zeigt man

FESW, {g.)), 2 ESW, {g,}) = fg ES(w, {g.}).
Fur differenzierbare f,g gilt  die Produktregel. Induktiv folgt nun die Behauptung fur

alle b,.
N-1 N-1
dn= 2, Tni(h-2b) =Y 1y (h b). Die polynomielle Beschrinkheit in
i=0 i=0
ergibt sich aus der Bilinearitat ry: S(hy) x S(1/hy) — S(1) und den Eigenschaften der
bk-
|
Bemerkung
N
(1) Die Konstruktion einer Linksparametrix Z hk bi(ks (x, hD) geht analog; in der
k=0

Definition sind h —z und b, zu vertauschen. Es gilt allerdings
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2)

N N
Y hkb** (x, hD)(h - z)(x, hD) Y h¥b, (x, hD)
k=0 k=0

N
=Y hkb(x, hD)(1 + hN*1 5 | (x, hD))

u=0
N
= (1+hV188 (x,hD)) Y hkb, (x, hD)
k=0

also

N
Y Bk (b - b )(x, hD) = 0(N*) (h — o)
k=0

im Sinne beschrankter Operatoren auf L2(R™Y).

Mit der Poissonklammer
{a,b}:=d.a aEb - GEa axb ist b1 =1/(z-h)-{h,1/h-2z}=0.

Wir kommen nun zu der Differenzierbarkeit des Funktionalkalkiils; dabei machen wir wieder
von Ideen von [H-R] Gebrauch.

Zunichst wird die Differenzierbarkeit und asymptotische Entwickelbarkeit von H™® gezeigt.
Erfulle h die Hypothese (H1). Fur 6 € (0, n/2) seien

Ke, (=t e (te [yy /2, »)), Ke’ () =yy /2 el (tE[-1, 1])

und die Kurve Ke definiert durch: Ke = - Ke, = Ke, , + Kg’ |-

Dann ist fur Res >0

N
H ™ (0 = 27t

j 775 (H(x) - )" dz.
Ko

Das Integral ist als uneigentliches Riemann—Integral im uniformen Sinn erklart, die Gleich-

heit sieht man fur die Erwartungswerte mit den Satzen von Cauchy und Fubini ein.

Wir muissen die s-Abhéngigkeit kontollieren, dazu einige Bezeichnungen. Sei p reell,

f:p+iR x R*" - C mit f(s) €S(1) fur s € p + iR.Fur eine Familie naturlicher Zahlen
{ga}(XEN 3" Sel

IIIfIIIp7 w. g = SUPsepriR (1 + Imsl)~8a IIf(s)IIW7 o
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Mit Sp(w, {g,}) bezeichnen wir den durch {f, IIflll <o (aeN 3“)} definierten

P, W, &g

lokalkonvexen Raum, fur g €N, mit B 0. ¢ den durch
{f:p+iR — B(L2); sup, (1 + lmsl)2IIf(s)ll < o}

definierten normierten Raum.

Mit den bj, Ry aus (A3), Satz 1.1 definieren wir

— _ 1 -S
dj(K, S, p) == by J z bj(K, z,p) dz,
|
. _ -s
Ty(h, K, s) := i J 28Ry (h, x, z) dz

und haben dann

Lemma A4
Sei p>2, gelte (H1) fur h. Dann gilt:
(1) Esgibtein gE€N, so,dal
k—=H & ec! (UO,Bp’ g);

(2) Fur j,NEN, gibtes {ga}aeN n & in N, mit
K — dJ (K7 : ) E Cl (UO’ Sp(l’ {ga})7

K = Ty (k,-) EC! (Up,B,, ) uniformin h

und
N
H™(k) =), hi D, (k, s) + BN T (h, k., 5) .
i=0
Bewelis

Fir 8 € (0,7/2),p ERY, LLMEN,, M-p<-1 gilt fir s €p +iR

1

sin®

L).

—s M 'Z')L OlIm s|
fKe lz=5 z (d(z) | dz < konst; e (0 +

Dies folgt aus d(z) = Imzl auf K, | und d(z) > konst auf K, , .
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/1 fms| < 1

Mit der Wahl von OS :\ ) I -
1/Ims Ims|>

gilt insbesondere

L
775 M ('Z') | dz < konst_ (1 + IIm sl)"
Ko, d(z) p

(1): Nach Satz 1.1ist (H(-) —z)™' differenzierbar und
d(H - 2z)"! = 1/22 (H™! = 1/2)~'dH-!(H~! - 1/2)~!. Es gilt die Abschitzung

_ _ . -1
I = 1/2) 11 = (infe g0 117 - 1/2])
o

—Z

= |zl sup;

< const Izl (1 +-2-) = const Izl ©(2).
d2)

Damit haben wir dann
I(Hx +m) - 2)"" = (Hx) - 2)""lI
= L IH  + 1) - 1V2) ! = (H ) = 1/2) 7
< # I(H1 (¢ + 1) = 1/z)™' 1 IH1 (e +m) = HoLGo)|| I(H 1) - 1/2) 711
=o(1) (W2)),
I(Hx + 1) - 2)"" = (HK) - 2)"" = d(H - 2)~1(x)nl
< # = (H-1Gc + 1) = 1/2)"" + (H1() = 1/2)”"

+ (H (¢ +m) - 1/z)”" dH16)m (H1(x) - 1/2) 7'
+ L H ) = 1) ) - 1))

- IdH- (o)m Il II(H1 () = 1/2)7 111
=o() (1(2))” + Izl (),

Id(H - 2)~(k +n) - d(H - 2)"'(x)||
< I e+ ) - 12) = (H00) - 12) 1) dH e+ )

(H'(x +m) - 1/2)71I
+ # (H-1(x) - 1/z)"" (dH 1(x + m) - dH"1(x)) (H~1(x) - 1/2)" "1l

+ # (H'(x) - 1/2)" dH '(x +m) (H'(x +m) - 1/2)”

— (H™ ') - 1/2)" )l
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= o(1), -, (12(w@)’ + (2))* + 12l (x(2))*) .

In der Darstellung von H™® ist die Wahl von 0 € (0, t/2) beliebig, wir konnen die
Abschétzung fur die Wahl von 6, benutzen und erhalten fur p >?2

IH-S0¢ +1) = H750) + 5 - f 2z d(H - )7 (k) dzl

=o(1), ., (I +Im s)3,
IIdH=3(ic + 1) = dHS(x)||
=0o(1) (1 + Imsl)3.

n—o

(2): Die Aussage fur die dj folgt analog mit (A3)(3) und h, = y.
Ty (x,s) = zjmf zS(H-2)"! On(K,8)(x,hD)dz mit 6y wiein (A3).Die Aussage

folgt mit A3(3) und (1).
|

Bemerkung

Die Einschrankung p > 2 ergibt sich aus der Verwendung von
H-2'=-1/z-1z22MH"'-1/z"" 220

fur die Abschitzung der Norm von d(H —z)~!.
Fur die expliziten Terme kommt man mit p > 0 aus, wie man sich mit dem Beweis von

A3(3) klarmacht.
Far H>0, f€S, mit r<0 giltfur p €(0, Irl) die Darstellung

f(c, H) = — i I Mf(s) H-S ds
p+iR

als uneigentliches Riemann-Integral im schwachen Sinn. Dabei bezeichnet M die Mellin-
transformation
MI(s) ::f ES-' f(E)dE (s€p+iR).
0

Fur den Beweis von Satz 2.1 mussen wir noch das Verhalten der Mellintransformierten und
ihrer Ableitung fur f & C! (Uy,S,) entlang Parallelen zur imaginéren Achse kontrollieren.

Lemma A5
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Ist r<0, fEC!Y(U,,S), 0<p<lt,sogiltfirk ENj:

SUP iR I(1 + Im sh* Mf(x, s)l < o ,

[e¢]

sup (1 + Im sh* (Mf(k +m, ) - Mf(x, s) - f Es-! df(x, Ey dE)l = oMy s

0

Beweis

Fuar j,k €N, , j<k gibtes Zahlen Cjk mit
k
KBSl = (9, KBl = ) C B R Es1
j=1
Damit fur s € p +iR und Zahlen d,_ .

(1 + IlIm sh¥ IMf(x, s)I < konst Isk Mf(x, s)I

[ee]

k .
<konst ), Cy | | E' Y diy ORE) O flx, E) dE

j:l i+m=j

<konst D, Y, Cy d N, )l f EP-! Bi-l EFM dE < oo,

j i+m=j a>0

Genauso:

[ee]

(1 + IIm sh* IMf(xc +m, s) = Mf(x, s) — j Es-1 df(x, E)n dEI
0

< z konstijm lIf(x +n) - f(x) - df(K)n”(m)f Ee-™-1 4R

J, i+m=j >0

=0(M)y o -
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n

d

a(x, hD), A
B(L*(R"))
Cl(U,, F)

C, (R"

LPR™
S

S(w)
s(R")

o(H) (p(H))

I
(RN
w,g,a

I - 10

< >

{f, g}

trA
(% ... %)

Glossar

Raumdimension

Anzahl der Parameter

p.-4

beschrinkte Operatoren in L2(R")

stetig differenzierbare Funktionen von U in
einen Fréchetraum F

Menge der beliebig oft stetig partiell diffe

renzierbaren Funktionen mit kompaktem Trager
Lebesgue-Raum fur p =1

p. 13

p- 4, auch [Hor, Ch. XVIII]
Schwartzraum

offene Nullumgebung in RY

p. 8

Menge der natuirlichen Zahlen

N U {0}

n Torus

Spektrum (Resolventenmenge) eines
abgeschlossenen Operators

Normin L2 oder B(L?)
Halbnorm in s

Halbnorm in S(w, g)

Halbnorm in S.

Mittelwert, p. 16

Skalarprodukt in L2
n

Poissonklammer 2 d.if 8§ig - agif 0.ig
i=1

Spur des Operators A in L2

Kommentar
Einschrankung einer Funktion f auf die Menge K
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