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0.1 Introduction

0.1.1 Résumé

On a considéré la propagation des ondes de Schrodinger, régie par 1’équation
différentielle &g—y) = —iHY(t), H opérateur auto-adjoint dit Hamiltonien.
Nous avons étudié le temps de vie 7 d'un état perturbé, 7 traduisant la
stabilité du systeme, et montré qu’il diverge quadratiquement dans la per-
turbation. En plus de cet objectif, nous avons déterminé de fagon explicite,
dans le développement de 7,,en puissance de 5 (3 ", n € Z), le coefficient
du terme en é ainsi que le terme d’erreur indépendant de [3.

Dans tout notre sujet, nous avons pu remarquer qu’aucune hypothese sur
I’analyticité des fonctions intervenant n’a été faite, ce qui a rendu impossible
I’emploi des méthodes d’analyse complexe, telles que la théorie des résidus.

0.1.2 Abstract

We considered the propagation of Schrodinger waves, defined by the differ-
ential equation ‘%g—gt) = —iH(t), where H is a self-adjoint operator called
Hamiltonian.

We studied the sejorn time of a stable state under perturbation and proved
that it diverges quadratically in the perturbation.

Moreover we obtained the coefficient of the quadratic term in the develop-
ment of 7, and the error term.

We noted that we didn’t use complex analysis methods, such as the theory
of residus, to obtain all these results because of a lack of assumption about
functions’ analyticity.



0.1.3 Position du probleme

Soit I’équation de Schrodinger:

oY(t)
——= = —iHy(t 1
4 o(t ()
ou (t) caractérise I’évolution au cours du temps d’un systéme quantique et
H est un opérateur auto-adjoint de domaine D(H) C H — H,H espace de

hilbert. La solution générale de cette équation différentielle est de la forme

b(t) = e "(0),(0) = vo € D(H).

On va s’intéresser au "temps de vie” 7y, associé¢ a la valeur 1, défini par
Tyo = 22| < abo, ¥(t) > |*dt pour une perturbation H d'un systéme stable

Hy. Dans notre étude, on prendra H=C®L*(R), Hy= ( E(])o g ) et Yp=(1,0)

vecteur propre associé a la valeur propre Ey. Hy a pour domaine

D(Ho) = {¢ dans C' & L*(R)/ |25 (x¢(x))*da}.

Dans le cas du systeme stable, on peut remarquer que le temps de vie

Ty = 72 |< (1,0), (e7E0 0) > [2dt = [T° |e""F0|2dt = +o0 car Ej est réelle.

Maintenant, on va perturber 'opérateur Hy de fagon a obtenir un nouvel

opérateur H défini par H = Hy+ 3V = Hy + 3 ( ’¢O> <0¢| ) ou 3 est un

parametre réel petit > 0, ¢ € L*(R) et D(H) = D(H,).
Ainsi H = ( 5|Eg)b0> s <x 9l > c’est a dire que

U1 Eoy + 8 < ¢(x), ¥2(x) >
H () =

() B1¢(x) + o ()

C’est ce nouvel opérateur qui nous servira de modele tout au long de I’étude.
Notre but sera de montrer que le temps de vie 7, pour H diverge quadra-
tiquement en 3 quand 3 — 0.



Part 1

Théorie Spectrale appliquée
a notre étude



Chapter 1

Notions et Outils sur la Théorie Spectrale

On s’intéresse ici a la solution 1 (t) de I’équation de Schrédinger dans le cas
ou la perturbation est nulle, ie =0 et on va étudier la quantité < v, ¥ (t) >.

1.1 Résolvante et Spectre

Soit I’équation de Schrodinger:

op(t)
= = —iH() (1.1)

ol H est un opérateur auto-adjoint avec D(H) C H — H et 1(t) € H.

Pour commencer, on va prendre le cas de la dimension finie pour se faire
une idée du probleme.

1.1.1 Premiere Approche

Dans le cas de la dimension 1, on prend l’espace de Hilbert H = C ,
Iopérateur H = a (homothétie) alors 'équation (1.1) s’écrit o' (t) = —ia(t)
de solution ¥ t) = tpe ™.



a b

b d )

H est symétrique donc diagonalisable en base orthonormale (¢1,1).0n a
donc Hiyy = Eii1 et Hyy = FEx)y, ou E; et Ey sont les valeurs propres
réelles associées aux vecteurs propres correspondants.

On a ¥(t) = e )y et si on décompose 1y dans la base B des v, on obtient
o = SIET i avec i =< 1)y, 1; > composante de 1) sur le i-éme vecteur de
la base B des vecteurs propres.On a alors Hiy = Y022 p Hipy = S =1 0 By
et () = SI=F e Et,.

Dans le cas de la dimension 2, on prend H = C? et H=

Calculons < 1)y, ¥(t) >=< by, e ehy >
=< W, € BNy > 4 < g, ey S [P 4 [yg e
car< 9,1y >=0 et [;]* = 1.

A 2
Et donc | < ¢, ¢(t) > 2 = [[ug] e + ug e |
= ([vg[?cos(Ent) + [¥5|*cos(Eat))? + ([vhg [P sin(Ert) + |45 ]*sin(Eat))?
= g + [W3]" + 2108° [3]7 (cos( Eat)cos(Eat) + sin(Ext)sin(Ext))

14 214 12)12|2
= Yol + [¥5] + 2wy [¢5| cos((Er — En)t).
4 4 2| 1912

Done | < o, (1) > [* = [0g|" + [W3]" + 2[u5" [W3[ cos((Er — E)t). (1.2)
On va essayer de généraliser cette notion au cas de la dimension infinie grace
a la théorie spectrale et on verra alors que le spectre est plus complexe et

n’est plus réduit a ’ensemble de ses valeurs propres, comme c’est le cas en
dimension finie.

1.1.2 Définitions

Soit H un opérateur auto-adjoint (H symétrique et D(H) = D(H*) ou
D(H*)={f/ < f,Hu><c¢f||u|]| Yu € D(H)}) de domaine D(H)
dense C ‘H — H espace de hilbert.



On appelle résolvante de H au point z et on note R(z) la quantité (H-z)™!.

On appelle ensemble de la résolvante et on note p(H), 'ensemble
{z € C/ l'opérateur (H-z)~! existe et est borné dans H}.

On appelle spectre de H et on note o(H ) I'ensemble complémentaire de p(H),
i-e C\p(H).

1.2 Mesure Spectrale

1.2.1 Théoreme d’Existence de la solution

Enoncé:
Soit H espace de Hilbert, H un opérateur auto-adjoint tel que D(H)
denseC ‘H — H. Alors pour tout ¢y € D(H), 3! solution de I’équation

o)
= = —iH() (1.2)

avec la condition initiale ¥(0) = 1.

De plus cette solution ¥(t) € D(H) et (t) = e *Ha)y.

La preuve de ce théoréme (qu’on a admis) repose sur la construction d’'une
mesure dite mesure spectrale.

1.2.2 Construction d’une mesure spectrale

Motivé par les considérations en dimension finie, on construit une mesure
dE, a valeurs dans les projecteurs orthogonaux (P projecteur orthogonal si
P? =P et P = P*), telle que H=/, 5,z A dE,.

Pour ceci, on consideére 'application A\ — E) (projecteur) croissante avec
"sauts” sur le spectre c’est-a dire que V¢ € H, A € R — < ¢, E\tp >€ R



est croissante et on a < ¥, F 1) >— 0 quand A — —oo (car Ey, — 0 quand
A — —o0) et < ¢, E\xtp >— 400 quand A — 400 ( car Ey — Id quand
A — 4+00), ou <, > est le produit scalaire sur 'espace de Hilbert H.

On peut montrer que < v, E\1 > est tel que 3 une mesure d < ¥, E\i) >,
mesure spectrale associée a 1, telle que < ¥, Exy >= fl\oo d <, B\ >.

On définit de maniere analogue, pour une fonction g: R— Ret Vi € D(g(H))
Popérateur g(H)= [,z g(A\)dEx, ot D(g(H)) = {¢/|lg(h)¢|* < +o0}.

Il en résulte g(H)y = [,y 9(A)dEND

et <, g(H)Y >= [,y 9(A) d <, Extp >,

en particulier < 1, e ) >= Jom e” M0 < 1), Exip >

v € D(g(H)) = {v/llg(h)¢* < +oo} avec [lg(h)¢||* =< g(H)i, g(H)ib >
=<, g(H)* >= [ g(\)*d <, Exip >

Pour mieux se fixer les idées, étudions des exemples d’application
en dimension infinie.

1.2.3 Exemples d’Application et Vocabulaire

Opérateur H =z

On se propose d’étudier un cas simple en dimension infinie avec H = L?*(R) et
H =z, ie que (HvY)(t) = t1(t) pour tout t € R et pour tout ¢ € D(H).
On a D(H) = {¢ € L*(R)/ [z |z (z)*dz < +00}.

1) Déja par définition p(H) = {z € C/(H — 2)~! existe et est borné dans
L*(R)}. Montrons par double inclusion que p(H) = C'\R.

Soit z € p(H) et ¢ telle que ¢p(z) = ((H — 2)"1)(x) = (ﬁ@) alors
peH=Jx |(lﬁ(_wz)) |2d:v < 400 = I'm(z) # 0 (il suffit de prendre

?ﬂ(iﬁ'):{ 1 si Re(z)—1<z<Re(z)+1

0 sinon )-
Réciproquement, soit z € C tel que Im(z) # 0.

- 2 z) 2 z)|?
Alors V@Z) S LQ(R)a H(H - Z) 1¢|| = fR ’(1/;(,2)| dx = fR (:U—Re(lzlf)gj-‘(]m(z)f dx

_ 2 €T 2 2 2
— [|(H = 2)"II” < Jp gihde < (72)" 10

Donc Vo € L*(R), |[|[(H — 2)7Y| < |#(Z)], ce qui par définition signifie que

7



l'opérateur (H — 2)~! est borné. Donc p(H) = C\R et 0(H) = R.

2) Remarquons que H n’a pas de valeurs propres. En effet, par I'absurde,
supposons que E soit valeur propre de H alors on aurait Eiyp = Hy = xv
(égalité presque partout dans L?(R)), ce qui = (z—E)¢ = 0 ppt dans L2,
ce qui = (x) = Oppt x# E d’ou une contradiction car v vecteur propre
associé a la valeur propre E donc ¢ # 0.

3) Connaissant o(H), il est facile de trouver la mesure spectrale associée
a H: d’une part < ¢, z¢p >= fU(H):R Ad < Y, E\yp >d’apres la définition
spectrale et d’autre part par la définition du produit scalaire dans L2,

<, 2P >= [p_,m) 2] (z)*dz donc en identifiant on a 1'égalité

< 1, Extp >= [¢p(N)|*d\. Comme ¢ € L*(R), on a ¢* € L'(R) et la mesure
d < 1, B\ > est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue.

Opérateur H,
1) On étudie le cas de perturbation nulle sur le modele qu’on a choisi.

On prend donc H=C &L*(R) et Hy= Eo

0 avec By € R.

0 -z
Donc o(Hg) = EyU R = R. On dit alors que ”la valeur propre Ey est plongée
dans le spectre absolument continu”.

1
Alors la résolvante R(z)=(Hy — 2I)™! = < EBo~z i >

2) Mesure Spectrale associée

Sur H = C @ L*(R), on définit le produit scalaire suivant,

avec ¢ = (g1, 92(2)), << ¢, >>= 11 + [ da()a(2)d.

D’une part, <<y ,Hoyp >>= fU(HO) Ad <, Extp >= [pAd <, Exyp >,
d’autre part <<w,Hoyp >>= U1(Hot),(z) + [ a(z)(Hoth)o(z)dx
= Eoth1t1 + [ ¥a(@)ais(x)de = Eoltn|* + [ xfiha(x)| dz.

Donc d<t), Extp >= [th[*dp, (A) + [12(A)PdA.



Spectres absolument continu et purement ponctuel

Définitions: Soit un opérateur H auto-adjoint sur H, hilbert

1) Si VY € H, la mesure d<, F\1 > est absolument continue (par rap-
port a la mesure le Lebesgue), on dit que le spectre de H est absolument
continu.

2) Si o(H)={valeurs propres}, on dit que le spectre de H est purement
ponctuel.

3) Remarque: dans le cas de Hy, on peut dire que le spectre est mixte
car ni purement ponctuel, ni absolument continu.



Chapter 2

Application au calcul de 7y,

2.1 Introduction et Exemples

On rappelle la définition de 7, associé au vecteur propre 1), défini par
Tyo = ST < tho, ¥0(t) > |2dt avec by = (1,0) et 1b(t) solution de I'équation

6‘1(!;?) = —iHy(t) avec ¥ (0) = 1.

On va étudier deux exemples rapides, I'un en dimension finie, I'autre en
dimension infinie.

b d

On reprend l'exemple en dimension 2 que l'on a vu dans la partie 1.1.1
Premiere Approche.

4 4 2 192
On avualors que | < g, (1) > |[* = |vg|" + 103" +2[0§ " (V3] cos((Er— Ey)t).
(1.2)

2.1.1 dimension finie : H = R? et H:( a b )

C’est une fonction périodique donc le temps de vie est co.

10



2.1.2 dimension infinie : H= L*(R) et H =z

On va montrer que Yy € L*(R), alors 7, <+00.

En effet, 7, = [T2°| < 9o, %(t) > \th:ffgf [ woz:zc)e_mwo(x)dxfdt.
00 —itx 2
Done 7y, = 137 | [z ™" |wo(x)|*da| dt.

Posons g(x) = |iho(z)|2.Alors [ e |1po(x)[*dz = V27 §(t) par définition.
Donc 7y, = 27 [2°|g(1)[*dt = 21 [T |g(x)[*dx d’apres Végalité de Parseval-

Bessel et 7, = 27 [12° [h(z)[*dx < 00 Yooy € L*(R).

2.2 Expression de 7 en fonction de la partie
imaginaire de la Résolvante

On supposera a partir de maintenant que < vy, ¥ (t) >€ L*(R).

On veut montrer dans cette partie la formule suivante:

2
ryy = [ | Im < o, R(E +ie)y > [*dE

(2.1)
pour H opérateur auto-adjoint quelconque.
On va procéder en deux étapes: tout d’abord, on montrera que

Tpo = 2 lime_g [ [Tm < 1o, R(E + i€)ihy > ’dE, puis on s’efforcera
de justifier I'interversion limite-intégrale.

11



2.2.1 7y = 2limeg Jg [Im < Yo, R(E + ie)hy > |*dE

Par définition, 7y, = [5 | < v, () > [*dt=/4 | < v, e ™Hpy > [*dt = [ lim,_q |g(t)|*dt
en posant g(t) = e~ < g, e M)y > .

Or Vt € R, |g(t)|* < | < o, e ™ apy > * car e~eltl < 1.

Donc |ge(t)]? < ||1ho||* < 400 ¥Vt € R car ¢y € L? ( on a obtenu une majora-

tion de la fonction g (t) indépendante de ¢).

Donc d’aprés le théoreme de convergence dominée de Lebesgue, 7y, = lim,_g [5 |g(t)|*dt.
D’apres Iégalité de Parseval-Bessel, 74, = lim,_o [z |gc(E)|*dE,

avec .(F) = \/% [Pty (t)dt = \/% [ ePte=elil < o e~y > dt
= e 577 < o, e By > e [0 < by, e B, > it

m Jo o Uy € OF79d < 4y, Extho >)dt +
N 2oy €M OTETVd < 4y, Extbg >)dt

= \/127 Sty (Jo° €7 AF=19dt)d < 4y, Extho > +
\/2? fU(H)(f_ et O—EH ) d < 1)y, Extg > d’apres le théoreme de Fubini

e—it(A—E—ie) ]+OO

_ 1
- ﬁfa(H)([—z‘(A—E—ie) 0

7'Lt()\ E+7,6) ]

+ [ S mri0)e) d < W, Extho >

=752 Jotn) (Gmi=ig — oo )4 < Yo, Extbo >

car |e"*A=F=i9)|=|e=|— 0 quand t — +o0.
1 _ 2ie 1 _ €
Or (A— E i€) A—E+ie) — (A—E)2+4¢2 et IIn((,\ E—ie)) T (A—E)24e2

donc g.(F) = ﬁ Jomy 21 Im(Tﬂ)d < g, Exthg >

= \/g<¢o, I (=g %0 > -

12



Conclusion
Ty = lim,_.q fR |g€(E)’2dE = %limeHo fR| < g, Im (R(E+Z€))1/JO > |2dE (22)

ot R(z) = (H — zId)™*

2.2.2 Interversion lim._,, et intégrale

Dans cette partie, on suppose que t—< v, e~ ohy >=< 1), 1 (t) >€L?(R)

1) Alors g (t) = e~ < ¢y, e *H1py >€ L*(R)

En effet ||g.||2 = [5 e~ < vy, e Hepy > |2dt (cf2.2.1)
= fR e—2€|t| ‘ < ¢0’e—itHwo > ’2dt
< Jp| < o, 0(t) > [2dt (car e 2 < 1Vt € R)

< +o0 par hypothese donc g € L*(R).

2) lim, g g.(t) =< 1o, (t) > dans L*(R)

preuve: [lge— < o,% > |15 = [ [ge(t)— < o, ¥(t) > |* dt
= Jrlem M = 1P| < 4o, 0(t) > |*dt

On applique le théoréeme de convergence dominée

e g. € L*(R) d’apres ci-dessus

e Vtc R, |e — 1| — 0 quand ¢ — 0

13



o Vt € R e = 1P| <o, 9(t) > |2 <4 | <, ¥(t) > |* (on a bien
une majoration indépendante de € par une fonction de L?(R))

e Donc lim._ ||ge— < %o, ¥(t) > ||§:

3) Soit F la transformée de Fourier

F:L? — L?, F est continue ( d’apres Parseval-Bessel).

Donc pour g.(t) = e~ < 4y, e7*H1py >€ L?(R), on a par continuité
lim, o F(g.(£)) = F(lim, o g(t)) = F(< o, 0(t) >)dans L(R),

soit || F(ge) — F(< o, ¥(t) >)||3 — 0 quand € — 0.

Or F(g.(E \/> < 1o, Im(5 EHE Vg >= \/71m (< o, R(E + i€)g >).
Donc si lim._oIm(< g, R(E + i€)y >) existe, presque pour tout E dans
L?(R), on aura le résultat voulu.

preuve: d’apres la deuxieme inégalité triangulaire, on a

I (gl = IF (< o, v )5 < [1F(96) = F(< o, ¥ >)][5—e—00

Done lim, ol F(go) I3 = (< o, ¥ >)2 = || im0 F(g:) 3, soit

%hme_,o fR |Im(< @ZJ(), R(E + iE)’QZ)O >>|2dE
= %fR lim, ¢ [Im(< 9o, R(E + i€)y >)|*dE (2.3)
En combinant les relations (2.2) et (2.3), on a prouvé la formule (2.1) qui
va nous étre indispensable pour établir I'expression de 7, sur laquelle on

étudiera le comportement asymptotique dans notre modele perturbé .

14



On remarque que dans 7y, intervient la résolvante au point £ + ze.

On aura donc besoin d’inverser (H — zId) avec H = By (<9l .
Blo>

C’est ce que nous allons aborder tout de suite, en étudiant la méthode de
Feshbach qui permet d’inverser des "matrices” d’ opérateurs.

2.3 Méthode de Feshbach

Cette méthode permet d’inverser une ”matrice” 2x2 dont les éléments ne
sont pas commutatifs. Voici le résultat de cette méthode. En supposant que
les composantes d et f sont inversibles, on a:

1
a b -1 —f~tbd! . _

< ¢ d) - ( —dflcfl ! +§1cf1bd1 ) o f=a—bdlc
CI)I = CL\I/1 + b‘l’g (I)l = allll + b\IJQ
$y = ¥y + d\DQ Uy = d_l((bz — 6\111) '
Dol U, = dil(q)g — C\Ifl) U, = dil(q)g — C\Ill)

(I)l = Clqjl + bd_l(q)g — C\I’l) (I)l = f\pl + bd_lq)g
Dol Uy = dil(ég — C\Ill) U, = fﬁl(I)l — fﬁlbdilég

Uy = 710y — [ Dy | Wy = —def 10y + (A d e hd ),

Preuve: il s’agit d’inverser le systeme suivant: {

Pour 'expression de 74, qu’il nous faudra établir , on a vu d’apres (2.1)
que R(E + i€) intervenait. Avec la méthode de Feshbach, on va pouvoir
expliciter cette résolvante.

On rappelle que H = < B‘E(;O> g j} 9l )

-1
Donc R(z) = (H — zId)™" = ( %Olaﬁ_; ﬁaf_f’ ) :

15



Dans (2.1), on a une quantité du type < ), R(2)1o > qui apparait avec
1o = (1,0), ce qui nous donne

< o, R(2)tho >= (R(2))11 = f(2)7" avec f(2) = a(z) — (bd~"¢)(2),

a(z) = Ey—2,b(2) =B < ¢|,c(z) =Bl > et d(z) =x — z.

Donc 1
f(z):EO—Z—ﬁ2<¢,E¢>
1
< R >=
Vo, (2o >= o Lo>
2 . ) 2
roo == [ lim|Im < o, RE + e}y > B
2 1 ’
Tyo = — [ lim [Im( )| dE (2.4).

7™ JR =0 EO—(E+Z€)_ﬁ2<¢’m¢>

Arrivé a ce stade, on a donc besoin de connaitre

y 1
ey
2.4 limHOx_(éHE) = %(ﬁ) +1imop

Le but de cette partie est de prouver la formule

lim

SV (———) +i 2.
6—’0.17—<E+i€) ‘/;J(x_E)—i_ZW(SE ( 5)

On a
1  (z—-FE) , €

r — (E +ie) (x—E)2+62—H(x—E)2+e2

16



donc on va séparer partie réelle et partie imaginaire pour prouver (2.5).

e Commengons par lim,_o Re( = lim, . ( (z—E)

1
x—(E—i—ie)) z—E)2+€2

fimy Re(gc_(éwﬂ@ = liy | MWW

On va montrer le résultat pour E=0 (on pourra se ramener au cas
général par changement de variable) et on va prouver que

lim [ 7 g(x)de = Vy(L)(9)

e—0Jr 12 + €2 x

On rappelle que

11m/x]x|>e (2)da

e—0
D’une part

lim — =
e—0 1'2 + 62

x  J 0st 2=0
%sz’ x#0
D’autre part

lim

X(|x|>e)_{ 0st =0

e—0 x isi x #0
De plus
D:/ X<|w|>€)qb(x)dx—/ * o(z)dz
R 22 + €2
|x| > €) x
D= / e Yo (z)dx
+oo |x] > €) x \x| > €) x
p- | - z)d / d
0 ( x 1:2—|—62 Jdo + x2+e2>¢(x) ‘
Par changement de variable © = —x dans la seconde intégrale, on
obtient

o242 x

17



Or lin&x(]a:|>e)— =0V xet|x(z| >¢€) — | <2V

z2 + €2 x24e2'
et lim M = 2¢/(0)
z—0 x
De plus dés que ¢ € L' N CY, on a w c L.
En effet
+o00 — — +1 — —
e P T L C W I C
—00 x R\[-1,1] x
oo o) — o(—x
Jg =i </|f/ Dy | dz + 2],
<2(|¢'lloo
< 4[¢lloc +2[¢lI1
<+ooV¢ € L'NCY
Le théoreme de convergence dominée s’applique et
x X |a:| > €) 1
ling [ g (a)de = liny | Bla)dr = V()(6)

Dans le cas général, on aura

z—F 1
li _ de =V,(—— 2.6
iy [, et = R0 (26
e Maintenant pour lim,_,q [ m(m) = lim._. m

lim€_>0 ]m(m_(El+zE))(¢) = hme_@ fR mgb(m)d:ﬂ = hme_@ % fR (E%Iﬁgb(l’)dl‘

On reconnait, a un coefficient 7 pres, un produit de convolution de ¢
avec un noyau régularisant j. .

18



(Je * @)(E) = Jpje(E — x)p(x)dx

Donc lim,_ Im(m)(qb) = mlime_o(jex¢)(F)

Les relations (2.6) et (2.7)=lim,_,o ﬁﬂg)

ou j<X>:7r(x21+l)
Jri(@)de = L[Arctan(z)|*2 = 2(5 — (-%)) =1

= mo(E) (2.7)

=Vo(;2g)+imdp  (2.5)

2.5 Expression de 7y, en fonction de (3

En regroupant tous les résultats de cette partie, on arrive a une expres-

sion de 7y, en fonction de (.

Ty =I5 | < o, 0(t) > [dt
T = 2 [plime_o |Im < o, R(E + i€)ihy > |*dE

1

Eo—(E+i€)—f*<¢, =gy ¢>)

*dE

Tw():% fR lime—>0 |Im(

= V,(15) + indg d’apres

: 1
avec hmeﬂo m

19
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Donc

oo = 2 [ |m ! 4B
T xR By — E— 32(Vo(;=5)([6]?) + imde(|¢]?))

Désormais, on va poser f(FE)

Vol 25)(1817) et g(E) = mop(|6]).

On aura donc

1

2 2
=2 s e (E 29

Cette expression est celle sur laquelle nous allons nous appuyer dans toute
la seconde partie pour le comportement asymptotique de 7, quand 5 — 0.
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Part 11

Etude du Comportement
Asymptotique de 7, quand
g —0
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Chapter 3

Conjecture et Etude

3.1 Conjecture

3.1.1 Enoncé

On rappelle d’apres la partie 1 que

Too = = Je Il g==ppimr=marey ) 4B (28)

avec f(F) = ‘/p<x_1E><|¢’2) et g(E) =mp(|¢]?)

On conjecture que Twozm + O(p) ,ou ¢y = (1,0) (3.1)

Dans la partie qui suit, on va expliquer la motivation de la conjecture en
calculant une quantité du méme type que 7, mais simplifiée .

Rappel: définition d'un O(f3)

Soient h, k: [— R, on suppose que Vz € I\{a}, k(x)# 0. On dit que h est
dominée par k au voisinage de a <= d une application C: I — R telle que
Vee I, h(x)=C(x)k(x) et C bornée au voisinage de a.

On note alors h=0,(k).

Remarque: dans toute notre partie, on notera O((3) au lieu de Oy(f3)
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3.1.2 DMotivation de la Conjecture

On va calculer

1
A:/IA————%E\F
R|mE—zﬂ2F| oull e R

)= ik
162[‘ - E2+(52F 29

I MY T (6°T)? L 1
A= e el = e e = G b oa

Déja Im(5 donc

N
Par le changement de variable u:ﬁQLIF\’ on a
1 1
A= | du
A0 R (1 +u?)?
Posons 1
B= [
R (1 +u?)? B
Or
1 (4w -1 u?
(1+u2)?2  (14+u2)?  1T+u2  1+u?
donc
d/gd[At()]m/Qd +/ =2
= U u = |Arctan(u U= ———=du.
rlt+u? Jrl+ 12" T "2 (1 + u2)?

Dans la seconde intégrale, on fait une intégration par parties, donc

1 1 1 1

B = — Foo — [ ——d
T+ Tl T hira™
=0 carlimeo ﬁ:limm %:0
T T 1 1
B=rn--=Z 4= / 24F =
T2 2/32|F| Img —igr! e
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3.2 Mise en forme de 7y,

On veut mettre 74, = 2 [ |[Im( |*dE sous une forme

1
Eo—E—BQf(E)—iﬂQQ(E))
A= g Img=mp[*dE. Pour cela, on va linéariser le dénominateur en
utilisant le théoreme des fonctions implicites.

3.2.1 Théoreme des fonctions implicites

Enoncé:

Hypotheses: Soit h de classe C! : E x F — G, avec E x F de Banach,
h(a,b) = 0 et Dyh(a,b) isomorphisme de F— G.

Conclusion: 3 U voisinage de a dans E / 3! ¢ : U — F de classe C! vérifiant
¢(a) = b et Vo € U h(z,¢(x)) = 0. Autrement dit, ¢(a) = b et h(x,y)=0
= y = ¢(x).

3.2.2 Application

On considere F(8, E) = Ey — E — %f(E), avec f(E) = V,(-2=)(|¢[%), f CL.

z—F

Alors F(0,Ey) = 0 et 2505 = 1 — g2f/(E) don X&) — 1 = 0.

Donc le théoreme des fonctions implicites assure l'existence d’'une fonction
E(B) = Ej telle que F (8, Ez) = 0.

OF
veut se ramener a des bornes fixes dans 'intégrale, on fait le changement de

variable: s = (1 —u)Es +uFE = (E — Eg)u+ Eg, ds = (E — Eg)dE.

On a donc F(B,E) = F(B,E)—F (8, Eg) = 5; OF(B:5) 15 (car F est C1). On
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F(8,E) = (B~ Ey) | LOF(B.(E 5 §a>u + Ey)

F(B,E)
De méme g(E) = g(Ey) + (9(E) — 9(Ey)) = 9(Es) + £, g'(s)ds

— 9(Bp) + (E—Es) [ ¢((E - Es)u+ Es)du

du=(E — Eg)F(3, E).

S—

) G(B,E)
= g(Ep) + (E — E3)G(B, E).

Donc le dénominateur intervenant dans 7, se linéarise en

Ey— E — Bf(E) — if(E) = (E — E)F(3, E) — itg(E)

— (B - Eg)(F(3, B)—i*G(8, E)) — ig(Es) — (E— Eg)G(3, E) — if*g(E)
avec G(B8,E) = F(3,F) —i3*G(3,E) € C

D’ou

2 1

Q /R |Im(E — E)G(B, E) —if?g(Ep)

|*dE (3.2)

On va comparer cette expression de 7, a une expression de la forme
Jr [ Im T 5e liﬁQQ(E )|2dE , ol a est un complexe que l'on choisira
—E)a— 5

convenablement par la suite.

3.3 Etude asymptotique

3.3.1 Calcul de l’intégrale de référence

On commence par calculer J = [ |]m()7wzr|2dE Jr [Im¥(E)|?dE,

avec a =c+id € Cet ' = g(Eg) > 0 car g(E) = np(F)>.
Déja par changement de variable (translation), on a

R 1
I 2dE = i Im————|?dE
7= /‘ " ﬁ?F’ dE = Jim | MM g ¢
On utilise le théoreme des résidus en considérant ¢ |l mdeE avec
Cr = [—R, R] Udg et dg=demi-cercle supérieur de rayon R, de centre 0.
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D’une part, on aura J = [/ mﬁPdE (d’apres la relation de Chasles
deE) = 0 que nous prouverons a la fin).
D’autre part, ¢, [Imp—7p 62F |?dE = 2im 3°( Résidus des poles a I'intérieur de

Cr)= J = 2im >_( Résidus des pdles a U'intérieur de Cr).

et imp oo (4y,, [T

- 1 :

T = RETOO/_R(ImEchi(Ed—ﬁ?r)) E

7= [l e PAE car () = (2 2)
T 4 rtte)on Bt i(Bd— pT) | Ee+i(Bd— gery O Ccar e = gl

Seul le double-produit a un résidu non nul, qu’on note Res. Calculons
1 1 1 1 1 1

Res( o G itBd = 1) Be— i(Bd — gy ~ Fesly

On a deux poles simples qui sont

BT —ifPT(e+id)  PTd—ic) BT Pr(d+io
c—id c + d? 242 67_c—l—id_ c2 4 d?

o =

Supposons que c¢> 0, alors le seul pole a l'intérieur de Cg est v de partie
imaginaire >0.

Donc
Res(1 * L L )
2" E(c+id) — i?T) E(c — id) + i3°T)
1 1 1 1
=g am(E - 7)(E(c +id) — i3?T) E(c — id) + zﬂ?F)) T 4icfT

Si ¢ < 0, par un raisonnement analogue en choisissant cette fois le pole
a, on trouve pour résidu on peut dire finalement que dans les 2 cas

Res=

=1

4icB2T)
1

4i]c| 32T

m

1
— J = 2inRes = 2i -
S = ST el@T — 232l

On constate que J ne dépend que de la partie réelle de a. ‘

Il reste a prouver que

1 1 1
I dE = 0
rteo Jun 2 Ele+id) —if?0) " E(c — id) + i?T)
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On paramétrise par E = Re donc

1 1 1

- dE
2 Ble s id) =770 B(e — id) + i)
. 10

T

2 Jo '[Re?a —if3?T|[Re?a + i3°T]

1 ym R
<= . , do
=5 /0 |R2e20|2 + iB?T Re®(a — a@) + BT
o7 I 0 quand R — + -

— SUPgelo.r : ‘ : - — 0 quand R — 400 car ~ —
= g SuPeeloal |R?e%"|a|? 4 i?’T Re? (a — a) + (12 ! 2R

3.3.2 Majoration de la différence entre 7 et ’'intégrale de référence

Maintenant, il s’agit d’estimer la différence entre

1 1

I ey e R A & Bja_ipr) ¥
Posons
d(E) = ! et U(E) = !

(E— E3)G(B,E) —i3%g(Ep)

On veut estimer |[Im®||2 — [[Im¥||3.
Pour cela, il suffit de connaitre ||® — W/|,.
En effet, ||[® — ¥||, controle |[Im®||2 — [[Im¥||3 avec ¥ donnée .

" (E—FE)a—ifr

preuve: ||[Im®[[3 — [Im¥[|3 = ([[Im®ll2 — [[Im¥|l2) ([Im®]|2 + [[Im¥]>)
= ([Im®lly — [Im¥|[2) ([ Im®]lz — [ImWly + 2[|ImP]|;)
< Im(® = V)13 + 2 (V) [ Im(® — V)5

car d’apres la deuxieme inégalité triangulaire
[Hm(®)[2 = [Im(¥)]l2 < [Im® — ImV|ly = [[Im(® — V).

Done [[Im®||3 — [Im¥|[3 < [|® — V[ + 2[[Im(¥) 2] @ — V|| (3-3)
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car [Im()[2 < | Im(2)[2 + |Re(2)[? = |2 .

Ainsi, tout est controlé par || & — ¥||s.
On va désormais se concentrer sur la quantité ||® — W||3 .

3.4 Premieéere tentative d’estimation

3.4.1 Choix de a

1 1 )
Q(E)-V(E) = (E—E5)G(3,E) - ZﬂQF_(E ~F)a_ipT (¢f3.3.2) avecT = g(Eg) et E = E
O(E) — U(E) = (B — Ep)(a - G(6, E)

(E = En)G(B. E) — iPL[(E — Ba— i1}
o wz=[| e
# [(B = B)G(3. E) — iPT][(E = Ba— i)

[ Bla= OB+ B
»'[EG(B,E + Ep) — iL|[Ea — i°T]

’dE

1 — w3

|*dE
par le changement de variable "E = E — Ejg”.
On veut que cette quantité —0 quand 3 — 0. Il faut choisir un a convenable.
Candidat: a = G(0, E + Ey). Or G(8, E) = F(3,E) —i3*G(6, E)
d’ou 3
G(0,FE + Ey)) = F(0, E + Ey)
= /1 OF (B, u(E — Ep) + Eg) , OF(B,u(E — Ej) + Ej)
0 OFE ’ OE
F(B,E) = —1— 3 f'(u(E — Ep) + Ep)

——1 quand —0

On va donc prendre a:—l‘
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3.4.2 Vérification

D’apres ci-dessus, il est facile de voir que
1
0—G(3, E+Eg) = —1— (-1 —62/0 F(WE + Ep) +ig (uE + Eg)du = O(3)

en supposant que f’ et ¢’ sont bornées.

Alors
o =1 = [ o+ ) e =
1@ — vz = /R | [EG(3,E + Eg(z(iﬁ;zr] [Ea — i) [*dE

= 0(7) /R [EG(3.E + Ep) iﬂjmr] Fa— i

E2

- 4
=00}, (PG B+ By~ A B+ G E T B

Or aG(B,E+ Ez) =1+ 0(5?) et a— G(B,E + Eg) = =2+ O(5?).
E2

Donc ||® — V|2 = O(3%) /R ol +4E264F2dE
I
avec 1 1 1
I = / dE = / dE
r 2+ 4372 465412 Jr 1 + (%Lzr)z
I = — [Arctan(so)[*% = =
= rctan =
232T 2620777 23T

s

Doncl|® — W[5 = O(8") 55 = 5:0(5%)
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Ainsi d’apres la majoration (3.3)

Hm@[5 = [[Im¥; < [|® — W[5 +2 [ Im(¥)]|; | — V],

Z.0(B2 s L
sr 0(8%) \/W V/ 3E0(8?)

[Im®|% — [Im¥|2 < O(B)= + O(1)
2 NN
—=constante

On n’a pas aboutit a l'estimation voulue, il faut choisir un autre candi-
dat pour a. En s’inspirant de l'article de King, on propose de prendre
a=G(B,Es) = —1—[%f'(Ez) —i3*°¢g'(Es). On validera ce candidat dans la
preuve du lemme 3.

3.5 Théoreme

On se propose ici de présenter trois lemmes afin de démontrer un théoreme
qui nous permettra de conclure sur le comportement asymptotique de 7y,.

3.5.1 Lemme 1

e Hypotheses : Soit 29 € Ret f € C*(R) telle que

()] <

I e R soit (142 () < o0
X

e Conclusion:

cte
1+ (x — x0)?

=

Vo € R |f(2)—f(z0)—f'(z0)(2—20)| < (z—0)*(
preuve

f € C?(R) donc la formule de Taylor reste intégral & 'ordre 2 donne:
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f(x) = f(wo) — f'(wo) (2 — 20) =[5, (v — 1) f"(t)dt. Changement de variable:
t=s(x —x9) + 20, dt = (x —x¢)ds et x —t = (x — x)(1 — s).

D'olt f(x) — f(wo) — f'(z0)(x — o) = (v — x0)? f?l(l — )" (s(x — z0) + x0)ds
et [f(z) = f(zo) — f'(w0) (@ — z0)| < (x — x0)* Jy [/ (s(2 — wo) + x0) ds
< (z—z0)%f, mds par hypothese sur f”.
1
(x — xo) + 0|
J

cte 1
(reao))

1
Il faut montrer que /0 T+ s 5ds <

1 1 1 1 T — o
Or/ ds = / ds
0o 1+ [s(z —xg) + x0)? r—x9Jo 1+ [s(x —x0) + 20)?

N [Arctan(s(z — x0) + x0)]g =

Arct — Arct
pra— p. -TO[ rctan(z) retan(xg)]

et on a bien que ﬁ[Arctan(m) — Arctan(zo)] = O([1+(x£x0)2]%)

3.5.2 Lemme 2

e Hypothéses: Soit h: €2 R— C telle qu’ 3! E vérifiant
Re(h)(E)) = 0,Im(h)(E) # 0,|Re(h"(E))| < &, VE € R

1+E2
et [Im(h"(E))| < {9£,VE € R.

e Conclusion:

11 < (E — E)%cte
(E)  ha(E) ~ W(E)h(E)[1+ (E—E)?:

VE € R |h

ol he(E) = h(E) + (E — E)I/(E), approximation linéaire de h

au voisinage de F.

preuve:

avec h(E) — ho(E) = h(E) — h(E) — (E — E)W/(E) = fg(E —t)h"(t)dt
d’apres la formule de Taylor reste-intégral.

31



Changement de variable t = s(F — E) + E, dt = (E — E)ds et
E—t=(1-s)(F- E)

A(E) — ha(E) = (E = E)? [ (L s)i"(s(E — E) + E)ds.

Donc [h(E) = ha(E)| < (E = E) Jy [W"(u(E — E) + E)|du

On est ramené au lemme précédent avec x = F et xg = E car, par hypothese,

|Re(h'(E))| et [Im(h"(E))| < 1$=VE € R = |W"(E)| = \/(Re(h”(E))2 + (Im(h"(FE))?

< C(tler};ét)? = |1frtg?;|2 = 352)2' Le résultat du lemme 1 s’applique d’ou

(E — E)2cte
1+ (E—E)z

| h(E) = ha(E) | <

et -
1 1 (E — E)2cte

|h(E) ha(E)' = h(E)h.(E)[1 + (E — E)?)2

3.5.3 Lemme 3

e Hypotheses: Soit la fonction H(8, E) = Eq— E— 32 f(E)—if3%*g(E) telle
qu’ 3 |Es vérifiant Re[H (G, Eg)] = 0 et Im[H (3, Eg)] # 0.
On suppose que f et g sont C? telles que ||(1 + E?)f"(F)|le < 00 et
(14 B2)g"(E) . < oo.
On suppose aussi |f'(E)| bornée V E.

e Conclusion:

2
1 1 < cte3

VECR G  mpE) S it

ot H,(8,E) = H(B, Eg) + (E — E5) )

preuve:

Déja H(B, E) = Ey— E — B2f(E) —i8%g(E) = (E — Eg)G (8, E) — i#*g(Ep)
et H,(8,FE) = H(3,Es) + (E — Eﬁ)w
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avec H(f, Eg) = —i*g(Ejp) et OH(.Bs) G(8,Ep) = a.

OF
Donc
H(3,E) = (E — Ep)G(B, E) — i#*g(Ejp) (3.4)
et H.,(3,E)=(FE — Eg)a— iﬁQg(Eg) (3.5).

Premiere Etape

| 1 1 ’_|Ha(57E)_H(ﬁaE)|

H(B,E) H.(B,E) ' HiS,E)H(B,E)
D’apres Taylor reste-intégral
H(B,E) — Ho(3,E) = (E — Ep)? [y(1 — u)0ppH(3,u(E — Eg) + Eg)du.
On applique le lemme 2 & H(3, E) = Ey— E—[(?f(E)—if3%*g(E) avec E = Ej
et OHgp(B,E) = —3*(f"(E) +ig"(E)). Donc

L1 etelB = Byl B)0Hss(5, Bl
H(B,E) Hu(B8,E) = H(B,E)H,(8,E)[1+ (E — Ep)?>

1 1

| N (E—Ep)*  |ete]l|(1 + E*)(f"(E) + 9" (E))ll
H(/B7E) Ha(/B7E)

[H(B, E)Ha (5, E)] 1+ (E - Ep)?2
(E — Eg)? |cte|
|H(8, E)Ho(B, E)| [1 + (E — Eg)?)

| < 52

< B

car par hypotheses ||(1 + E?)f"(E)||s < o0 et ||(1+ E?)¢"(E)||c < 0.

Seconde Etape

Intéressons nous a la quantité % On veut la majorer indépendamment
de F et (.
H(B, E) = (E — E3)G(B, E) — i#g(Ep)
|H(B,E)* = [(E — Eg)Re(G)]* + [(E — Eg)Im(G) + 3g(Ep)]?
> [(E = Eg)Re(G)?
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De méme |H,(3, E)|> > [(E — E3)Re(a))?

(E—Ep)?*  _ 1
|H(8, E)Ho (3, E)| ~ |Re(G(B, E))||Re(a)]

et on veut que cette quantité soit < cte

ce qui <= |Re(G(5, E))||Re(a)| > cte.

—

Or
(5. E) /01 aH(ﬁ,u(Ea—EEﬁ) + Ep) o
donc Re(G(B,E) = —1 — 3 [y f'(w(E — Eg) + Eg)du

Par hypothese |f'(E)| < cte VE € R = |f'(w(E — Eg) + Es)| < ||f'll
= —[|f'lloc < f/(w(E — Ep) + Eg) < || /'llos
= —1 = f'lc < Re(G(B,E)) < -1+ || f']| -

Comme (3 — 0, pour (3 suffisamment petit (3 < m), on peut s’arranger
pour que Re(G(6, E)) < 5t d'ott |Re(G(6, E))| > 1.

De méme pour

[Re(a)] > .
Donc pour 8 suffisamment petit , on a |Re(G(8, E))||Re(a)| > 3
et
|H<5(:EEE£B<§, o =t
Dernidre Etape
TR EGE < e e E S e

Fin de la preuve
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3.5.4 Théoréme

Eo
Blo >

On se place dans le cadre de notre modele <

avec 1o=(1,0).
On suppose que toutes les hypotheses du lemme 3 sont vérifiées
pour f(E) = Vp(;25)(6[*) et g(E) = m|o(E)[.

Alors, on a
1
Tibg = +O(p 3.6
= Bympime) N B
preuve:
e D’apres la partie 3.3.2, ®(F) = (Eng)G(ﬁ,lE)fiﬂ%(Eg) et U(E) =
soit ®(F) = m et U(E) = m (cf les relations 3.4 et 3.5).

e D’apres la partie 3.3.1,

1

b fc 9l ) dans H=C®L2(R)

™

(E—Eg)a—if%g(Eg)

1
ImU(E 2:/Jm | 24F =
Mt B = J M = B — ()
et [[Im¥(E)|2 = O(3)
e D’apres le lemme 3, on a
1 1 3| cte]

_ ’ <

1

HGE WGBS it (-5

1

20%|9(Eg)|| Re(a)|

= [[®(E)-¥(E) l2 < 3|cte |

1
le =555 . B

L+ (E — Ep)?)

1

)

la = O(5%)

o Dlapres (3.3) [[Im®[5 — [Im¥[[3 < [|& — W[5 + 2[[Lm(¥) 2] — ]|,
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e Donc [[Im®|j3 — [[Im¥[]3 < O(8*) +20(5)0(8%) = O(3)

= [Im®|[; = [[Im¥||; + O(8)

Conclusion

5 1
o = M e i D

2 2
B = = [[Im®(E) |3 = = |[1m |3+0(9)

S g . T B 1
YT 1 20%9(Eg)|Re(a)] — 32g(Ep)|Re(a)]

+ O(pB) (3.6)

On constate que le résultat obtenu differe de la conjecture en deux points:
d’une part, avec le |Re(a)| et d’autre part avec le g(Ejg) au lieu du g(Ep).
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Chapter 4

Correction de la Conjecture et

Estimation du terme d’erreur

On vient de trouver

1

"o = FgErea] O (30

4.1 Correction en Re(a)

On rappelle que a = —1—3%f'(Eg)—i3%*g' (Ej) et Re(a) = —1—[3%f"(Ej).Calculons
|Re(a)| selon le signe de f’(Ej3)(qu’on suppose non connu).

1¢" cas: si f'(Eg) > 0 alors Re(a) = —1 — 52 f'(Ep)
et |Re(a)| = L+ B°f'(Eg) = 1+ 3| f'(Ep)]

2¢m¢ cas: si f'(Eg) < 0 alors Re(a) = —1 — B2f(Ep)
et |Re(a)| = 1 — B°f'(Es) = 1+ 3| f'(Ep)]

Dans les deux cas, on trouve |Re(a)| = 1+ 32|f'(Ep)|

Donc
1
- O
Ty ﬁZQ(Eﬁ)G‘{’@Z’Jw(Eg)D + (5)
_ BB L a4
Tyo = ﬁQQ(Eﬂ)< 1+ﬁ2|f/(Eﬁ)|)+O(ﬁ) CaT1+A_1 T A
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R SR (020
S0 A R T 7
o b B, P ()
WS B By ) Y
_ 1 (B 2 |f'(Ep)? 0
T By e e ey OV
absorbé par le terme complémentaire

o B9(Es)  g(Ep)

4.2 Correction en g(Ej)

On reprend (3.7) et on va développer f'(Ej) et g(Eg) autour du point 0; on
rappelle que Eg = E(() a été définie dans la partie 3.2.2 par F(3,Ez) =0
ot F(B,E) = Ey— E — 3?f(E) grace au théoreme des fonctions implicites
qui assure son existence. On prend pour notation g(Eg) = (g o E)(5).
D’apres I'égalité de Taylor-Lagrange a 'ordre 2(g C?), 3 £ €]0, 5[ /
9(Es) = g(Eo) + (g0 E)'(0)(8 — 0) + (g 0 E)"(§)(8 — 0)*

De méme, & 'ordre 1 pour f’ (f étant C?), 37 €]0,5[ /

f'(Eg) = f'(Eo) + (f" o £)'(n)(8 —0)

D’autre part, F'(3, Eg) =0 = [BF(B’EB) 4 2E.Ep) E'(8)](8 =0) =0 soit

0B OF
OF (B,Eg)
201 (E
(5 =0) = gt (3= 0) = 2LED (5 )
OF

Dans le développement de Lagrange de g(Ej3), le terme d’ordre 1 en (3 sera
nul (on aura (go E)'(0) = ¢'(E(0))E'(0) =0) .
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1

" = GgEa s erE)) OV (3.7)
T = 1 +0(5)
“ = Plg(E) T Plg o BYVEN + B (Be) + B o By )]
Tyy = ! + O(p) car f' bornée

F2l9(Eo) + B2(g 0 E)" (][ + B2[f'(Eo)| + O(6%)]

On redéveloppe (3%(go E)"(€) autour de 0 et seul le terme (go E)”(0) nous
intéresse car les autres seront de I'ordre de 3% :

(9oE)"(0) = (¢'(Eo)E') (0) = g"(Eo) Eg +9'(Eo) By = g'(Eo) B car Ey =0

1
Ton = 7 +0 3.8
= Blo(E) + Py (B By + O+ PIF B - o] ) B
On exprime E{ grace a F(3, Ez) =0
= [P+ S E(0))(3=0) =0
= [T+ §é§5ﬂ>E'<ﬁ> ) 5 (3)+ LG ()24 LG B ()] =
0 doncen =0 on a e Fa(ggEO) + aF(aoEEO)E”(O) = O
92 F(0,Eg)
- E(/)/ = - BF?g,QEO) = _72Ji(1E0) = _Qf(EO)
OF
On réinjecte dans (3.8) d’ont
1
T = — + O3
W= BB + B Ee)lg(Bo) — 20 (Bo) (B + O] V)
1 1
Tvo = B%9(Eo) 1 4 52 [I/' (Eo)|g(Eo )(EQ)Q (Eo)f( 0(3) +0(5)
g
B 1 ( 62 [If' (Eo)lg (EO%E(?)Q (Eo) f(Eo)] +O(ﬁ3) ) (ﬁ)
Tvo = 329(Eo) 14 32 [\f’(Eo)\g(%)()E()?)g (Eo)f(Eo] O(3)
1 |fI(E0)|9(Eo) —29'(Ev) f(Eo)
Tpo = +0
T Pg(Ee) 9(Eo)? .

On reconnait le terme divergeant quadratiquement quand 3 — 0 et de coef-
ficient ( ) ainsi que le terme de correction par rapport a la conjecture faite

en (3.1), ce terme étant indépendant de 3.
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Conclusion

Théoréeme Final

On se place dans le cadre de notre modele perturbé < 5’}20> s z 9l ) dans

H=C®L*(R) avec 3 parametre réel petit, 1o=(1,0) et ¢ € L*(R).

On rappelle que 7y = [r| < wo,%(t) > |*dt, ot ¥(t) est la solution de
I’équation de Schrodinger satisfaisant a la condition initiale ¢(0) = .

On s’intéresse au temps de séjour de ce systéme : quand =0, 7y, = +00
et on veut étudier son comportement asymtotique quand g — 0.

On a prouvé dans la premicre partie que des que |¢|*> € L' N C}!

5 1
= 2 [ =

)*dE (2.8)

ot f(E) = Vr(;25)(16°) et g(E) = m|o(E)[?

On suppose que f et g vérifient les conditions suivantes:
o f et gsont C?
o [(1+E%)(f"(E)+g"(E))|ot < +00
o [|flloc < o0

Conclusion : Pour ( suffisamment petit,

L 2g (B f(E) — | (Bl 9(E)
" B2g(Ey) 9(Eo)?

+0(0)
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