ESPACES FIBRES
et
CONNEXIONS

Une introduction aux géométries
classiques et quantiques
de la physique théorique

Robert Coquereaux

Centre de Physique Théorique
Luminy - Marseille



A mes enfants Valérie, Eric et Raphaél



Espaces fibrés
et
Connexions

Robert COQUEREAUX

Version 3.0!

1. Version 1.00 disponible sur le web le 1/5/97. Version 2.00 (mai 1998) : Ajout
d’un dernier chapitre consacré a la géométrie non commutative. Version 3.00 (mai
2002) : améliorations mineures. Corrections et recompilation LaTeX en septembre
2016.






Table des matieres

[Préfacel

(Introduction|

[Modeles mathématiques et realitef . . . . . . . ... ... ... ...

[Du classique au quantique| . . . . . . ... ...

|Guide de lecture, autocritique et perspectives| . . . . . . . . . ...

|] !C I 7 ]-E; T ]] I

(1.1 ~ Variétes topologiques| . . . . . . . . . . .. ...

[LI1  Définitionl . . . . . . ... ... oL

M23

Variétes et calcul difterentiel “intrinseque” . . . . . . .

(1.3 Applications difféerentiables, diffeomorphismes| . . . . . . . . .

[L3.1  Définitionl . . . . . . . . ... o oo

M3.2

Difféeomorphismes et changements de coordonnées|. . .

(1.3.3  Fonctions différentiables| . . . . . . . . . ... ... ..

(1.4 Champs de vecteurs| . . . ... ... ... ... ... .. ...

[1.4.2  Vecteurs, espace tangent et champs de vecteurs| . . . .
(1.4.3  Regle de Leibnizl . . . . .. ... ... ... ... ...
[1.4.4  Crochet de deux champs de vecteurs| . . . . . . . . ..
[1.4.5  Repere naturel associe a une carte] . . . . ... . ...
[(1.4.6  Changement de carte] . . . . ... ... ... .....
(1.4.7  Reperes mobiles (reperes quelconques)| . . . . . . . ..
(1.5 Tenseurs et formes exterieures . . . . . . . .. ... ... ...



i

TABLE DES MATIERES

(1.5.1  Algebre tensorielle d'un espace vectoriel| . . . . . . .. 14
[1.5.2  Algebre extérieure d’'un espace vectoriel. Produit extérieur| 17
(1.5.3  Produit intérieur d’une forme par un vecteur| . . . . . 19
(1.5.4  Transformation du produit extérieur et du produit |
| intérieur par endomorphismes| . . . . . . . ... .. L. 20
(L6 Formes différentielled . . . . . . ... ... ... 21
[.6.1  Deéfinitionl . . . . . . . ..o 21
(.6.2 [La différentielle extérieured . . . . . . ... ... ... 23
[1.6.3 L’équation de Maurer-Cartan pour un repere mobilef[. . 25
[1.6.4  Produit intérieur d'une forme par un champ ou vecteurs| 26
(1.7 Application tangente et cotangente| . . . . . . . .. ... ... 27
08 Deriveesde Liel . . . . . . . .. oo 29
MO TTotd . . . . . o 32
(1.10 Orientation et intégration| . . . . . . . . . . . ... ... ... 32
(1.10.1 Orientation — Partition de I'unitel . . . . .. .. .. .. 33
[L.11 Variétés riemanniennes (propriétés élémentaires)| . . . . . . . . 35
MI2Divers . . . . o o o 40
[1.12.1  Compléments sur les dérivations d’algebrel . . . . . . . 40
[1.12.2 Cohomologie de De Rham| . . . . ... ... ... ... 42
[1.12.3 Homologie de De Rham| . . . . . ... ... ... ... 42
[1.12.4 Espace des p-vecteurs|. . . . . . . ... ... ... ... 43
[1.12.5 Espace des courants de De Rham| . . . . . . . .. ... 44
(1.12.6 Les algebres de Frolicher — Nijenhuis et de Nijenhuis— |
[ Richardsonl . . . . ... .. ... ... ... 44
2 Groupes de Lie et espaces homogenes| 47
[2.1 Geéneralités sur les groupes de Lie| . . . . . . . ... ... ... 47
2.1.1 Genceralites et definitions elémentaires/. . . . . . . . . . 47
[2.1.2  Exemples élémentaires de groupes classiques| . . . . . . 49
[2.2  Geéneralités sur les algebres de Lie| . . . . . . . ... ... ... 49
[2.2.1  Application exponentielle et algebres de Lie] . . . . . . 49
[2.2.2  Correspondance entre groupes et algebres de Lie/ . . . . 52
[2.2.3  Classification des groupes et algebres de Lie. Géneéralites.| 58
[2.2.4  Message] . . . .. ... o 62
[2.3  Actions de groupes et représentations| . . . . . . ... ... L. 62
R31 Généralitéd . . . .. ... ... 62
[2.3.2  Groupe G opérant a gauche sur un ensemble £| . . . . 63
2.3.3 Action a droite (anti-action)| . . . . . ... ... ... 63
2.3.4 Passage de la droite a la gauche (et inversement)| . . . 63
[2.3.5  Orbites, espace quotient| . . . . . . . . ... ... ... 64

2.3.6  Efficacitd. . . . . ... ..o oo 64



TABLE DES MATIERES

il

2.3.7 Tiberté et stabilisateur] . . . . . . ... ... ... ... 65
238 Transitivitéd . . . . ... 66
[2.3.9  Action d'un sous-groupe H sur un groupe G, normali- |
sateur, centralisateur| . . . . . . ... ..., 66

2.3.10 Stratificationl . . . . . .. ..o 67
[2.3.11 Remarques|. . . . . . . ... ... ... ... ... ... 67

[2.4  Champs de vecteurs fondamentaux . . . . . .. .. ... ... 68
2.4.1 Cas d'un groupe de Lie agissant sur une variete| . . . . 68

2.4.2 Exemple : le groupe euclidien agissant sur le plan R? . 70
[2.4.3  Un cas particulier fondamental : le groupe G agissant |

sur lui-meme par translations a gauche et a droite] . . . 71

[2.4.4  L’action adjointe de G| . . . . . . ... ... ... ... 73
[2.4.5 Exemple : ['algebre de Lie du groupe euclidien| . . . . . 73
[2.4.6  Exemple : champs invariants sur SU(2)|. . . . . . . .. 74
[2.4.7  Une remarque sur les constantes de structurel. . . . . . 76
2.4.8 La forme de Maurer-Cartan| . . . . .. ... ... ... 76

[2.5 Représentations| . . . . . . ... ... oL 78
[2.6  Espaces homogenes| . . . . . . . ... ... 0L 78
[2.7  Algebres de Clifford et groupes Spin|. . . . . . . . . ... ... 79
[2.7.1 Définitions générales| . . . . . . .. ... ... 79
[2.7.2  Le groupe Spn| . . . . ..o 80
[2.7.3  Structure des algebres de Clifford réelles) . . . . . . .. 83
[2.7.4  La structure des algebres de Clifford complexes| 88
[2.7.5  Type des représentations| . . . . . . .. ... ... ... 89
[2.7.6 Spineurs| . . . ... ... 90

[3 Espaces Fibreés| 93
BI Généralitéd . . . . . . . . ... 93
[3.1.1  Le langage des fibrés| . . . . . .. ... ... ... ... 93
[3.1.2 Fibrations. I'ibres différentiables localement triviaux 95

[3.2  Espaces fibrés principaux|. . . . . .. ... 98
[3.2.1 La structure d’espace fibré principal|. . . . . . . .. .. 98
[3.2.2  Sections locales et trivialisations localesl. . . . . . . . . 99
[3.2.3  Exemple fondamental : le fibré des reperes linéaires| . . 101
[3.2.4  Sous-espace des vecteurs verticaux en un point z d'un |
espace fibré| . . . . .. ... 102

[3.2.5  Fibreé principal triviall . . . . ... ..o 00000 104
[3.2.6  Formes basiques, invariantes et horizontales| . . . . . . 105
[3.2.7 Exemples| . . .. ... ... 000 106

B3 Fibrésassociés. . . . . . . ... 115
3.3.1 Introduction|. . . . . . . . ... ... 115




TABLE DES MATIERES

v
[3.3.2  Espaces fibrés associés généraux| . . . . . . . .. .. .. 116
[3.3.3 Espaces fibrés en espaces homogenes, associés a un |
fibré principal de groupe structural G| . . . . . . . . .. 118
[3.3.4  Fibration principale relative a un fibré quotient| . . . . 118
[3.3.5  Espaces fibrés en ... espaces fibrés| . . ... ... ... 119
[3.3.6 Le fibré adjoint E=AdP| . . .. ... ... ... ... 120
B.3.7 TLerole du normalisateur . . . . . . ... ... ... .. 120
[3.3.8  Les espaces fibrés vectoriels| . . . . ... ... ... .. 121
[3.3.9  Trivialité des fibrés vectoriels, variétés parallélisables| . 123
[3.3.10 Sections de fibrés associés et champs| . . . . . . . . .. 124
(3.4 Elargissement et réduction| . . . . . . . ... .00 126
3.4.1  Définitionsl . . . . . .. ..o 126
3.4.2 Elargissement (passage de H a G avec H C G)|. . . . . 126
3.4.3 Réduction (passage de G a H avec H C G)|. . . . . . . 127
[3.5 Extension et quotient| . . . . . . . ... 130
3.5.1 Extension (passage de G a G avec G ~ G|H)|. . . . . . 130
3.5.2  Quotient (passage de G a K avec K ~ G|H, H sous- |
| groupe distingué de G)| . . . . . .. .. ... ... ... 134
[3.6  Groupe des automorphismes. Groupe de jauge| . . . . . . . .. 135
[3.6.1 Remarque terminologique] . . . . . . .. ... ... .. 135
[3.6.2  Automorphismes verticaux d’un espace fibré principal [
| (définition)| . . . . . ... oo 135
[3.6.3  Ecriture locale des transtormations de jauge] . . . . . . 136
[3.6.4  Deux autres définitions des transtormations de jauge| . 137
[3.6.5  Automorphismes quelconques d’'un espace fibré principal{137
[3.6.6  Action des automorphismes sur les espaces fibres associes|138
[3.6.7 Le cas des espaces vectoriels (un cas trivial mais ins- |
| tructif )| . . ..o 139
4__Connexions 141
4.1 Connexions dans un fibré principall . . . . . . . .. ... ... 141
11 Motivations . . . . . . . .. ... 141
[4.1.2  Daistributions horizontales équivariantes| . . . . . . . . . 142
M.1.3 Relevement horizontall . . . . . . . ... ... ... .. 143
M1.4 Forme de connexionl. . . . . . .. ... ... 144
[4.1.5  Ecriture locale de la forme de connexion : le potentiel [
| dejaugel . . . . .. 145
4.2 Connexions dans les fibrés vectoriels associes . . . . . . . . .. 147

4.2.1  Matrice de connexion A%, coefficients de connexion A’ ul 147

4.2.2  Diftérentielle covariante des sections V., dérivée cova- |

riante V,,, parallelismel . . . . 00000000000 148




TABLE DES MATIERES v

[4.2.3  Remarques concernant les notations|. . . . . . . .. .. 149
4.2.4 Lol de transformation des coefficients de connexionl . . 151
4.2.5 Derivation covariante des sections du fibre duall . . . . 151
[4.2.6  Dérivation covariante dans les puissances tensorielles |
d’un fibré vectoriell . . . . ... ... 152

4.2.7 L'opérateur D[ . . . . . . . ..o 153
4.2.8 Différentielle extérieure covariante d] . . . . . . . . . . 154
[4.2.9  Diftérentielles et dérivées covariantes généralisées V| . . 157
4.3 Courbure . . .. ... ... ... 160
4.3.1 Lindarité de (dV)?. . . . . . .. ... ... ... . ... 160
[4.3.2  Expression de l'opérateur de courbure dans les fibrés |
vectoriels associesl . . . ... ..o L 160

[4.3.3  Equation de structure pour la courburef . . . . . . . .. 162
[4.3.4 Identite de Bianchi pour la courburef . . . . . . . . .. 163
[4.3.5  Transformation de jauge pour la courburel . . . . . . . 164
[4.3.6  Forme de connexion, différentielle covariante et cour- |
bure dans les fibrés principaux (compléments)| . . . . . 165

{4.3.7  Ecritures diverses de la courbure F' (récapitulatif)| . . . 169
[4.3.8  Connexions et opérations de Cartan|. . . . . . . . . .. 170
[4.3.9  Groupe d’holonomie d’'une connexion, fibrée d’holonomie| 171
[4.3.10 Réduction des connexions . . . . . .. ... ... ... 172
[4.4  Cas particulier des connexions linéaires| . . . . . . . . . . . .. 174
[4.4.1  Definition et généralites| . . . . . ... ... ... ... 174
[4.4.2  Potentiel de jauge et courbure des connexions lincaires| 175
[4.4.3  Différentielle extérieure covariante (cas des connexions |
lindaires)| . . . . . . . .. 177

{4.4.4  Forme canonique (ou forme de soudure)| . .. ... .. 180
445 Torsionl . . .. .. .. 181
[4.4.6  Equation de structure pour la torsion| . . . . . . . . .. 183
[4.4.7 Identites de Bianchi pour les connexions linéaires| . . . 183
[4.4.8  Deérivees covariantes secondes, hessien et identites de |
Rical . . . . . . 185

449 Tenseur de Riccll . . . ... ... .00 190
[4.4.10 Courbes autoparalleles| . . . . .. ... ... ... ... 191
[4.4.11 Connexions linéaires sur les groupes et espaces homogenes|191
[4.5 Connexions métriques| . . . . . . . . ... 192
[4.5.1 Lamétrique| . . . . . . . ... 192
[4.5.2  Compatibilité avec la métrique| . . . . . . . .. .. .. 193
4.5.3  Calcul des coeflicients de connexion| . . . . . . . . . .. 195

[4.5.4  Compléments sur le tenseur de Riemann. Propriétés de |

symetrie. . . . .. .. 197




TABLE DES MATIERES

vi
[4.5.5  Equation des géodésiques|. . . . . . ... ... 198
[4.5.6  Tenseur de Ricci, courbure scalaire et tenseur d’'Ein- |
stein, courbures sectionelles| . . . . . .. ... ... . 199
[4.5.7 Dualite de Hodge et laplaciens|. . . . . . .. ... ... 201
[4.5.8  Connexions spinorielles et operateur de Dirac] . . . . . 208
[4.5.9 Meétriques sur les groupes et espaces homogenes| . . . . 212
b__Un saut dans 'infinil 213
[5.0.1 Action du groupe de jauge sur |'espace des connexions| 213
[5.0.2  L’espace des orbites|. . . . . . . . ... ... ... ... 214
b.0.3 Conclusion|. . . . . . . . ... ... .. 215
[6  Calcul différentiel pour algebres non commutatives| 217
[6.1 Remarques philosophico-mathématiques sur les espaces non [
[ commutatifd . . . ... ... ... ... 217
6.2 Calculs différentiels) . . . . . . .. .. ... 219
[6.2.1  Remarques|. . . . . . .. ... ... ... 219
[6.2.2 L’algebre difiérentielle des tormes universelles €24 . . . 219
[6.2.3 L’algebre diftérentielle 2p.,. Al . . . . . . ... ... .. 227
[6.2.4  Algebres diftérentielles pour espaces non connexes| . . . 230
[6.2.5 L’algebre diftérentielle Qp A . . . . . .. ... 231
[6.3 Excursion au pays des mathématiques non commutatives| . . . 234
[6.3.1 Remarques et présentation généralel . . . . . . . . . .. 234
[6.3.2  Topologie non commutative et théorie de la mesure non |
[ commutativel . . . . .. ... 235
6.3.3  Calcul différentiel non commutatifl. . . . .. .. .. .. 236
[6.3.4  Espaces fibrés non commutatifs et modules projectits| . 237
[6.3.5 Connections généralisées en geometrie non commutative]238
[6.3.6 Cohomologie des espaces non commutatits| . . . . . . . 240
[6.3.7  Remarque finale, . . . ... ... ... ... ..... 245




Préface

Il est quelquefois plus facile de présenter un livre en disant ce qu’il n’est
pas et en dressant une liste des motivations de 'auteur qu’en essayant d’en
expliciter le contenu.

Ce livre, bien qu’il contienne un exposé de géométrie différentielle (avec
un accent particulier mis sur les groupes de Lie, la théorie des espaces fibrés,
la théorie des connexions et la géométrie riemannienne) n’est certainement
pas un cours de mathématiques traditionnel. En général les mathématiciens
cultivent la précision du style et la concision du discours, alors que I'exposé
qui suit essaye de présenter les idées importantes en faisant souvent appel a
I'intuition, en effectuant de nombreux retours en arriere et en ne négligeant
pas les clins d’oeil a la physique. On peut donc espérer que la lecture de
I'ouvrage présent sera un peu moins aride que celle d’'un traité traditionnel.

Ce livre n’est pas non plus un cours de physique théorique. Il y manque
beaucoup trop d’informations! Celui ou celle qui souhaite se lancer a la
découverte de I'Espace-Temps et déchiffrer certains des mysteres de notre
univers devrait s’attaquer a de saines lectures (par exemple [9]). L’ouvrage
présent ressemble plus a un cours de mathématiques qu’a un cours de phy-
sique ; la physique n’est cependant pas absente, au contraire : des idées phy-
siques sont cachées derriere chaque paragraphe, et ce sont elles qui sont,
la plupart du temps, a l'origine des notions “abstraites” que nous allons
présenter.

Bien qu’il ne s’agisse pas la d’un ouvrage de vulgarisation sur la phy-
sique théorique ou les mathématiques, j'ai pourtant rédigé de nombreux pa-
ragraphes en pensant a certains de mes amis ayant une culture mathématique
relativement modeste mais néanmoins dotés d’un esprit curieux et aimant
vagabonder de temps a autres sur des terrains situés au confluent de I'infini-
ment petit, de I'infiniment grand, des mathématiques et de la métaphysique.
Je dois dire, en relisant 'ouvrage apres coup, que, de ce point de vue, j’ai peur
d’avoir echoué : le contenu présenté ressemble plus a un cours de troisieme
cycle spécialisé qu‘a un ouvrage de vulgarisation. .. Cela dit, je pense — et
j'espere — qu’a la condition de commencer la lecture a la premiere page
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sans essayer de démarrer en plein milieu, I'ouvrage reste accessible a tout
lecteur disposant d’un bagage mathématique équivalent a celui qu’on est
censé acquérir a l'issue d'un premier cycle universitaire, ou d’une classe de
Mathématiques Spéciales. A propos de motivations, je dois aussi signaler que
d’autres de mes amis, dotés d'une culture mathématique plus que respectable
n’ont malheureusement jamais eu le temps ou la patience de traduire le jargon
quelquefois flou des physiciens dans la langue bourbakiste qu’ils affectionnent.
Le présent ouvrage, bien que résolument peu bourbakiste dans le style, est
également écrit pour eux. Finalement, ce livre est également —et probable-
ment surtout— écrit pour les étudiants en mathématiques ou en physique,
mais qu’on ne vienne pas me demander “De quelle année?”! En effet, cer-
tains des themes qui seront abordés peuvent étre rencontrés dans un cours de
maitrise de mathématiques (ou de DEA) et on les trouvera souvent incorporés
a un enseignement de troisieme cycle de physique théorique ou de géométrie
différentielle, mais d’autres themes, probablement aussi intéressants, et quel-
quefois méme fondamentaux, risquent fort de ne figurer dans le programme
d’aucun enseignement universitaire. L’étudiant, physicien ou mathématicien,
trouvera peut-étre, dans cet ouvrage, ce qu’il cherche (en utilisant 'index et
la table des matieres) et le non-spécialiste y trouvera peut-étre ce qu’il ne
cherchait pas. ..

Enfin, ce livre n’est pas un ouvrage de philosophie ou de métaphysique
(Dieu m’en garde!) bien que certaines réflexions de nature éminemment phi-
losophiques ne soient pas absentes des pages qui suivent, surtout dans la
section Introduction.

La partie “géométrie différentielle” de ce travail est issue d’un cours de
troisieme cycle que j’ai eu l'occasion de donner pendant plusieurs années au
sein du Diplome d’Etudes Approfondies (DEA) de Physique Théorique, orga-
nisé au Centre de Physique Théorique, a Luminy (Marseille) ainsi qu’en 1997,
dans le DEA de Physique Théorique organisé a I’Ecole Normale Supérieure
de Lyon. La partie “non commutative” (la derniere section) est un court
extrait d’une série de cours que j’ai donnés dans les universités de Rio de
Janeiro (URJ, UFRJ et CBPF), de Saragosse et de La Plata ainsi qu’a San
Carlos de Bariloche, en 1996 et 1997. L’ouvrage a également servi de support
a un cours semestriel de 'IMPA, Rio de Janeiro, en 2012 (Pds-Graduagao
em Matemética, curso de Doutorado).
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Introduction

Modeéles mathématiques et réalité

Qu’est ce que la “Réalité” 7 Existe-t-elle seulement ? Que signifie le verbe
“exister” de la proposition interrogative précédente? Que le lecteur aller-
gique aux discussions philosophiques se rassure, nous n’allons pas continuer
longtemps dans cette direction. Cependant, pour ne pas nous enliser dans de
faux problemes sémantiques et pour bien apprécier en quel sens nous compre-
nons ou prétendons comprendre les phénomenes naturels (y en a-t-il qui ne
le soient pas?) il nous faut apporter une réponse pragmatique aux questions
précédentes et tenter de définir les mots eux-mémes que nous utilisons.

Le point de vue adopté par 'auteur est le suivant :

o Il est impossible de donner une signification quelconque a la phrase sui-
vante : La Réalité est. L’auteur croit cependant en l'existence d’une réalité
objective dont la nature est indépendante de ’analyse qui peut en étre faite.
Malheureusement, il s’avere également impossible de donner un sens raison-
nable a I'assertion précédente. La croyance de I'auteur est donc un acte de foi
au sens métaphysique du terme. On pourra donc utiliser le mot “phénomene”
comme synonyme du mot “réalité”, le vocable en question étant lui-méme
non défini.

e La description d'un phénomene, quel qu’il soit, fait toujours appel aux
mathématiques, méme si le spectateur n’en est pas conscient. Ainsi, déclarer
que deux individus font partie de la méme lignée (au sens héréditaire du
terme) signifie qu’on assimile —peut étre inconsciemment— les individus en
question aux éléments d’un ensemble sur lequel on a défini une relation
d’ordre partiel. De la méme fagon, la traversée d’un terrain par un ballon de
foot-ball est un phénomene admettant une description (en fait plusieurs) dont
la nature est essentiellement mathématique. Par exemple, on peut considérer
la trajectoire d’un point traversant un rectangle en ligne droite. Il existe
cependant une description du méme phénomene ou le ballon n’est plus un
point mais une sphere et ou le terrain n’est plus assimilé a un rectangle
mais une figure géométrique plus complexe (coins plus ou moins arrondis,
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cOtés plus ou moins paralleles etc.) On peut d’ailleurs continuer dans ce sens
et tenir en compte l'existence de creux et de bosses sur la surface du bal-
lon, de la couleur etc. Les humains n’ont pas besoin de suivre des cours
de mathématiques supérieures pour apprécier un match de foot-ball, mais
il est important de constater ’aptitude de 'esprit a créer inconsciemment
des modeles mathématiques relativement élaborés pour analyser I’'expérience
quotidienne. Notons enfin qu’un phénomene donné possede d’ordinaire plu-
sieurs descriptions mathématiques (et méme une infinité).

e La croyance en 'existence d’une réalité objective n’a aucune importance
pratique ; seule compte I'ensemble de ses descriptions mathématiques. En ef-
fet, lors de I'analyse d’un phénomene (la traversée de la cour par un ballon
de foot-ball), nous pouvons adopter les deux points de vue suivants. 1) La
traversée de la dite cour par le ballon en question est un phénomene “réel”
dont nous pouvons donner une quantité de descriptions mathématiques com-
patibles, et il est d’ailleurs possible de préciser la notion de compatibilité
des descriptions. 2) La traversée de la dite cour par le ballon en question
est en fait définie par un ensemble (infini) de descriptions mathématiques
compatibles. Peu importe que nous adoptions I'un ou l'autre de ces deux
points de vue, car si un aspect d’'un phénomene n’est pas mathématiquement
modelisable, cet aspect releve —presque par définition— de la métaphysique
et il n’est pas clair qu’on puisse y attribuer un sens (méme si on a envie
de croire sans comprendre). On peut se convaincre du fait que 'exercice
classique de méditation sur le theme de la chaise (Quelle est cette chaise?
Quelle est sa fonction ? Quelle est sa nature? Quelle est son histoire ? etc.)
est completement modelisable en termes mathématiques...

Pour nous, un phénomene est donc défini par ’ensemble de ses descrip-
tions mathématiques. Du point de vue linguistique, on devrait peut-étre dis-
tinguer en général le phénomene lui-méme (concept assez flou) de sa descrip-
tion mathématique — ou plutot, de ses descriptions mathématiques. On peut
alors parler de modélisation du phénomene, mais il faut bien voir que c’est
la modélisation elle-méme qui rend le phénomene accessible a 1’analyse. Le
modele mathématique, qu'il soit choisi consciemment (par un physicien, par
exemple) ou inconsciemment (par exemple, par un spectateur du match) ap-
porte avec lui son propre langage, c’est a dire les mots qui permettent a 1’ob-
servateur de se poser des questions a propos du phénomene qu’il contemple.
Chacun de ces mots est censé étre susceptible d’une traduction mathématique
précise dans un cadre formel — que I'observateur ne défini pas nécessairement
— faute de quoi, les mots en question sont simplement vides de sens. Il faut
bien étre conscient du fait que la phrase “mais que se passe-t-il vraiment ?”
posée par le profane repose sur la croyance en une réalité objective, réalité
qui, de notre point de vue, échappe a toute analyse scientifique.



Qu’en est-il donc de la distinction entre physique et mathématiques?
Pour nous, dire qu’une figure dessinée sur une feuille de papier est un tri-
angle, c’est “faire de la physique” : le triangle est une notion abstraite appar-
tenant au monde des mathématiques, associer cette notion au dessin qu’on
a sous les yeux est un travail de physicien. Dans un genre différent, suppo-
sons qu’on fabrique des “choses” avec un canon a électrons. .. qu’est ce donc
qu'un électron? On peut dire que c’est une petite boule, on peut dire que
c’est une fonction (complexe) —une onde!-, on peut dire que c’est une sec-
tion d'un certain espace fibré vectoriel (un “champ de Dirac”) ou que c’est un
élément d’un module projectif de type fini sur une algebre non nécessairement
commutative. .. Toutes ces descriptions sont mathématiques et la premiere
(la boule) est la plus simple du point de vue du bagage mathématique uti-
lisé mais toutes ces descriptions sont également “vraies” et apportent avec
elles leur propre langage. Il y a des questions qu’on ne peut poser qu’apres
avoir choisi une certaine description. C’est ainsi que les mathématiques sont
nécessaires a la description de ce que nous appelons les phénomenes natu-
rels (conséquence immédiate : si vous avez des difficultés en physique, c’est
que vous n’avez pas proprement assimilé les mathématiques nécessaires!).
La physique consiste essentiellement a habiller le phénomene de notre choix
avec des mathématiques appropriées et c¢’est cet habillage qui rend les choses
accessibles au discours. C’est 1a quelque chose qu’il ne faut pas oublier mais il
faut avouer qu’il est néanmoins commode de vivre en faisant “comme si” on
croyait a ’existence d’une réalité objective! On pourrait aussi passer au cran
supérieur et se demander si les mathématiques elles-mémes “existent”. Il n’est
pas clair que la phrase ait un sens mais il est certain que, de la méme fagon
qu’il est commode de croire en I'existence d’une réalité physique objective, il
est également commode de croire en 'existence d’une réalité mathématique
qu’il s’agit pour nous de découvrir (comme un explorateur dans la jungle ou
comme un physicien expérimentateur). Les chapitres qui suivent présentent
des concepts mathématiques. Indépendamment de la beauté ou de 1’élégance
intrinseque des concepts en question, nous voulons attirer I'attention du lec-
teur (méme s’il n’est pas physicien) sur le fait que ces concepts jouent un
role majeur dans 1’ “habillage” contemporain des théories physiques, et que,
dans de nombreux cas, ces concepts sont eux-mémes issus de considérations
relevant de la physique théorique.
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Du classique au quantique : mathématiques
commutatives et non commutatives

Avant d’arréter la ces considérations épistémologiques pour passer a notre
premier chapitre consacré a I’étude des variétés différentiables, nous voulons
dire un mot sur la distinction entre physique classique et physique quan-
tique, en parallele avec la distinction entre “mathématiques commutatives”
et “mathématiques non commutatives”. Cette remarque risque de n’étre com-
prise que par les lecteurs ayant déja une certaine familiarité avec les sujets
mentionnés mais le lecteur intéressé pourra peut-étre relire ce commentaire en
y revenant un peu plus tard. Les mathématiques commutatives (la géométrie
commutative en particulier) s’occupe des propriétés mathématiques des “es-
paces” (théorie de la mesure, espaces topologiques, différentiables, rieman-
niens, homogenes, possédant une structure de groupe...) Pour le physicien,
ces espaces fournissent un modele mathématique concernant le systeme qu’il
a choisi d’étudier et toutes les quantités qui 'intéressent peuvent étre décrites
a ’aide d’une classe appropriée de fonctions définies sur de tels espaces. 1l se
trouve que les propriétés des espaces en question peuvent elles-mémes étre
codées en termes des propriétés de ces algebres de fonctions; il s’agit la d’un
résultat profond dont Iexpression précise est due a Gelfand (voir chapitre
6). Le vocable “mathématiques commutative” vient du fait que toutes ces
algebres sont des algebres commutatives pour les lois d’addition et de multi-
plication des fonctions. Attention, de ce point de vue, la théorie des groupes
de Lie (voir plus loin) —groupes qui ne sont pas, en général, commutatifs—
fait partie des “mathématiques commutatives” car ’algebre des fonctions
(a valeurs réelles ou complexes) définie sur un groupe est une algebre com-
mutative! Les “mathématiques non commutatives”, au contraire, s’occupent
des propriétés d’algebres qui ne sont pas commutatives et des objets qui
généralisent les constructions usuelles lorsqu’on remplace les algebres de fonc-
tions (et les “espaces” eux-mémes) par des algebres d’opérateurs. Les quan-
tités qui intéressent le physicien ne sont plus alors codées par des fonctions
numériques mais, typiquement, par des opérateurs agissant dans des espaces
hilbertiens. Il est inutile d’en dire plus a ce niveau mais nous effectuerons
deux remarques. La premiere est terminologique : un physicien dit qu’il fait
de la physique classique lorsqu’il utilise des mathématiques commutatives
pour décrire un phénomene (ce qui, philosophiquement, revient a le définir!
Voir la discussion précédente) et de la physique quantique lorsqu’il utilise
des mathématiques non commutatives (idem). La seconde remarque a trait
au contenu de cet ouvrage : il traite de géométrie, et la plupart du temps
de géométrie utilisée en physique fondamentale, cependant il s’agira presque
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toujours de géométrie commutative, vocable englobant d’ailleurs toute la
géométrie, au sens usuel du terme, qu’elle soit euclidienne ou non. Du point
de vue de la physique, nos constructions correspondront donc a des construc-
tions de théorie classique des champs (méme s’il nous arrive de parler de
quarks ou d’électrons de Dirac) et non de théorie quantique des champs.

Le dernier chapitre est une introduction aux “mathématiques non com-
mutatives” (un point de vue assez particulier sur la théorie des algebres asso-
ciatives) et présente quelques notions fondamentales relevant de le géométrie
différentielle non commutative. Ce dernier chapitre pourrait donc aussi s’in-
tituler : Introduction a la géométrie quantique.
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Guide de lecture, autocritique et perspectives

Le lecteur ne connaissant rien au sujet et désirant “se faire une idée”,
peut dans un premier temps, parcourir les sections 1.1, 1.2, 2.1, 2.2.1, ainsi
que 3.1, (3.2.1 — 3.2.5),3.3.1,3.3.2, (4.1.1 - 4.14) et (4.4.1,5.6.1,6.1, 6.2.1,
6.3.1) dont le contenu, & peu pres exempt de formules, fait appel a U'intuition
et ne suppose que tres peu de connaissances préalables.

Les autres sections sont assez inégales; certaines présentent un matériel
qui fait ou devrait faire partie du bagage mathématique standard de tout
mathématicien ou physicien théoricien, certaines autres sont d’un niveau plus
avancé et peuvent contenir des informations qui ne sont pas nécessairement
disponibles ailleurs (sauf peut-étre dans quelques articles spécialisés). En
fait, comme le titre I'indique, le but initial de ce travail était de fournir une
présentation — si possible pédagogique — des espaces fibrés et de la théorie
des connexions. Il se trouve que certains lecteurs potentiellement intéressés,
en particulier les étudiants de troisieme cycle de physique théorique, n’ont
souvent pas, au départ, les bases mathématiques nécessaires pour attaquer,
de front, un cours relativement complet sur les espaces fibrés : il leur manque
souvent un cours préalable de calcul différentiel sur les variétés et un cours sur
les groupes de Lie. C’est la raison d’étre des parties 1 et 2 de cet ouvrage. On
a essayé d’y présenter les notions indispensables a la lecture des chapitres 3 et
4 consacrés aux espaces fibrés et a la théorie des connections. Nous suggérons
donc a ceux qui ont déja acquis une formation raisonnable en ce qui concerne
les variétés différentiables (par exemple en lisant le premier volume de [13]
et les groupes de Lie, de jeter d’abord un coup d’ceil au sommaire, puis de
sauter les deux premiers chapitres — qui ne leur apprendront sans doute
pas grand chose — et d’entamer directement la lecture de cet ouvrage au
chapitre 3. Pour les autres. .. il vaudrait peut-étre mieux s’astreindre a lire
les différentes parties dans I'ordre. Comme nous l’avons mentionné dans la
préface, 'ensemble de I'ouvrage devrait étre lisible par quelqu’un ne disposant
pas d’un bagage mathématique supérieur a celui qu’on acquiert d’ordinaire,
ou qu’on est sensé acquérir, en premier cycle. Son contenu, néanmoins, serait
plutot d’un niveau 3¢ cycle.

Le plan et la structure de ce livre répond a la préoccupation suivante :
faire du lecteur un “honnéte homme” en géométrie différentielle classique en
présentant un certain nombre de notions qui sont fréquemment utilisées en
physique théorique ou en mathématiques. Savoir si le but sera atteint est une
autre histoire. .. Enfin, et au risque de faire hurler certains mathématiciens,
il nous semble plus important, tout au moins dans un premier temps, de se
familiariser avec les idées fondamentales ainsi qu’avec de nombreux exemples,
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que de connaitre le détail de toutes les démonstrations relatives aux propo-
sitions et théoremes cités.

Le style adopté dans ce livre étant volontairement informel, il peut étre
parfois difficile au lecteur de retrouver la définition précise de tel ou tel
concept. Pour cette raison, il peut étre utile de consulter I'index situé en
fin d’ouvrage, et, bien entendu, la table des matieres.

Notre présentation est bien, sur, incomplete. Certains aspects ne sont
qu’effleurés, d’autres sont totalement absents et bien qu’il ne s’agisse pas
ici, loin s’en faut, d’une tentative encyclopédique, voici quelques tétes de
chapitres dont on pourra déplorer I’absence. .. : compléments de géométrie
différentielle élémentaire en basse dimension (la liste serait longue), géométrie
symplectique et mécanique, opérateurs différentiels, pseudo-différentiels, sym-
boles etc., étude des équations de Yang-Mills, instantons etc., classifica-
tion des espaces fibrés, fibrés universels et espaces classifiants, K-théorie,
classes caractéristiques (et classes caractéristiques secondaires), géométries
sur les groupes de Lie et les espaces homogenes, applications harmoniques, as-
pects conformes, métriques et connexions invariantes (symétries, isométries),
variétés complexes, hypercomplexes etc., géométrie de ’espace des orbites
des connexions, géométrie de I'espace des métriques, etc.

Par ailleurs, I'auteur aurait aimé insérer, a la fin de chaque chapitre,
une section consacrée aux généralisations des idées rencontrées, lorsqu’on
passe de la géométrie commutative a la géométrie non commutative, c’est a
dire lorsqu’on passe du classique au quantiqueﬂ Il est sans doute dommage
de devoir parler au conditionnel passé... mais il fallait bien mettre fin a la
rédaction ! De fait, faisant suite a une premiere version de cet ouvrage, rendue
disponible sur Internet, en format html, en mai 1997, la derniere section
(section 6), consacrée a une présentation générale des mathématiques non
commutatives et au calcul différentiel sur les algebres non commutatives, a été
rajoutée en mars 1998. Ce rajout répond donc, en partie, a la préoccupation
mentionnée plus haut.

Bien entendu, toutes les remarques permettant d’améliorer ce document,
voire de corriger certaines sections si besoin est, sont les bienvenues : envoyer
un courrier a I'auteur ou un courriel a coque at cpt.univ-mrs.fr.

On aura compris que ce livre a été rédigé en francais. Certes, il eut été
préférable, pour rassembler un plus large lectorat, de rédiger directement
I'ouvrage en anglais. L'usage de la langue anglaise, et en particulier la lecture
de I'anglais, sont devenus obligatoires dans notre société, et il est certain que
I’enseignement de cette langue a fait des progres considérables en France; il

1. Mentionnons & ce propos le traité [3] qui restera sans doute pour longtemps 'ouvrage
de référence en géométrie non commutative.
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n’en demeure pas moins que la lecture de textes en anglais, méme de textes
scientifiques, pose toujours a nos étudiants ainsi qu’a certains de leurs ainés,
des difficultés. Il en va d’ailleurs de méme pour une vaste partie du monde
francophone, ou le frangais n’est parfois qu'une deuxieme langue (I’anglais
venant en troisileme position). Il n’est pas certain que le présent ouvrage
devienne un livre de chevet (!) mais pour faciliter sa lecture sans rajouter
une difficulté linguistique, 'auteur a décidé de rédiger ce livre directement en
frangais. Ces notes sont donc dédiées aux étudiants et aux chercheurs de la
francophonie, et a tous les esprits curieux qui souhaitent acquérir un certain
nombre de notions géométriques des mathématiques contemporaines avant
de s’embarquer eux-meémes dans ’aventure de la recherche, que ce soit en
Physique ou en Mathématique, ou qui souhaitent tout simplement satisfaire
leur curiosité intellectuelle. Une version anglaise serait la bienvenue mais
I’auteur n’a pas eu, jusqu’a présent, le courage de s’atteler a cette tache.

Disponibilité

L’ensemble du document (sa derniere version) est accessible, via internet,
en version html ou pdf sur http://www.cpt.univ-mrs.fr/~coque/.
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Bibliographie

On trouvera assez peu de références mentionnées dans cet ouvrage. Il exis-
tait évidemment la tentation de citer tous les livres traitant, de pres ou de
loin, de géométrie différentielle, d’espaces fibrés, de connexions, de géométrie
riemannienne etc . Un tel effort bibliographique semble évidemment, des le
départ, voué a I’échec. Une autre solution etit été de ne citer que les ouvrages
élémentaires. Malheureusement, les ouvrages en question ne recouvrent pas
nécessairement tous les sujets qui sont abordés ici. Enfin, on rappelle que
la premiere rédaction de ces notes, avant leur mise a disposition sur inter-
net, date de 1996 ; plusieurs ouvrages d’enseignement sur des sujets voisins
sont apparus depuis. L’attitude que nous avons choisi d’adopter est de ne ci-
ter que les livres et autres travaux pour lesquels 'auteur a conscience d’avoir
subi une influence possible ou certaine. Les documents en question sont assez
variés : certains sont des ouvrages de référence, d’autres sont des monogra-
phies spécialisées, d’autres encore, des articles de recherche. L’auteur n’a pas
cherché a suivre tel ou tel traité et a essayé de rédiger ces notes de fagon
originale. .. certains pourront peut-étre s’en plaindre! Tout ceci explique la
raison du petit nombre de références, que voici.
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Chapitre 1

Variétés différentiables

1.1 Variétés topologiques

1.1.1 Définition

Une variété topologique est tout d’abord un espace topologique, mais
on suppose, de surcroit, que chacun de ses points possede un voisinage
homéomorphe a un ouvert de R™. On dit alors que cet espace est une variété
topologique de dimension n.

Intuitivement, une variété topologique de dimension 2 est un espace qui,
localement, c’est a dire si on ne regarde pas trop loin, ressemble a un pe-
tit morceau de feuille de papier qu’on aurait pu découper avec des ciseaux
apres en avoir tracé le pourtour au crayon (on peut d’ailleurs froisser le
bout de papier en question). La structure globale de cet espace peut étre
évidemment assez différente puisque la variété elle-méme est obtenue par re-
collement de tous ces petits morceaux de papier. Ainsi, un pneu de bicyclette,
éventuellement dégonflé, plié et “froissé” fournit un exemple d’objet physique
qu’on peut modéliser a 'aide d'une variété topologique de dimension 2 : un
tore.

1.1.2 Variétés a bord

Les variétés dont il vient d’étre question n’ont pas de bord (au sens intuitif
du terme). En effet, si nous nous transformons en étres plats, rampant sur la
surface d’un ballon — ou d’un pneu — nous ne sommes jamais arrétés par une
quelconque barriere. Cela ne serait pas le cas si nous nous déplacions sur la
surface d'un quartier d’orange ou d’un pneu crevé (nous nous arréterions au
bord du trou!). Sans se transformer en étres plats, cela ne serait pas le cas
non plus si nous nous déplacions a l'intérieur d’une boule fermée. De fagon



2 CHAPITRE 1. VARIETES DIFFERENTIABLES

générale, il est possible de fabriquer des “variétés a bord” en effectuant un
ou plusieurs trous dans une variété sans bord (a ’aide d’une petite cuillere
multi-dimensionelle!) ; la partie enlevée, comme la partie qui reste, devient
une variété topologique a bord.

Pour préciser cette notion, il nous faut élargir la définition de variété que
nous avons donné plus haut puisque certains des points (ceux du bord) ont
un voisinage non pas homéomorphe a un ouvert de R™ mais a un voisinage de
R (le fermé de R™ formé des points dont la derniere composante est positive
ou nulle).

Attention : si nous nous promenons dans une boule ouverte, nous ne
pourrons jamais atteindre aucun bord... par définition d’une boule ouverte !
Une boule ouverte est une variété sans bord de dimension 3 qui est d’ailleurs
homéomorphe & R3. Par contre, une boule fermée est une variété a bord
de dimension 3, les points du bords sont ceux de la sphere (une variété
de dimension 2) et ils possedent — dans la boule fermée — des voisinages
particuliers. Le disque ouvert (la boule de dimension 2) est aussi une variété
sans bord et le disque fermé est une variété a bord (son bord est constitué
d'un cercle qu'on peut appeler également “sphere de dimension 17. Dans
le méme genre, un intervalle ouvert est une variété sans bord (la boule de
dimension 1) et un intervalle fermé est une variété a bord (son bord est
constitué de deux points dont la réunion constitue ce qu’on peut appeler la
sphere de dimension 0. Les exemples qui précedent sont généralisables en
toutes dimensions.

Terminologie : Si on ne précise pas davantage, une variété topologique est
censée etre une variété sans bord.

1.1.3 Contre-exemples

La plupart des objets mathématiques auxquels nous avons tendance a
penser de prime abord sont des exemples de variétés topologiques (avec ou
sans bord), et, pour cette raison, il est bon de donner quelques exemples d’es-
paces topologiques qui ne sont pas des variétés. Considérez par exemple une
croix (réunion de deux segments d’intersection réduite a un point); ce n’est
pas une variété car le point situé a l'intersection des deux segments possede
des voisinages en forme de croix, et une croix n’est jamais homéomorphe a
un ouvert de R = R!. Le globe impérial est un objet qu’on pourrait penser
a modéliser mathématiquement par une sphere (variété de dimension 2) sur
laquelle on aurait collé une croix (réunion de deux segments) Cet espace n’est
pas une variété pour deux raisons. La premiere vient du point d’intersection
des deux branches de la croix (déja vu) et la deuxieme est analogue puisque
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le point ou on a collé la croix sur la sphere possede des voisinages qui ne sont
homéomorphes ni & des ouverts de R! ni & des ouverts de R2.

Ces derniers exemples ne sont pas des variétés mais sont néanmoins obte-
nus par recollement de variétés... (CW complexes) Ils ne possedent pas une
dimension déterminée mais ont néanmoins une structure assez simple. On
peut cependant faire bien pire... Les exemples d’espaces topologiques qui ne
sont pas des variétés abondent (prenez par exemple des espaces topologiques
qui ne sont pas de Haussdorf, ¢’est a dire qui possedent des points qu’on ne
peut pas séparer a 'aide d’ouverts disjoints). Il ne faudrait pas croire que les
espaces qui ne sont pas des variétés n’ont pas d’intérét mathématique ou phy-
sique, bien au contraire. En fait, la géométrie non commutative (dont nous
ne parlerons pratiquement pas dans cet ouvrage) s’est développée en grande
partie pour forger des outils permettant de “calculer” dans de tels espaces,
espaces qui sont en fait completement décrits par des algebres associatives
mais généralement non commutatives. .. Par ailleurs, on sait que la descrip-
tion mathématique de la mécanique quantique repose sur l'utilisation des
algebres d’opérateurs, ce qui explique la raison pour laquelle les phénomenes
physiques relevant de cette mécanique soient si peu intuitifs puisqu’il nous
faut, dans ce cas, abandonner nos notions familieres de géométrie “commu-
tative”. C’est a I’étude de cette géométrie commutative qu’est consacrée le
présent ouvrage. Attention a la terminologie (mise en garde destinée au lec-
teur trop savant) : I’expression classique des théories de jauge non abéliennes
ainsi que I’étude des groupes de Lie (en général non commutatifs), relevent
de la géométrie commutative! Le calcul différentiel — et la physique classique
— se sont développés dans le cadre des variétés et c’est pourquoi nous com-
mencons par la. La structure de variété topologique est d’ailleurs elle-méme
insuffisante pour pouvoir travailler dans de bonnes conditions : Il nous faudra
pouvoir différentier les fonctions un nombre de fois suffisant. Pour ce faire il
nous faudra supposer que les variétés (en anglais manifolds) considérées ne
sont pas “froissées” : elles doivent étre “lisses” (bien repassées!). Ce sont les
variétés différentiables (en anglais smooth manifolds).

1.2  Variétés différentiables

1.2.1  Variétés, cartes, atlas

Intuitivement, on peut considérer une variété différentiable comme une
variété topologique (voir exemples supra) qui soit “lisse”, c’est a dire sans
plis, sans coins etc. Une variété différentiable M de dimension n est donc
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avant tout une variété topologique. Nous définissons tout s’abord la notion
de carte qui généralise la notion usuelle de carte géographique. Une carte
consiste en la donnée d’un ouvert U; de M ainsi que d’une application x :
PeclU,Cc M- (2(P)) € R" avec p € {1...n}. Il importe de bien établir
une distinction entre le point P lui-méme et ce qu’on appelle ses coordonnées
x#(P) dans la carte choisie. On suppose, de plus, que l'application x est
bijective et bi-continue de U; sur son image.

Mis a part le cas relativement trivial ou M est homéomorphe a R”, il
nous faut plusieurs cartes pour recouvrir la variété M. On appellera atlas
(sous-entendu différentiable) la donnée d’'un ensemble de cartes (U;,x) qui
recouvrent M c’est a dire telles que U;U; = M et telles que les changements
de cartes ¢;; soient des bijections différentiables, ainsi que leurs inverses.
Précisons ce dernier point. Supposons que P € U; N U; C M, on peut donc
représenter P par un point z*(P) de R™ dans la carte (U;,z) ou par un
autre point y*(P) de R™ dans la carte (U;,y). On note ¢;; le changement de
cartes (encore appelé transformation de coordonnées) ; c’est une application
de l'ouvert x(U;) de R™ dans l'ouvert y(U;) de R™. On sait ce que signifie
“différentiable” pour une application de R™ dans R" : les dérivées partielles,
par rapport a chacune des variables, doivent exister. On impose donc a ¢;;
d’étre une application différentiable. On lui impose également d’étre bijective
(donc inversible) et on impose a son inverse ¢;; = (b;jl d’étre également
différentiable. Bien entendu, il faut préciser un peu plus ce qu’on entend par
différentiable : suivant qu’on impose aux applications ¢;; d’étre une seule
fois différentiable, r fois différentiables ou infiniment différentiables, on parle
d’atlas de classe C1, C" ou C*. Dans la suite de 'ouvrage et sauf mention
explicite du contraire, c’est de classe C*° qu’il s’agira. La premiere fagon
de définir une variété différentiable est de se donner une variété topologique
ainsi qu'un atlas différentiable. Du pont de vue des notations, il n’est pas tres
commode de faire figurer 'indice ¢ qui se rapporte a la carte, sur le systeme de
coordonnées x ; dans le cas ou on en consideére deux (par exemple x et y) on
écrira les formules de changement de carte (I’application ¢;;) sans introduire
de nouvelle notation en écrivant simplement y* comme une fonction de z",
c’est a dire y* = y*(x").

1.2.2 Atlas maximal

En géographie ordinaire (celle du globe terrestre) il est bien connu qu’il
nous faut au moins deux cartes pour décrire la Terre. Par contre, rien ne
nous interdit d’en utiliser trois ou plus .... Si on réunit les cartes d’un at-
las avec celles d'un atlas différent (concernant la méme variété topologique),
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on peut s’attendre a fabriquer ainsi un atlas plus grand, un peu redondant,
certes, mais néanmoins utile. Il faut cependant prendre la précaution d’im-
poser aux cartes d’étre compatibles, c’est a dire telles que les formules de
changements de cartes, d’un atlas a 'autre, puissent s’exprimer en terme
de transformations différentiables de R™. Cette précaution n’est pas inutile
et peut conduire a des surprises. Rien ne nous empéche alors de considérer
I'ensemble (assez gros il est vrai!) de tous les atlas compatibles possibles
d’une variété donnée et de les réunir en un unique atlas maximal. Bien qu’un
seul atlas suffise a caractériser completement la variété, il peut étre tres utile
de considérer la variété M équipée d'un tel atlas maximal contenant toutes
les cartes compatibles possibles. En d’autres termes, on peut completement
caractériser une variété différentiable par la donnée d’une variété topolo-
gique et d'un atlas maximal. Il se trouve que, dans certains cas, une variété
topologique donnée possede plusieurs structures différentiables (plusieurs at-
las maximaux distincts). C’est le cas pour R (le seul, parmi les espaces
numériques R™ a posséder des structures différentiables “exotiques”) et c’est
aussi le cas pour les spheres S™ lorsque n > 7. Nous ne nous intéresserons
pas a ces phénomenes dans le cadre de cet ouvrage.

1.2.3  Variétés et calcul différentiel “intrinseque”

En mathématiques élémentaires, on définit souvent les espaces géométriques
intéressants (par exemple une spheére) comme sous espace d'un espace af-
fine R™. L’idée fondamentale du calcul sur les variétés (calcul différentiel
intrinseque comme on 'appelait autrefois) est de faire abstraction du fait
que la variété qui nous intéresse est, ou non, plongée dans un espace R"
“plus grand” et de développer un calcul qui soit totalement indépendant
du plongement en question. Les motivations physiques sont analogues. Par
exemple, 'expérience quotidienne nous montre que tout événement de I'uni-
vers sensible (whatever it means) peut se décrire a I’aide de quatre nombres
spécifiant sa position (trois nombres) et sa date (un nombre). Mais pour-
quoi supposer, a priori que I’ensemble de ces événements doive étre décrit a
'aide d’un un espace R* ? Pourquoi pas une hyper-spheére (ou n’importe quoi
d’autre ?) Mais alors, si on décide d’utiliser une hyper-sphere de dimension
4 pour décrire notre espace-temps, ou, comme dans certains modeles cosmo-
logiques, comme le produit d’une hyper-sphere (gonflable) de dimension 3
par une droite ou une demi-droite, pourquoi supposer que notre variété est
plongée dans un espace de dimension 5 ou plus dont les points sont sans si-
gnification physique ? Puisque c’est possible, autant travailler dans la variété
qui nous intéresse sans chercher & en “sortir”.
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L’idée la plus fondamentale et la plus simple du calcul différentiel sur les
variétés est la suivante. Grace a I’existence locale des cartes, on peut toujours
faire “comme si” on était sur R™ et développer des outils et des méthodes
de calcul sans se soucier — dans un premier temps — de leur globalisation,
quitte a vérifier, par la suite, que tout se recolle comme il faut lorsqu’on
passe d’une carte a 'autre. C’est ainsi que 'essentiel des notions qui suivent
sont en fait des notions qui peuvent étre définies dans un espace R™ et dont la
généralisation, au cas des variétés, est quasi-immédiate. Nous ne supposons
pas que le lecteur est déja familier des notions en question; c’est la raison
d’étre des paragraphes qui suivent.

1.3 Applications différentiables, difféomorphismes

1.3.1 Définition

Soient M et N deux variétés différentiables de dimensions respectives
m et n. Une application différentiable ¢ de M dans N est une application
qui peut s’écrire localement a ’aide d’une application différentiable (encore
notée ¢) de R™ dans R". En d’autres termes, si on a Q € N = ¢(P) avec
P € M, alors, grace au choix de cartes P € U; C M — x#(P) € R™ et
Q eV, C N — y’(Q) € R, on pourra écrire (et on écriral) y = ¢(z) ce qui
signifie, en fait y”(Q) = ¢(x#(P)). L’ensemble des applications différentiables
de M dans N se note C*(M, N).

Petite parenthese sur le probleme des notations en mathématiques : Il est
important de comprendre la signification de ce qu’on écrit, mais il est (de
l’avis de l'auteur) absurde de vouloir que la notation utilisée nous rappelle
a tout moment les différents abus d’écriture commis depuis le chapitre 1 du
tome 1 de Bourbaki et sans lesquels il n’est pas de calcul possible!

L’application ¢ (celle qui va de M dans N) est donc caractérisée — les
cartes étant choisies — par n fonctions différentiables y” de m variables z*.
Il est alors naturel de considérer la matrice jacobienne de cette application,
c’est a dire la matrice rectangulaire m x n des dérivées partielles gg:. Nous
en reparlerons un peu plus tard.

1.3.2 Difféomorphismes et changements de coordonnées

Il existe deux cas particuliers particulierement intéressants.

Le premier est celui ou M et N coincident. Dans ce cas, il peut se faire
que 'application différentiable ¢ soit non seulement différentiable mais en-
core bijective et que son inverse soit également différentiable. On dit alors
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que ¢ est un difféomorphisme. Notons qu’une application différentiable est
automatiquement continue et que, par conséquent, un difféomorphisme est
automatiquement un homéomorphisme. Il est facile de vérifier que ’ensemble
des difféomorphismes d une variété différentiable M constitue un groupe pour

la composition des applications. On note ce groupe Dif f(M) C C*(M, M) ;
c’est un sous groupe de I'ensemble Hom (M) C C°(M, M) des homéomorphismes
de M. Notons qu’il existe une correspondance assez subtile entre difféomorphismes
d’une part — qui sont des transformations que 1'on appelait autrefois “acti-
ves” car elles transforment les points de M en d’autres points de M — et
changements de coordonnées — qui sont des transformations que 'on appe-
lait autrefois “passives” car elles ne transforment pas les points de M mais
résultent seulement d’un changement de carte.

Il est a peu pres évident que ces deux notions coincident dans le cas
ou M est 'espace R" lui-méme (muni de la structure différentiable définie
par une unique carte canonique, I'application identique). Examinons de plus
pres le cas général. Les cartes étant elles-mémes des difféomorphismes lo-
caux entre ouverts de M et ouverts de R", effectuer un changement de carte
(changement de systeme de coordonnées) se traduit par un difféomorphisme
local y(z) de R™. Par contre, un difféomorphisme de M est, par définition,
une notion globale qui se traduit elle-aussi, apres choix de cartes, par un
difféomorphisme local de R™. L’équivalence des points de vue “actifs” et
“passifs” n’existe donc que pour R" et il semble préférable d’éviter cette
terminologie. Une idée physique fondamentale, a la base de la théorie de la
relativité générale est que les équations de la physique doivent pouvoir s’écrire
de fagon tout a fait indépendante de 'observateur, quelle que soit ’état de
mouvement de ce dernier. Traduite en termes de coordonnées, ce “Principe
de Relativité Générale” a souvent été exprimé de par le passé comme affir-
mant I'indépendance des lois de la physique par rapport aux changements de
systemes de coordonnées. Une telle affirmation manque de précision, des lors
qu’on travaille sur une variété quelconque et non sur un espace numérique.
Il semble d’ailleurs qu’A. Einstein lui-méme n’ait jamais pu exprimer correc-
tement ce principe de fagon vraiment précise et moderne (cela n’enléve rien
a son génie!). Le principe en question peut s’énoncer ainsi : I'espace-temps
étant décrit par une variété différentiable, les lois de la physique doivent étre
invariantes sous l’action du groupe des difféomorphismes de cette variété.

1.3.3 Fonctions différentiables

La deuxieme classe de cas particuliers intéressants est celle ou l'appli-
cation différentiable considérée ¢, de M dans N est définie sur une variété
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quelconque M, mais ou N coincide avec I’ensemble R des nombres réels. Les
applications différentiables en question sont désignées sous le nom de fonc-
tions différentiables sur M ; I'utilisation du mot “fonction” est en accord
avec les habitudes terminologiques anglaises, ou les applications quelconques
sont des “maps” , mais ou les applications a valeurs réelles (ou complexes)
sont des “functions”. L’ensemble des fonctions différentiables sur M se note
C>®(M) = C>®(M,R).

Remarque : ’ensemble des fonctions différentiables C'*° (M) est une algebre
pour l'addition des fonctions [f + g](z) = f(z) + g(z), la multiplication des
fonctions définie (ponctuellement) par [fg|(z) = f(x)g(z) et Popération ex-
terne de multiplication par un nombre réel. C’est une sous-algebre de ’algebre
commutative C°(M).

Le lecteur peut s’étonner de la présence et de la signification de I'indice
supérieur 0 ou oo dans les notations C°(M) ou C(M). Cet indice se réfere
a l'ordre de différentiabilité supposé des fonctions appartenant a ’ensemble
considéré. On pourrait bien entendu considérer des ensembles tels que C? (M)
constitués de fonctions qui sont, au moins, p fois différentiables. Dans la suite
de cet ouvrage, cependant, nous nous limiterons aux cas p = 0, c¢’est a dire
les fonctions continues (qui peuvent évidemment étre différentiables ou non)
et p = 00, c’est a dire les fonctions infiniment différentiables.

1.4 Champs de vecteurs

1.4.1 Notions élémentaires et intuitives

Avant de donner une définition générale des vecteurs et champs de vec-
teurs, définition qui pourrait sembler assez abstraite de prime abord, nous
souhaitons motiver quelque peu cette définition. Le lecteur est déja sup-
posé étre familier de la notion élémentaire de vecteur, a savoir une classe
d’équivalence de bi-points paralleles et de méme sens, dans ’espace affine
R™. Un champ de vecteurs de R”, au sens élémentaire du terme, est donc une
application qui, a tout point de R™ — considéré comme espace affine — associe
un vecteur de R™ —considéré comme espace vectoriel. Intuitivement, on a une
“fleche” en tout point; on peut penser a l'exemple du champ des vitesses
d’un solide en mouvement, mais on peut aussi penser au champ magnétique
en tout point de I'espace, etc. En physique — mais aussi, comme nous allons
le voir, en mathématiques — un vecteur peut étre considéré comme un “petit
déplacement”. Soit M une variété différentiable, f une fonction différentiable
ainsi que P et () deux points de M. Si M était un espace affine (comme R"),
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cela aurait un sens de considérer la différence de () et de P, puisque cette
différence définirait simplement le vecteur PQ) = Q — P. On pourrait aussi
(mais on peut de toutes fagons) considérer la différence f(Q) — f(P) des
valeurs prises par f en ) et P. Dans le cas de M = R"™ et lorsque @) (coor-
données 2’) tend vers P (coordonnées x), le théoreme des accroissement finis
(ou celui de Taylor) nous dit quef]] f(2') — f(z) = (2/ —2)'0/02' f(x) + ... =
v'0/0z' f(x)+. .. ou les nombres v' = (2’ — x)’ ne sont autres que les compo-
santes du vecteur P() = () — P dans le repere ou P et () ont des composantes
2 et 2", Dans le cas des variétés, 'expression (z/ — x)'0/dz" f(x) a encore
un sens. En effet, choisissons tout d’abord une carte, et notons v la quantité
v =1v'0/dz". Si x(P) sont les coordonnées de P dans le domaine de la carte
x, on pourra considérer la quantité

vlf] = '35 f(2)

qui nous décrit la variation - au premier ordre — de f dans ce que nous avons
envie d’appeler la direction v. La quantité précédente v[f] est elle-méme
une fonction, qui, lorsqu’elle est évaluée au point P nous fournit un nombre

v[f](P).

1.4.2 Vecteurs, espace tangent et champs de vecteurs

Dans le cas des variétés, il est clair que les vecteurs ne peuvent pas étre
définis comme des bi-points (ou des classes d’équivalences de bi-points), par
contre, rien ne nous empeche d’utiliser leur propriété de machine-a-fabriquer-
des-dérivées-partielles pour les définir de fagon générale. Dans le domaine
d’'une carte x, un champ de vecteurs sera donc défini comme un opérateur
de différentiation d’ordre 1 a savoir

0
oxt

Cet opérateur agit sur les fonctions f € C*°(M) pour donner d’autres fonc-
tions (puisque v[f] € C*(M)). Le champ de vecteurs v ainsi défini est
indépendant de la carte choisie.

L’opérateur différentiel d’ordre 1 noté v = v'0/dz" est un champ de vec-
teurs car les v’ sont des fonctions sur M alors que v(P) = v'(P)d/dx" est un
vecteur au point P, de composantes v'(P).

v =71

1. Nous utilisons la convention d’Einstein : il existe toujours une somme sous-entendue
sur les indices répétés, par exemple viw, = T En regle générale, les indices répétés
ne sont jamais en méme position : 'un est en position haute et I’autre en position basse,
a moins qu’une métrique ne soit utilisée.
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En géométrie élémentaire des courbes, la tangente en P a une courbe
(différentiable) est définie comme limite des sécantes PQ lorsque ) tends

vers P; cela signifie que les vecteurs }ﬁ tendent vers un vecteur tangent
a la courbe. En géométrie des variétés différentiables, on pourrait faire de
meéme, a condition de plonger notre variété (par exemple la sphere usuelle
S?) dans un espace plus grand (par exemple R3) et voir ainsi, un vecteur
de S? comme un vecteur tangent a la spheére (et donc “sortant” de celle-
ci) ; mais une telle contrainte serait précisément contraire a I'idée méme du
calcul intrinseque sur les variétés, calcul qui se veut, justement, indépendant
de 'existence de plongements possibles. La définition adoptée précédemment
est bien indépendante de la présence d'un espace affine ambiant, mais il est
néanmoins commode, pour lintuition, de visualiser nos vecteurs de fagon
élémentaire et d’adopter une terminologie qui nous rappelle des situations
bien connues. Pour ces raisons, un vecteur de la variété M en un point P
est souvent appelé vecteur tangent en P, I’ensemble de ces vecteurs se note
T (M, P) ou encore TpM et est désigné sous le nom de espace tangent a M en
P ; on a donc un espace tangent en chaque point de la variété. L’ensemble des
vecteurs eux-mémes (tous les vecteurs), se note T'(M) ou simplement T'M et
est appelé I'espace tangent a M ou encore, pour une raison qu’on expliquera
ultérieurement le fibré tangent a M (“tangent bundle”). Un élément de T'M
est donc la donnée (P,u) d'un point de M et d'un vecteur en ce point.
Attention, il faut bien distinguer les notions de vecteur en un point et de
champs de vecteurs (mais nous allons tres souvent oublier cette distinction).
L’ensemble des champs de vecteurs se note I'T'M. Notons que cet espace est
un espace vectoriel (de dimension infinie), et T'(M, P) est un espace vectoriel
de dimension n (supposant que M est elle-méme de dimension n), alors que
TM n’est pas un espace vectoriel du tout (on ne peut pas additionner un
vecteur en P avec un vecteur en Q!). On verra que T'M, que l'on peut
considérer comme une collection d’espaces vectoriels parametrisés par les
points de M, possede la structure d’espace fibré vectoriel (cette structure
sera définie et étudiée plus loin). Notons que I'espace T'M est lui-méme une
variété différentiable. Supposons que M soit une variété de dimension n,
un point P de M est en effet caractérisé (dans une certaine carte) par n
composantes z# et un “point” (c’est a dire un élément) de T'M consistera
en la donnée d'un couple (P,u) € M x T(M, P) c’est a dire 2n nombres (n
nombres x* et n composantes du vecteur v dans une base choisie de 1’espace
vectoriel T'(M, P). Ainsi T'M est une variété de dimension 2n. Intuitivement,
on peut se représenter par exemple 7'S? comme la donnée d’une infinité
de plans tangents collés a la sphere; il s’agit, dans ce cas d'une variété de
dimension 4.
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1.4.3 Regle de Leibniz

Soit v un champ de vecteurs. Il pourra donc s’écrire localement (c’est a
dire dans une certaine carte) v = v*9/0z". Si f et g désignent deux fonctions
sur M, il est clair que

é%ﬁﬂzé%vm+filw

OxH
Par conséquent on aura plus généralement :

v[fg] = v[flg + folg]

On retrouve la regle usuelle de dérivation d’un produit. De fagon générale, si
A est une algebre associative, on dit que v est une dérivation, lorsque v est une
application linéaire (un “opérateur”) de A dans A telle que v[fg] = v[flg +
fulg] avec f, g € A. Les champs de vecteurs sont des dérivations de 1’algebre
associative (et commutative) C*°(M). On pourrait d’ailleurs les définir di-
rectement par cette propriété. En d’autres termes, I'T'M = Der C*°(M).

1.4.4 Crochet de deux champs de vecteurs

Notons que le produit de deux vecteurs n’est pas un vecteur (produit
défini par composition de I'action des vecteurs sur les fonctions) mais un
opérateur différentiel d’ordre 2. En effet, soient v = v#9/0z" et w = w”9/dx”
deux champs de vecteurs (attention les v* est les w” n’ont aucune raison
d’étre constants dans la carte choisie). Alors, (vw)[f] = v[w[f]] = v[w’0/0x"[f]] =
vr0 0z wv 0/ 0z [f]] = v*O/DxH [w¥]0/Ox” [ f]+vtw’ 8%/ Ox+Dx¥ | f] Par contre,

le commutateur (notation crochet) de deux champs de vecteurs, défini par

(v, w| = vw — wv

est un champ de vecteurs. Pour s’en convaincre, il suffit de vérifier que c’est
bien un opérateur différentiel d’ordre un. Le petit calcul précédent montre
immédiatement que les dérivées secondes disparaissent lorsqu’on calcule la
différence et qu’il reste

0, ullf] = ()] — (wo)[f] = (o] — w2

oz

La définition précédente du crochet [v,w] = vw — wv de deux champs de
vecteurs implique de fagon immédiate les deux propriétés suivantes :
Antisymétrie

[u,v] = —[v, ul
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Identité de Jacobi

[u7 [Ua w“ + [U, [w7 u]] + [w7 [U7UH =0

Une algebre (évidemment non associative) ou les éléments vérifient ces deux
identités est appelée une algebre de Lie. Notons qu’une algebre de Lie est, en
particulier, un espace vectoriel. Nous pouvons donc conclure ce paragraphe
en disant “I’ensemble des champs de vecteurs est une algebre de Lie (de
dimension infinie)”.

1.4.5 Repere naturel associé a une carte

On appelle repere sur U C M, la donnée, en chaque point P € U, d’une
base de I’espace vectoriel tangent en P. Un repere est en général “local”,
c’est a dire qu’on n’essaye pas, ou qu’on ne peut pas choisir U = M. Si
x*(P) désignent les composantes de P dans une carte locale (U, x), on a déja
vu que des vecteurs quelconques en P ou dans un voisinage de P peuvent se
décomposer sur les vecteurs 0/0x*. En d’autres termes, ’ensemble des

e, = {0/021} |

fournit un repere. Ce repere est appelé repere naturel associé a la carte x ou
aux coordonnées z# (“coordinate frame”). Par suite de la propriété de com-
mutativité des dérivées partielles, il est évident que 9? /0xH0x” —0? | Dx” Ozt =
0. En d’autres termes, si {e,} désigne le repere naturel associé a la carte z*,
on a

[e“, 61,] =0

Une telle propriété caractérise, en fait, les reperes naturels.

1.4.6 Changement de carte

Soit P € M — y(P) € R™ un nouveau systeme de coordonnées. Si z
désigne 'ancien systeme, on notera également y : R™ — R" les fonctions
de changement de carte, on écrira donc y(P) = y(z(P)). Le repere naturel
associé aux coordonnées z est e, = {9/0z"}, celui associé aux coordonnées
y est e/, = {0/9y"}. Nous savons (depuis le secondaire) comment calculer la
dérivée d'une fonction composée, et donc

0 oy” o

ek . OzH W
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ce qui, avec d’autres notations, s’écrit

e, = 8y”e,
1 al’“ v

Notation

Il est souvent commode de noter tout simplement 9, les vecteurs du repere
naturel {e, = 0/0x"} associés a la carte z*. La décomposition d'un vecteur
quelconque v suivant ce repere s’écrit v = v#9,, ol les v* sont des nombres
réels.

1.4.7 Reperes mobiles (repéres quelconques)

Dans un espace vectoriel, nous savons que les changements de base sont
décrits par des matrices “de passage” qui ne sont autres que des matrices in-
versibles A% quelconques. En géométrie différentielle, nous pouvons bien en-
tendu faire de méme, a ceci pres que la matrice A# peut maintenant dépendre
du point de la variété. En d’autres termes, on a des matrices de passage
dont les éléments sont des fonctions sur la variété. Supposons que nous nous
trouvons dans le domaine d’une carte et que {0,} désigne le repere naturel
associé. Ce repere, au point P, constitue une base de ’espace tangent en P.
Mais rien ne nous empéche de choisir une autre base au méme point. Si A#
désigne une matrice inversible en P, alors la famille de vecteurs {e, = A*J,,}
est une autre base de 'espace tangent 7),M, c’est a dire un repere au point
P. Un tel repere est couramment désigné sous le nom de repere mobile. No-
tons qu’il n’y a aucune raison, a priori, pour que ce repere coincide avec le
repere naturellement associé a une autre carte que celle des x* ; pour que cela
soit le cas, il faudrait qu’on puisse trouver une solution locale y® au systeme
d’équations Jy*/dz* = (A~)%) ott A=" désigne la matrice inverse de la ma-
trice A. Le théoreme garantissant 1’existence de solutions pour une équation
différentielle aux dérivées partielles nous assure seulement ’existence d’une
telle solution y*(z")) le long d’une ligne, mais pas dans un voisinage ouvert
de la variété.

Soit {e,} un repere mobile. Nous avons déja vu que le crochet (commu-
tateur) de deux champs de vecteurs est un champ de vecteurs. En particulier
[€a; €g] est un champ de vecteurs qui, évalué au point P, appartient a 'es-
pace tangent en ce point et peut donc se décomposer sur une base de 1’espace
tangent en P. On écrira donc

[eas €s](P) = fas(P)ey(P)

ou, plus simplement

[ea; €] = fgﬂew
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ot les f7 5 sont des fonctions sur la variété qu’on appelle fonctions de structure
du repere mobile (on ne doit pas les appeler constantes de structure car,
précisément, elles ne sont pas constantes en général!).

Par ailleurs, on posera souvent 0, = e, méme s’il n’existe pas de systeme
de coordonnées {y*} tel que d, soit le repere naturel associé. Le lecteur doit
donc se méfier de cet abus d’écriture pourtant commode : il est des cas ou
0, et 0 ne commutent pas!

1.5 Tenseurs et formes extérieures sur les es-
paces vectoriels

Avant de passer au cas des variétés, il convient d’effectuer quelques rap-
pels d’algebre linéaire puisque le passage du cas vectoriel au cas des variétés
s’effectue essentiellement en remplacant un espace vectoriel unique par une
famille d’espaces vectoriels “de méme nature”, parametrisée par les points
de la variété.

1.5.1 Algebre tensorielle d’un espace vectoriel

Soit E/ un espace vectoriel de dimension finie n sur un corps K. On note
E* son dual, c’est a dire ’ensemble des formes K-linéaires sur E (applications
linéaires sur F a valeurs dans le corps de base, qu’on suppose commutatif).
En terme de composantes, soit {e,} une base de E, et {e*} la base duale
correspondante de E*, on a

eles] = 0}

ou 0# désigne le symbole de Kronecker (1 si p= v et 0sipu# v).

L’espace vectoriel E de référence étant choisi, on écrira (comme le font
toujours les physiciens) les vecteurs de base avec des “indices en bas” et
les composantes avec des “indices en haut”. Bien entendu, la convention
est opposée pour ce qui concerne l’espace vectoriel dual. Par ailleurs nous
adoptons également la “convention d’Einstein”, c’est a dire que nous effec-
tuons toujours une sommation (le signe somme étant sous-entendu) sur les
indices répétés, lorsque I'un des indices est en position haute et 'autre en
position basse. Nous avons déja utilisé cette convention dans les sous-sections
précédentes. Cette convention allege considérablement 1’écriture des formules.

Nous n’adopterons pas, dans cet ouvrage, la notation dyadique chere a
Dirac utilisant des bra et des ket car elle est peu usuelle en géométrie mais
il est peut-étre utile d’y consacrer quelques lignes. Avec cette notation, les
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éléments d’un certain espace vectoriel F choisi une fois pour toutes sont notés
avec des “kets”, par exemple |v) et les éléments du dual avec des “bras”, par
exemple (o|. L’évaluation d’une forme sur un vecteur se note ainsi naturelle-
ment sous forme de “bracket” (o|v). La relation précédente caractérisant la
dualité entre une base de E et une base de E* s’écrira donc

(e"lev) = 0y

On évalue ici une forme sur un vecteur et on obtient donc un nombre.

Par contre, la quantité |e, ) (e#| désigne une application linéaire de E dans
E puisque e, ){e|e,) = le, )0k = |e,). Ainsi, en prenant [v) = v’le,), on
obtient |e,)(e#|v) = vt|e,). Pour les mémes raisons, 1'écriture |v)(o| désigne
un opérateur (alors que (o|v) désigne un nombre).

L’identification des vecteurs de E avec des applications de K dans F (a
v € F on associe I'application A € K — \v € E) permet de bien comprendre
cette dualité et l'intérét de la notation dyadique.

Si on se souvient “qui est qui”, et si on fait attention a I'ordre des termes,
on peut simplifier les notations a l'extréme et ne noter ni les produits ten-
soriels, ni les symboles (| ou |). On écrira ainsi parfois de fagon un peu
provocante les éléments de E sous la forme

— T
v = e,V

(avec v € R) et les composantes @ droite des vecteurs. On écrira parfois de
meéme les éléments du dual E* sous la forme

_ ju
o=o0ue

(avec 0, € R) et les composantes d gauche des formes linéaires. Si on ne
note explicitement ni les produits tensoriels ni les évaluations des formes sur
les vecteurs, on voit que ov = o, (ee, )v” = 0,040 = 0,0* est un nombre.
Par contre vo est un opérateur (on pourrait I'écrire v ® 0 € E ® E*), plus
précisément vo = e, (vtio,)e.

L’ordre adopté ci-dessus (le fait d’écrire les composantes —qui sont pour-
tant des nombres!— a droite des vecteurs, etc) est particulierement adapté
aux généralisations non commutatives de la géométrie différentielle — cela
vient du fait qu’en Occident, nous écrivons de gauche a droite |- mais rappe-
lons nous que, bien entendu, en géométrie ordinaire “commutative” (celle qui
nous intéresse ici), on peut toujours écrire v = e, v* = v*e,. Un dernier mot
de mise en garde : lorsqu’on veut insister sur le fait que le vecteur e, désigne
une dérivation 0, il est préférable — pour ne pas se tromper! — d’écrire les
composantes du coté gauche. Il en va de méme en géométrie non commuta-
tive ou champs de vecteurs et dérivations d’algebre sont de toute facon des



16 CHAPITRE 1. VARIETES DIFFERENTIABLES

concepts différents puisque les premiers forment un module sur 'algebre as-
sociative des “fonctions” alors que les dérivations ne forment un module que
sur le centre de cette algebre. Aucune ambiguité n’est donc possible dans ce
cadre plus général.

On note @ E l'algebre tensorielle sur E c’est a dire la somme directe
@;O;oE@p ou E®P désigne la puissance tensorielle d’ordre p de E, c’est a
dire encore '’ensemble des applications multilinéaires d’ordre p sur E*. Soit
T € E®P alors on peut écrire

_ HIH2...lp
T=T €y Ry, ... Q€

Les éléments de Q) E sont encore appelés tenseurs contravariants (d’ordre p
s’ils appartiennent & E®P). Bien entendu, cet ensemble est non seulement un
espace vectoriel (de dimension infinie, les E®? étant de dimension (dim E)P
mais encore une algebre pour le produit tensoriel. On peut ne pas écrire le
symbole ® explicitement dans 1’expression précédente du tenseur 7, car. ..
“what else could it be ?”, auquel cas,

— THAH
T=T T

De la méme fagon, on note Q) E* I'algebre tensorielle sur E* c’est a dire la
somme directe @g‘;OE*@)p ou F*®P désigne la puissance tensorielle d’ordre p
de E*, c’est a dire encore ’ensemble des applications multilinéaires d’ordre
p sur E. Soit T € E*®P alors on peut écrire

— B o2 Hp
T =Ty e e
Les éléments de X) E* sont encore appelés tenseurs covariants (d’ordre p s’ils
appartiennent & E*®P).

Bien entendu, nous pourrons considérer des tenseurs p-fois contravariants
et g-fois covariants (éléments T' de E®P @ E*®?) et pour rester cohérents avec
nos notations, nous écrirons les produits tensoriels des vecteurs de E a gauche
de ceux de E*, c’est a dire

V1 U2

— TH1E2-fip
T=T, CpurCpp - - - €, €7€7 €

V1V2...Vq

Vq

ou meéme encore

— H1M2.--Up V1 V2 Vq
T =epepu, e, 1) T e"e? e

On pose E*®Y = F®0 = R,



1.5. TENSEURS ET FORMES EXTERIEURES 17

1.5.2  Algebre extérieure d’un espace vectoriel. Pro-
duit extérieur

On notera A*(E*) I'espace vectoriel des formes k-linéaires alternées sur E.
Rappelons que T € E*®* est alternée lorsque T(v1, . 0 U, ) =
0 des que v; = v;,7 # j. Il est équivalent de dire (si le corps de base
n’est pas de caractéristique 2) que T est antisymétrique, c’est a dire que
T(vr,. 00,05, v,) = =T(v1,...,05...,0;,...,v,). On dit aussi que
T est une forme extérieure d’ordre k et que A(E*) est I'algebre extérieure
construite sur E*.

L’antisymétriseur Alt Le groupe symétrique S, des substitutions sur
k éléments opere de facon évidente sur les k-uplets de vecteurs. Soit
s e Sk
S.(Ul, Vo, ... ,Uk) = (Us(l)a US(Q), c. 7Us(k))
Grace a cette action, on peut définir un opérateur Alt qui projette les
tenseurs covariants d’ordre k sur les formes k-linéaires antisymétriques

AltT = & D scs, €s108

ol € désigne la parité de la substitution s. On peut vérifier les pro-
priétés suivantes du projecteur Alt. Tout d’abord, c’est effectivement
un projecteur de E**P sur AP(E*), par ailleurs, si w,n et 0 désignent
trois tenseurs de Q) E, alors Alt(Alt(w ®@n) ®0) = Alt(w ® Alt(n®0)
et on peut donc écrire cette quantité sous la forme Alt(w ®n® ). La
présence du k! dans la définition de Alt est indispensable pour que la
propriété précédente d’associativité soit vérifiée.

Le produit extérieur A Soient w € A*(E*) et n € AP(E*). On définit
Le produit extérieur A,

whn =82 Altwen) € AFP(EY)

Propriétés :

A est associatif et distributif a droite et a gauche sur +
awAn=wAan=alwAn) avec a € R

wAn=(—1)P)n A w En particulier, si w est impaire, w A w = 0

Ces propriétés font de A(E*) = @,_,A*(E*) une algebre super-
commutative (une algebre commutative Zs-graduée).

De plus, si w € A*(E*), n € AP(E*) et § € A9(E*), alors

(k+p+q)

WwANANE = Fpld] ~Alt(w ®n®0)
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La présence des diverses factorielles dans les expressions ci-dessus,
aussi bien dans la définition de Alt que dans celle du produit extérieur,
disparait dans bien des cas ; par exemple, le lecteur pourra se convaincre
que si {0#} désigne une base de 1— formes, les définitions précédentes
conduisent aux expressions suivantes :

' ANO? =0 ®6% — 6 ® 0}
et

CANPANP =000+ 0" +6°260 @67
R0 -0 -0P20260"

I1 faut signaler ici qu’il existe une autre définition du produit extérieur
ou les membres de droite des expressions précédentes sont respective-
ment multipliés par 1/2! et 1/3! La définition adoptée ici est telle que
si {e,} désigne une base de I'espace vectoriel considéré et {6*} la base
duale correspondante, nous avons

OEANOPA .. ANO(er,e9,...,e,) =1

Dépendance et indépendance linéaire des formes extérieures Désignons
par {6“},!6{172,__”} une base de E*. Considérons un monome tel que
O N OF2 N LN Pk, Par suite de 'antisymétrie du produit extérieur,

il est clair qu'une telle expression est nulle des quun vecteur de
base est répété deux fois (c’est une autre fagon de dire qu’un ten-
seur completement antisymétrique est nul des que deux indices sont
répétés). Par ailleurs, deux monomes de ce type qui ne different que
par 'ordre des termes sont soit égaux, soit opposés. On peut donc
supposer que les indices sont ordonnés de la fagon suivante : 1 <
< p2 < ... < pp < n. Enfin, il est facile de voir que toute
forme extérieure d’ordre k, c’est A dire tout élément de A*(E*) peut
se décomposer sur des monomes de ce type. La dimension de I'espace
vectoriel A¥(E*) est donc (7). Bien entendu, lorsque k > n, toute
forme extérieure est nulle (deux indices sont alors automatiquement
répétés!). La dimension de l'algebre extérieure est donc X}_ 7 = 2.
Pour conclure ce paragraphe, citons sans démonstration (mais elle
est facile) le petit résultat bien utile suivant : Les formes linéaires
wh, w?, ..., wP sont indépendantes si et seulement si leur produit extérieur
wh Aw? AL AwP est non nul.

Ecriture des formes extérieures Une forme extérieure w d’ordre k
peut s’écrire de trois facons possibles. Tout d’abord, on peut la considérer



1.5. TENSEURS ET FORMES EXTERIEURES 19

comme un tenseur k fois covariant, et , a ce titre, on peut la décomposer
(existence et unicité) sur la base des tenseurs d’ordre k. On peut donc
écrire

w = wmug“.ukeul RN Q... R G+

On peut aussi la décomposer sur la base des formes extérieures 6#* A
0F2 A ... A 0 a condition d’ordonner les indices (sinon, la famille
précédente est génératrice mais n’est pas libre et donc n’est pas une

base!).
W= Y W0 AOE AN
pr<pe<..<pg
= W g N O NN O
La deuxiéme égalité utilise une notation |...| qui signifie que non

seulement on utilise la convention d’Einstein (sommation sur les in-
dices répétés) mais qu’on décide d’ordonner les indices.

La troisieme écriture — de loin, la plus utilisée — est celle ou on
décompose la forme w (toujours la méme) sur la famille génératrice
des formes extérieures 0" A 6*1 A ... A O mais sans ordonner les
indices! Bien entendu, pour un ensemble d’indices donnés (pour un
ensemble de vecteurs de base donné), k! des monomes précédents vont
étre égaux (ou opposés) et il faudra “corriger” le développement de w
en rajoutant un 1/k! devant I'expression. Ainsi donc,

w= % Wiy p...pige GHr N GF2 N LN GFE

Notons que la premiere écriture contient n* termes (et il y a unicité de

la décomposition), la seconde contient Wlk), termes (et il y a unicité

de la décomposition), la troisitme contient n* termes (mais il n’y a
pas unicité de la décomposition). Il est quelquefois utile, pour alléger
les notations, d’introduire des multi-indices M = (pyptg . . . pg). Alors,
les deux décompositions précédentes s’écrivent

WM AM
T

w:w|M|9M:

1.5.3 Produit intérieur d’une forme par un vecteur

Soit F un espace vectoriel et A(E*) Ialgebre extérieure sur son dual. Nous
avons défini précédemment le produit extérieur, qui est une loi de composi-
tion interne a ’algebre extérieure. Au contraire, I'opération que nous allons
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maintenant définir, le produit intérieur n’est pas un produit au sens usuel
du terme, en effet, il associe, a la donnée d’une forme extérieure w d’ordre
k (un élément de A*(E*)) et d'un vecteur v (un élément de E) une autre
forme différentielle, mais maintenant d’ordre £ — 1, c’est a dire un élément
de A*~1(E*). Cette nouvelle forme est simplement obtenue en “contractant”
w et v, plus précisément, en écrivant

[iyw](v1, V2, ..o V1) = wW(V, V1, Ve, ..., Vk_1)

c’est a dire encore, en terme de composantes et en notant a = 7,w,

— M
aﬂh/&w-all«k—l =v wﬂvulvﬂ%nwﬂk—l

Cette opération est quelquefois notée v|w au lieu de i,w.

Il résulte de I'antisymétrie des formes extérieures que deux opérations i,
et i, anticommutent, en particulier, le carré de 'opération 7, est nul :2,i,w =
—lwiy,w et iyt,w = 0, ce qu’on écrit simplement

Iyly = —lwly €6 Gyiy =0

Le produit intérieur est une antidérivation de ’algebre extérieure, ¢’est a dire
que pour w; € AM(E*) et wy € A*(E*), nous avons un analogue Zy-gradué
de la regle de Leibniz

Go(wr A wa) = dy(wr) Aws 4+ (—1)wy Ady(ws)

En particulier, si v = ¢,, est un vecteur de base et si w est égal au pro-
duit extérieur d’un certain nombre de vecteurs de la base duale, ’expression
précédente donne simplement :

i(e) oM A AT N Aot = (=1 T M AL NG AL oM st i=

=0 sl ig{“l?ﬂ%"'aﬂk}

ot le symbole ~ désigne 'omission du symbole au dessus duquel il est situé.

1.5.4 Transformation du produit extérieur et du pro-
duit intérieur par endomorphismes

Soit f. un endomorphisme de ’espace vectoriel E et soit f~ I’endomor-
phisme dual (aussi appelé transposé). Rappelons ce que cela signifie : f. est
une application linéaire de F dans E et f~ est une application linéaire du
dual E* dans lui-méme définie comme suit : soient v € E et § € E*, alors
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f~(0)(v) = 0(f-(v)), c’est a dire encore f~(#) = fof.. On peut alors vérifier
aisément que
fHwAn) = (w) A f~ ()
et que
Z-fw(fu) (w> = iva(w)

Remarque sur les notations : celle utilisant * et non ~ est beaucoup plus
utilisée ; cela dit, le symbole * est “trop” utilisé et peut quelquefois préter
a confusion puisqu’il peut aussi bien désigner la conjugaison complexe, la
dualité de Hodge, qu’une involution quelconque... Par ailleurs le “tilde” est
sous-employé (il désigne traditionnellement 1’expression matricielle de f~),
il en va de méme de la “fleche”. Dans le cadre de cet ouvrage, nous écrirons
indifféremment f, = f. = 7 et f*=f~ = ? Notons pour finir que la
notation f. est en général inutile dans le cas des espaces vectoriels puisqu’on
peut écrire tout simplement f = f., mais dans le cas des variétés, nous

verrons que f # f. # f~!

1.6 Formes différentielles

1.6.1 Définition

Nous avons déja défini la notion de vecteur au point P d’une variété
différentiable M ainsi que la notion de champ de vecteurs. L’ensemble des
vecteurs au point P se notant TpM, 'ensemble de tous les vecteurs (le fibré
tangent) se notant T'M et I’ensemble des champs de vecteurs se notant I'T'M
on obtient, par dualité, les notions qui suivent. Tout d’abord ’espace vectoriel
dual de Tp M se note T5M ; ses éléments sont donc des formes extérieures de
degré 1, ou plus simplement, des “1-formes” . L’ensemble T M, baptisé fibré
cotangent, est I’ensemble de toutes les 1-formes, lorsque le point P décrit M,
c’est-a-dire T*M = UpepTp M.

Une forme différentielle (en degré un) est tout simplement un champ
de formes extérieures, c’est-a-dire une application qui a tout point P € M
associe une forme extérieure en ce point. Nous verrons un peu plus loin la
raison d’étre de cette terminologie. L’ensemble des formes différentielles de
degré 1 peut se noter I'T*M ou QM.

Toutes les constructions algébriques du paragraphe précédent (tenseurs
et formes extérieures sur un espace vectoriel) sont en particulier valables ici
puisqu’on peut choisir comme espace vectoriel, ’espace vectoriel tangent au
point P, c’est-a-dire TpM. Les tenseurs p fois contravariants, ¢ fois cova-
riants au point P sont donc des éléments de (TpM)®P & (THM)®1. Si on
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considere tous les tenseurs de ce type (c’est-a-dire qu’on effectue la réunion
de ces espaces lorsque P décrit M) on obtient (T'M)®P @ (T*M)®? et on peut
bien entendu considérer des champs de tenseurs de ce type, dont I’ensemble
constitue F((TM)@’ ® (T*M)®q>.

Le cas particulier des tenseurs completement antisymétriques est particu-
litrement intéressant. On notera A(TpM)* = @, AF(TpM)* I'algebre extérieure
sur le dual de l'espace vectoriel TpM et A(T*M) = UpeprA(TpM)*.

Les formes différentielles de degré g sont des “sections” de AY(T*M) c’est-
a-dire des champs de formes extérieures de degré q. Leur ensemble peut se
noter, bien entendu, TAY(T*M). Lorsque ¢ = 1, on a A'(T*M) = T*M. Pour
alléger la notation, on décide de poser Q9(M) = I'AY(T*M). On sait que ¢
ne peut pas étre trop grand ; plus précisément 0 < ¢ < n avec n = dim M.
Attention, ne pas confondre la dimensionalité de A(TpM)* — qui est 2" — et
celle de QM = @} _,Q?M, qui est infinie. Notons que les éléments de Q2°M
sont simplement les fonctions sur M c’est-a-dire QM = C*°(M). Nous avons
déja étudié les propriétés du produit extérieur et il n’y a rien a rajouter ici :
le produit extérieur o A f de deux formes différentielles a et 5 est obtenu en
“globalisant” la définition déja connue pour chaque point P de M.

QM , munie des opérations de multiplication par un scalaire, d’addition
et de produit extérieur, devient ainsi une algebre. Cette algeébre n’est pas
commutative mais elle est commutative graduée puisque aAf = (—1)##83A
a ou #a désigne le degré de a. On appelle cette algebre algebre de De Rham
des formes différentielles.

Pour ce qui est de I’écriture locale d’une forme différentielle, il n’y a pas
grand-chose a rajouter non plus puisque nous savons déja décomposer une
forme extérieure sur une base de ’espace vectoriel T M. Le seul probleme
qui se pose est de savoir comment la base en question varie avec le point P.

Soient x*(P) les coordonnées de P dans une carte locale. On sait que
I'ensemble des vecteurs e, = % fournit le repere naturel associé a cette
carte, c’est-a-dire que {e,} est une base de I'espace tangent en tout point
d’un voisinage de P.

On désignera par {dz"} la base duale correspondante et on écrira avec des
indices “en haut” {e* = dz*}. On peut, si on veut, “visualiser” dx* par “un
petit accroissement” | mais ceci présente un intérét purement psychologique ;
en effet dat est défini par dualité et donc par la relation (dz*, -2.) = 6*. De

5 ) OxV

la méme facon qu’on avait un repere naturel (&C—u) associé aux coordonnées

x*, on a donc aussi un corepere naturel {dz*}.

Dans le cas de 'espace tangent, nous avons défini la notion de repere
mobile {e,} (qui était issu de 52; par changement de base arbitraire), nous
aurons donc aussi un corepére mobile {e*} défini, en chaque point P de la
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carte, comme la base duale de {e,}, c’est-a-dire (e®, eg) = d0§.
Venons-en maintenant a la notion de différentielle proprement dite. Pour
ce qui est des fonctions (0-formes), on pose bien entendu

df = 2L dar

oxk

La 1-forme df peut étre évaluée sur le champ de vecteurs v = v“%. On
obtient

(O g Oy 2 O g Oy Z O g w0
(df ,v) = <8xﬂdx LU =0 = v”(dx ’83:"’> = 5! W =wv gy

On voit que le membre de droite n’est autre que v[f]. Ainsi donc,

{df, v) = v[f]

On notera souvent df (v) au lieu de (df,v), 'évaluation de la forme df sur le
vecteur v.

La regle de Leibniz usuelle pour la différentielle d'un produit de deux
fonctions, a savoir

d(fg) =df g+ fdg

résulte immédiatement de la propriété, pour les champs de vecteurs, d’étre
des dérivations de I’algebre des fonctions.

Nous allons généraliser aussi bien la définition de d que la regle de Leibniz
a des formes différentielles de degré supérieur.

1.6.2 La différentielle extérieure d

Soit w une k-forme différentielle; on va définir un opérateur d qui, ap-
pliqué a w, crée une (k + 1)-forme. Cet opérateur est désigné sous le nom de
différentielle extérieure ou différentielle de De Rham.

Définition 1. La forme différentielle dw peut se définir directement par

son action sur tout (k-+ 1)-uplet {vy,vs, ..., vk41} de champs de vecteurs, en
posant

k+1
dw<vly V2, ... 7Uk+1) = Z(_1>l+1vi |:(.U('U1, s 7®\i7 s 7Uk+1)

i=1

+ Z (—I)Hjcu([vi,vj],vl,...,i}},...,i}\j,...,ka)

1<i<j<k+1
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ot le symbole” désigne 'omission de l’argument correspondant.

Cette définition possede un intérét pratique certain. Pour se rappeler des
signes, on peut signaler le moyen mnémotechnique suivant : le premier type
de termes s’obtient en faisant passer les vecteurs v; devant w et en comptant
un signe “—” chaque fois que v; “traverse” un des autres vecteurs; le second
type de terme s’obtient en choisissant une paire v;, v; et en la faisant passer
en position 1 et 2 de la forme w, tout en utilisant ’antisymétrie de w lorsqu’on
effectue des transpositions. On remplace alors la paire (v;, v;) par son crochet
[v;, v;] et on multiplie le tout par un signe —1.

Exemple 1 : Soit f une 0-forme, c’est a dire une fonction sur M. La définition
ci-dessus conduit a

ce qu’on savait déja.
Exemple 2 : Soit w, une 1-forme, alors

dw(u,v) = u(w(v)) = v(w(u) = w(lu,v])

Siu= &% et v= %, on trouve simplement que les composantes de F' = dw
sont données par F),, = d,w, — Oyw,.

Le lecteur aura reconnu, dans le cas de la dimension 4, ’expression du
champ électromagnétique (le tenseur F' ) en terme du (quadri) potentiel vec-
teur w. Soit dit en passant, il faut incorporer le troisieme terme (I’évaluation
de w sur le commutateur [u,v]) lorsqu’on veut exprimer le champ F' = dw

dans un repere quelconque.

Exemple 3 : Soit w, une 2-forme, alors

dw(z,y, 2) = w(w(y, 2)) —y(w(z, 2)) + 2(w(z, y))
—w([z,y],2) — w(ly, 2], 2) + w(lz, 2], y)

En utilisant la définition de d, donnée ci-dessus, on montre immédiatement
que, si w; € Q* et wy € OF2 alors

d(wl VAN CUQ) = dw1 A wo + (—1)k1w1 N de

De la méme facon, on montre que

Les deux propriétés ci-dessus sont absolument fondamentales et peuvent
méme servir a définir 'opérateur d lui meéme.
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Définition 2. d est ['unique opérateur (application linéaire) de Q¥ M dans
QFHLM  tel que, pour tout k, w1 € QF, wy € QP2 k = ki + ko, on ait
d(wy A wy) = dwy A wy + (—1)*w; Adws et d = 0. En d’autre terme d
étend la définition usuelle de différentiation des fonctions en une dérivation
graduée de carré nul de l'algebre QM. En physique, si w désigne le quadri-
potentiel vecteur, alors, F' = dw obéit automatiquement a I’équation d F' = 0,
puisque d?> = 0. Ceci nous donne donc la moitié des équations de Maxwell
(les équations sans source).

Il existe une troisieme définition possible de 'opérateur d, définition qui
est également d’un intérét pratique certain. La voici :

Définition 3. Relativement a un choiz de coordonnées on peut écrire w =
wrdx?, ou I est un multi-indice et wy est une 0-forme, c’est-a-dire une fonc-
tion. On définit d’abord d sur les fonctions dwy = %dz“. Ensuite, plus
généralement, on pose dw = dwy A dz’.

Nous venons de voir trois définitions équivalentes possibles de 'opérateur
d. Toutes les trois sont utiles et nous laissons au lecteur le soin de démontrer
I’équivalence des définitions.

Terminons par un petit calcul élémentaire (clin d’ceil au cours d’électromagnétisme).
Soit A = A, dz* une 1-forme (le quadri-potentiel vecteur). Le champ de Max-
well est défini par

F=dA= %F,de“ Ndx” = Fdz" @ dx”

Or
04, 1,04,  , 0A,
dA = d(A,) Ndat = andx Adxt = 5(875dx A dxt + anjdm A dxt)
104, 04, u 5
= 2((%# — 3x”)dx A dz
Ainsi
F oo 0A,  OAu
4 OxH oxv

1.6.3 L’équation de Maurer-Cartan pour un repéere mo-
bile

Soit {e,} un repere mobile et fg les fonctions de structure correspon-
dantes, c’est-a-dire que ce repere vérifie 'équation de structure : [eg, e,] =
50

Soit {e®} le co-repere mobile correspondant défini, comme on l'a vu, par
dualité. Le co-repere vérifie également une équation de structure (souvent
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désignée sous le nom d’équation de Maurer-Cartan)

de® + %fgﬂ/eﬁ ANeT =0

La facon la plus simple de démontrer cette identité est de la vérifier en
I’évaluant sur un couple (es, e.) de vecteurs du repere mobile. D’une part, en
effet,

de” (es, e.) = es(e”(e.)) — ecle(es)) — e ([es, )
= ¢5(07) = ec(5) — F7.e*(e,)
—0-0—f705 = ~J3.

dey

Les deux premiers termes sont nuls puisqu’on dérive des constantes !
D’autre part

I8 A (es,e) = S5 (@ = @) es,e) = 5 f5, (0700 — 6707
= §f56 5l = §f6e + §f55 = fse

D’ou le résultat.

1.6.4 Produit intérieur d’une forme par un champ ou
vecteurs

Cette opération généralise celle étudiée précédemment (produit intérieur
d’une forme extérieure par un vecteur). On associe, a une k forme w et un
vecteur v une k—1 forme notée i,w. La définition en est tres simple : pour une
1-forme, c’est tout simplement I’évaluation. C’est-a-dire i,w = w(v) = (w, v).
Pour une k-forme, on généralise simplement en contractant I'indice du vecteur
v avec le premier indice de la forme w; en d’autres termes (et sans utiliser
d’indices) i,w est la k — 1 forme définie par

Gpw(v1, V9, . Up—1) = W(V, V1, Vg, ..., V1)

Si o = tw on a évidemment o, o u ;= VWopi o, o~ 11 8’agit d’une
opération tres élémentaire généralisant 1'évaluation d’une forme sur un vec-
teur. L’opération i,, de Q*M dans QF'M est, comme I'opération d, une
dérivation graduée et de carré nul de I'algebre extérieure. La propriété d’étre
de carré nul est une conséquence immédiate du fait que les formes différentielles
sont des objets antisymétriques et donc s’annulent des que deux arguments
sont égaux. La propriété d’anti-dérivation, c’est-a-dire

iv(wl A LUQ) = (ivwl) VAN wa + (—1)’%}1 N (ivWQ)
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ou k est le degré de w; est également une conséquence immédiate de la
définition. La différence essentielle entre 1'opération d et 'opération i, est
que ces deux opérations vont dans des sens différents (i, fait baisser le degré
d’une unité alors que d 1'éleve). Notons que la définition de i, dépend du
choix du vecteur v.

1.7 Application tangente et cotangente

Soit f un difféomorphisme de la variété M, ou, plus généralement, une
application différentiable de M (de dimension m) dans N (de dimension n).
En coordonnées locales, f s’écrit a I'aide de n fonctions f* de m variables
y* = f*(«*). La matrice jacobienne de cette application est la matrice (n,m)
des éléments 0y /dx*. Une telle matrice définit une application linéaire de
I’espace vectoriel tangent a M au point P dans ’espace tangent a N au point
f(P). Soit {0, } un repere naturel de M défini dans un voisinage de P et {0, }
un repere naturel de N défini dans un voisinage de f(P). Soit v € Tp(M),
on peut écrire v = v*d,. On obtient un vecteur w € Typ)(NN) en écrivant
w = w*d, avec

() = (55) (")

Cette application, dite application linéaire tangente (ou “push forward”)

se note, suivant les auteurs f,, T'f, f-, ou méme 7 et on dit que w = 7(1}) est
I’image directe de v. On peut bien entendu définir directement 7 sans utiliser
de systemes coordonnés. De facon générale, a toute application différentiable
f M — N, on associe une application linéaire tangente f : TM — TN, et
siv € TpM, alors 7[?}] € TypyM.

Remarque : on peut toujours prendre I'image d’un vecteur tangent par
I’application tangente, mais l'image d’un champ de vecteurs v sur M ne
définit pas nécessairement un champ de vecteur sur N ; d’une part, en effet,
rien ne prouve qu'un point () quelconque de N soit nécessairement dans
I'image de f, et par ailleurs, méme si f est surjective, rien ne dit, dans
le cas ou deux points distincts Py et P, seraient tels que f(P) = f(P) que
I'image par 7 du vecteur v(Py) coincide avec 'image par f du vecteur v(F,).
En fait, pour une application differentiable surjective f : M — N donnée,
il est commode d’introduire la notion de champ de vecteurs projetable
v € I'(T'M) est dit projetable (par f) si, pour tout € N et pour toute
paire (P;, P,) de points de M tels que @ = f(P1) = f(P,) on ait 7[@(131)] =

[v(P,)]; dans ce cas on obtient bien un champ de vecteur sur N.
La méme matrice jacobienne (0y®/0x*) définit également une application
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linéaire de I’espace cotangent & N au point f(P) dans l'espace cotangent a
M au point P. En effet, soit 7 € T;(P)N, alors 7 = 7,dy®. L’image de la
forme 7 est la forme o € Tp M, avec 0 = o, dx" et

e

(Uu) = (%) (Ta)

Cette application, qu’on pourrait appeler application linéaire cotangente

, (ou “pull back”) et noter f*, T*f, f~, ou méme f n’est donc autre que la

transposée de ’application linéaire tangente ? au point P € M : elle envoie
les co-vecteurs de N au point f(P) (i.e. les 1-formes de N au point f(P) )

dans les co-vecteurs de M au point P. Si T € T7 N, alors f (r)=70 f €
THM. Cette application de T]T( P)N dans 75 M ne peut manifestement pas,
en général, se généraliser a une application de T*N dans T*M ; la situation
n’est donc pas tout a fait analogue a celle de ’application tangente, qui, elle,
est bien définie, comme application de T'M dans T'N.

Par contre, si w est une 1-forme differentielle sur IV, ¢’est a dire un champ
de co-vecteurs, on peut toujours considérer son image par ?; en effet, dans
ce cas, si v est un vecteur quelconque en P € M, alors f(P) est un vecteur
en ) = f(P) € N et le nombre wg[ f (P)] est bien défini. On obtient ainsi

une 1-forme differentielle sur M qu’on notera f*w ou f(w). On l'appelle en
général “pull back” de w par f.

Quelques remarques sur les notations : on peut trouver commode d’utiliser
de nouveau le symbole df et d’écrire tout simplement (en un point P donné,
non explicitement indiqué par la notation)

df = (aﬁ)ay%@@dx“

Ozt

et donc de considérer df comme un élément de Ty p)N ® TpM. La matrice
(0f*/0x*) est la matrice jacobienne de Iapplication f. Attention, df, ici,
n’est pas une l-forme puisque f n’est pas une fonction a valeurs dans le
corps des scalaires mais une application entre deux variétés. Il ne semble
pas nécessairement utile de vouloir a tout crin introduire de nouvelles nota-
tions chaque fois qu’une fonction de plusieurs variables donne naissance a des
applications différentes lorsqu’on décide de geler I'un ou 'autre de ses argu-
ments! La notation “différentielle” précédente est une généralisation directe
de la notation désignant la différentielle d’une fonction a valeurs réelles. Ici,
df doit étre considérée comme une application bilinéaire qu’on pe(gt noter
(.,df,.) dont I’ une des restrictions coincide avec f et l'autre avec f. Sion
choisit 7 € T}"( P)N et v € TpM, on voit que

U:?“—):(Tadfa') GT;’M et w:7(v):(-,df,v) eTf(P)N
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La notation suivante est également tres commode :
(ol =(rldf et |w)=dflv)

Si on choisit un repere mobile ez = Ag 0z dans N et un co-repere mobile
e = LEdx” dans M, on pourra écrire également

~ afOé

— -\g YJ —1\p N v
df = (A7), e (L)% ez®e
et considérer la quantité ff = (A"HB (8f*/dx™) (L) comme les éléments
de la matrice jacobienne de f par rapport au choix de deux reperes mobiles.

Nous venons de voir que les 1-formes de N peuvent étre “rappelées” sur
M alaide de f :
F
fo=wf

Il en va de méme des p-formes et on définit, pour w € QPN, la p-forme

%
f(w) € QPM par I'égalité

7w(vl, Vg, ..oy Up) = w(?vl, 7@2, e 7%)

avec vy, Vs, ...,Up € T'M.
Nous laissons au lecteur le soin de démontrer les propriétés suivantes :

Flwan) = Fw A Fn)

i f (@) = ?(imw)
<falcu = d?w

1.8 Deérivées de Lie

La notion usuelle de dérivée d’'une fonction numérique f nous permet de
préciser la notion de variation locale de cette fonction lorsque son argument
croit ou décroit. Lorsque 'argument se déplace sur une variété de dimension
supérieure a 1, la variation ne sera définie que si on précise dans quelle direc-
tion se déplace le point (I'argument). En d’autres termes, la généralisation
de la notion de dérivée invoque obligatoirement la notion de vecteur tangent.
La dérivée d’une fonction f : M — R par rapport a un champ de vecteurs
X se note Ly f et est tout simplement définie par ’égalité

Lxf=dffX] = X[f]
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Ainsi, la différentielle de f “code” toutes les variations possibles, alors que
la dérivée de f dans la direction X est obtenue en évaluant la différentielle
de f sur le vecteur X.

Cette notion de dérivée se généralise au cas ou f n’est plus une fonction
sur M a valeurs réelles mais un champ ¢ de tenseurs quelconques (ou méme,
comme on le verra plus tard, une section d’un fibré quelconque au-dessus de
M). On a envie de donner un sens a la limite de w lorsque € tend
vers 0. La quantité correspondante se note toujours Lxt et s’appelle dérivée
de Lie du tenseur t par rapport au champ de vecteurs X. C’est un tenseur de
méme type que t. On veut que Ly soit une dérivation de I'algebre tensorielle,

¢’est-a-dire qu’on impose

Lx(t; ®ty) = Lxty @ty +t; @ Lty

ou t; et ty sont des tenseurs quelconques. Pour définir completement Ly
il suffit de préciser la valeur de LxY lorsque Y est un champ de vecteurs
(contravariants) et de Lxw lorsque w est une 1-forme (champ de vecteurs
covariants). Dans le premier cas on pose

LyY =[X,Y]

Par exemple,
_ rv
Leen = fouev

Dans le second cas (action de L sur les 1-formes), on définit Lyxw par la
relation

[Lxw](Y) = X(w(Y)) - w([X,Y])

ou Y est, comme X, un champ de vecteurs sur M. Nous laissons le soin au
lecteur de démontrer que cette définition, ainsi que la propriété de dérivation,
conduit & la relation suivante caractérisant l'action de Lx sur les formes
différentielles :

LX:dix+ixd

Cette derniere propriété peut d’ailleurs servir de définition. Il est alors immédiat
de vérifier que Ly est une dérivation de ’algebre des formes différentielles
puisque d et ix sont des dérivations graduées. Lx est une “vraie” dérivation
et non une dérivation graduée : le signe (—1) potentiel, dans la regle de
Leibniz, disparait.

Lx(aAB)=Lx(a)AB+aALx(B)

De plus Lx ne modifie pas le degré des formes puisque d et ix agissent en
sens contraires. La relation précédente conduit immédiatement a la formule
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explicite

Lxw(X1, ..., Xp) = X(w(X1,..., X0) = > w(Xi,.. ., [X,X],..., X¢)

i=1
Le cas particulier ou w est une 1-forme se retrouve aussi aisément. Notons

que, dans ce dernier cas, si e, et e# désignent deux reperes duaux l'un de
l'autre (un repere mobile et le co-repere mobile dual), on a

Lxet = et([e,, X])e”

et en particulier

bo— fB oV
Le,e —fl,pe

En coordonnées locales, lorqu’on choisit un repere naturel, on peut écrire
w=1/klwy, ., det* A ... N\dx* et on obtient

— 1l(xp 0 9X° 9XP " T
Lyw =4 (X 92p P T Wppog Goir T+ T Wpn g1 p Hpiin )dxtt AL A datE

Dans le cas des formes, la définition de la dérivée de Lie implique immédiatement
que Lx commute avec d (car d*> = 0), ainsi qu’avec ix (puisque i,i, = 0), et
que, par ailleurs

ixyy] = Lxty —iyLx
[Lx,Ly] = Lixy

Enfin, si f est une application différentiable et w une forme différentielle,
on voit que

R
Lxfw=f L?Xw
Nous terminons ce paragraphe en montrant que la dérivée de Lie du
tenseur de Kronecker ¢ = e, ® e est nulle dans toutes les directions. En effet
Le,0 = Lee, @ e +e, @ L e
= [em eu] Qe +e,® 5;)6”

— fo I U vo__
= fou€o @€'+ fl e, ®e” =0
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1.9 Flots

Un flot sur la variété M est un sous-groupe differentiable a un parametre
{¢+} de difféomorphismes de M : on suppose que pour tout ¢ réel, 'appli-
cation t € R +— ¢; € Diff(M) est un homomorphisme de groupe et que
Iapplication (t, P) € R x M +— ¢(P) € M est différentiable.

La trajectoire du flot aussi appelée courbe intégrale du flot passant par
le point P € M est la courbe ¢t — ¢;(P). L’application linéaire tangente
a cette courbe associe au vecteur unité 1 de R (identifié avec son espace
tangent en 0) un vecteur tangent en @ = ¢(P) € T(M,Q). Ce vecteur
tangent en () ne dépend que du flot. En effet, les propriétés d’homomorphisme
Ot 4+t, = Pty © D1y, €t de bijectivité de ¢ , montrent que si deux trajectoires
passent par le méme point @), c’est a dire si ¢y(Py) = ¢, (Ps), avec t >ty par
exemple, on peut poser t; =t —ty et P, = ¢, (P;), ce qui montre que les
vecteurs tangents en () a ces deux trajectoires coincident. Le vecteur tangent
obtenu, notons le X (@), définit un champ de vecteurs X quelquefois désigné
sous le nom de champ des vitesses du flot.

Puisque le flot choisi définit un champ des vitesses, il définit également
une dérivée de Lie par rapport a ce champ de vecteurs.

On peut démontrer qu’inversement, un champ de vecteurs sur une variété
définit un flot local, ¢’est a dire qu’il ne sera en général défini que sur un ou-
vert strictement inclus dans R x M ; si cette inclusion devient une égalité,
le champ de vecteur est dit “complet” et il engendre un flot : les diffeomor-
phismes ¢, sont alors définis quel que soit ¢.

1.10 Orientation — Elément de volume
Déterminant — Intégration

En géométrie élémentaire, 'orientation d’un espace vectoriel réel est spécifiée
par le choix d’'une base B (choix ordonné d’un systeme libre et générateur).
Le choix d'une autre base B’ détermine un isomorphisme ¢ qui envoie les
vecteurs de B sur les vecteurs de B’. On dit que g préserve l'orientation si
det g > 0 et renverse l'orientation si det g < 0. Dans le premier cas on dit
que B et B’ ont la méme orientation ; dans le second cas, B et B’ ont des
orientations opposées. On peut alors répartir les bases de 1’espace vectoriel
en question en deux classes d’équivalence correspondant aux deux orienta-
tions possibles. Afin de généraliser cette discussion au cadre des variétés, il
est utile de reformuler ce qui précede en terme de formes extérieures. Nous
allons donc travailler avec les bases duales et poser e# = f(et).

Soit B* = {el,e?,...e"}et w=ec' A2 A--- Ae™
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/

Soit B* = {e,e?,... e"} avec e = f(e*) et ' = f(e!) A f(€2)A--- A
f(e™). L’espace des formes extérieures de degré n sur un espace vectoriel
de dimension n est un espace vectoriel de dimension 1. Les formes w et w’
sont donc proportionnelles et le coefficient de proportionnalité n’est autre
que le déterminant de f : W' = (det f)w. Nous laissons au lecteur le soin de
retrouver la définition élémentaire des déterminants en écrivant et = Aﬁle“.

L’orientation de ’espace vectoriel qui était définie par le choix de B peut
tout aussi bien se définir par le choix de la n-forme w. Deux n-formes w et W’
(obligatoirement proportionnelles) définissent la méme orientation si le coef-
ficient de proportionnalité est positif et deux orientations de sens contraire si
le coefficient en question est négatif. Nous pouvons maintenant passer au cas
des variétés. Nous venons de voir que l'orientation, en chaque point P de M,
de l'espace tangent Tp M, est équivalente au (ou définie par le) choix d'une
n-forme extérieure en ce point. On pourrait donc naivement penser que, pour
définir une orientation globale de la variété M, il suffit de choisir une n-forme
différentiable w. Le probleme est que, si w s’annule en un point, ’orientation
cesse d’étre définie en ce point! Pour pouvoir parler d’orientation de facon
globale, il faut donc qu’il soit possible de choisir une n-forme différentielle
sur M qui ne s’annule nulle part. Ceci n’est pas toujours possible : on dit
que la variété est orientable ou non orientable suivant les cas. Tout le monde
connait I'exemple fameux du ruban de Moebius ou de la bouteille de Klein.

On appelle “élément de volume” sur M le choix d'une n-forme w sur M
qui ne s’annule nulle part (ce qui suppose, par définition, que M soit orien-
table). On note |w] l'ensemble des éléments de volume proportionnels a w,
avec un coefficient de proportionnalité positif et [—w] I'ensemble des éléments
de volume proportionnels a w, avec un coefficient de proportionnalité négatif.
Une variété orientable possede donc deux orientations possibles, I'une quel-
conque d’entre elles étant caractérisée par le choix d’un élément de volume
appartenant a l'une des deux classes possibles. Soient maintenant M et N
deux variétés différentiables de méme dimension n et f un difféomorphisme
de M dans N ; on suppose M et N orientables et orientées par le choix
des éléments de volume wy; et wy. On dit que f préserve I'orientation si et

%
seulement si f (wy) € [wa] et renverse orientation si f (wy) € [—was)-

1.10.1 Orientation — Partition de 'unité

Notre but, dans ce paragraphe, est d’introduire la notion d’intégration des
formes différentielles. Comme d’habitude, on va commencer par définir cette
notion pour I'espace numérique R™, puis, grace a un systeme de cartes, on va
pouvoir généraliser la construction au cas des variétés. On suppose le lecteur
familier avec la notion d’intégrale (de Riemann) sur R". Soit f une fonction
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(numérique) c’est-a~dire une fonction — que nous supposons différentiable —
de R™ a valeurs réelles. Nous supposons, de plus, que f est a support compact.
Son intégrale est notée fRn fou fRn f(x)d"x, comme d’habitude. Choisissons
maintenant une orientation sur R" et considérons la n-forme

w=f(z)dz' Ndz® A --- A da"
ot dz' Adz?® A --- A dx™ est une n-forme positive pour l'orientation choisie.

On pose simplement
/ w = fd'x
R’I’L

Notons que la définition du membre de gauche dépend de l'orientation choi-
sie; en d’autres termes, on peut identifier les deux notations et concepts en
posant

d"z =dx' Nda? A - A da"

mais il faut bien noter que l'identification des notations dépend du choix
d’une orientation car I'intégrale d une n-forme dépend de 'ordre 2!, 22, ..., 2"
alors que l'intégrale de Riemann d’une fonction f n’en dépend pas. Soit T’

un difféomorphisme de R", ¢’est-a-dire un changement de variables z* KN y*.
Notre étude générale des formes différentielles implique en particulier

de' Adx* A - Nda" = J(T)dy* ANdy* A--- A dy™

ou J(T') = det(0x"/0y") est le jacobien (le déterminant de la matrice jaco-
bienne) de I'application 7. On a donc

/f(x)da:l/\---/\dx”:/f(T‘l(y))J(T)dyl/\---/\dy”

Mais on sait bien que
[ @ = [ sty

Donc si ?w désigne I'image réciproque de w, on voit que ?w =+ [ w suivant
que T préserve ou non 'orientation : 'intégrale d’une n-forme est invariante
sous le groupe des difféomorphismes qui préservent I'orientation.

Passons maintenant au cas des variétés. Soit M une variété de dimension
n et w une n-forme a support compact. Supposant la variété orientable, on
choisit une orientation [M] et une partition de I'unité {p,}ac; subordonnée
aun atlas {(Uy, ¢a) }acr, ¢’est-a-dire qu’on se donne une famille de fonctions
différentielles non négatives p, telles que le support de p, soit contenu dans
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U, et telles que > p, = 1 (chaque point de M doit posséder un voisinage
dans lequel la somme précédente est une somme finie). L’existence d'une
telle partition de l'unité, pour une variété différentiable, est un théoreme
(que nous ne démontrons pas) qui permet, dans de nombreux cas, de passer
des résultats locaux (valables dans une carte) aux résultats globaux (valables
pour toute la variété M). On définit U'intégrale de w sur [M] par I’égalité

fo T

olt la quantité [;; paw signifie en fait [p,(p,")*(paw) pour une trivialisation
locale ¢, : U, — R" préservant 'orientation. On se ramene ainsi au cas de
R"™.

L’orientation étant choisie une fois pour toutes, on note f €t non plus
f[M] I'intégrale correspondante. Il reste alors a démontrer que la définition
adoptée ne dépend pas des cartes choisies. . .

On appelle élément de volume sur M (de dimension n) ou forme volume
un élément quelconque € de Q2" M. Le volume de M, supposée compacte, est
alors égal, par définition, & [ € 11 faut bien noter que sur une variété quel-
conque (orientée), on integre des n-formes, et non des fonctions, & moins,
précisément, d’avoir choisi un élément de volume € une fois pour toutes, au-
quel cas on peut évidemment poser [, f = [,, feou f € C=(M). Un cas par-
ticulierement important a considérer est celui ou la forme volume est associée
canoniquement au choix d’une structure riemannienne (voir section 1.11) sur
la variété en question.

1.11 Variétés riemanniennes (propriétés élémentaires)

En toute logique, cette section ne devrait pas se trouver dans ce pre-
mier chapitre consacré aux variétés différentielles. En effet, la définition de la
structure de variété riemannienne est liée a un cas particulier de restriction
d’espace fibré (les espaces fibrés font I'objet du chapitre 4). Cela dit, pour des
raisons a la fois historiques et pédagogiques, il est sans doute préférable que
le lecteur se familiarise d’ores et déja avec certaines propriétés des variétés
riemanniennes.

En géométrie élémentaire, on étudie d’abord les propriétés linéaires et
affines et on passe, ensuite, aux notions métriques. Il en va de méme dans
I’étude des variétés. Une variété différentiable est encore un objet flasque et
mou. .. la donnée d'une métrique rigidifie I’espace considéré et permet, d’une
part, de parler de norme des vecteurs tangents et, d’autre part, de parler
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de distances entre points. La définition élémentaire d’une métrique g, sur
une variété différentiable M, est la suivante : c’est un champ de tenseurs
covariants symétriques de degré deux (en général on impose également une
condition de non dégénérescence). Si {x*} désigne un systeéme de coordonnées
locales, on écrira

g = G dx* @ dx”

La métrique g est quelquefois notée ds* = g, datdz” et appelée “élément de
longueur” ou tenseur métrique. Si {e“} est un co-repere mobile, on pourra
éerire également g = g,pe® ® €. En tout point P de M on a donc un pro-
duit scalaire gp défini sur TpM et permettant de calculer le produit scalaire
gp(v,w) de deux vecteurs quelconques v et w appartenant a l’espace tangent
en ce point. On a déja dit que g devait étre symétrique (c’est-a-dire g, = g,
ou gp(v,w) = gp(w,v)). Dans la plupart des cas, on impose également a g
d’étre non dégénérée : le déterminant de la matrice (g,,) est supposé non
nul en tout point P et on peut donc inverser cette matrice. On obtient ainsi
(g") avec g" g, = of'. Cela définit un produit scalaire sur I'espace cotangent
qu’on pourra noter fg (et quelquefois g—!) et méme parfois g s’il n’y a pas
d’ambiguité) :

_ uv_0 0
9=9" fen oxv

Une variété différentiable munie d’une métrique (non dégénérée) est, par
définition, une variété riemannienne. Nous n’avons pas imposé au produit
scalaire défini par (g,,) d’étre positif et nous ne I'imposerons pas. En général,
une forme bilinéaire symétrique est caractérisée par sa signature (p,q) — le
nombre de signes +(p) et de signes —(¢q) obtenus lorsqu’on la diagonalise.
Si on tient & préciser que la signature est de type (p,0) ou (0,p), on dira
que la variété est proprement riemannienne. Si on tient a préciser que la
signature est de type (p,1) ou (1,p), on dira que la variété est lorentzienne
(on dit aussi, dans ce dernier cas, que la signature est hyperbolique). Les
cas riemanniens et lorentziens sont particulierement importants en physique
mais nous n’avons pas besoin de nous restreindre a ce cadre pour l’essentiel
de ce qui suit.

e Pour une variété riemannienne (M, g) orientée, on peut définir une forme
de volume canonique de la fagon suivante. Soit {es} un repere mobile ortho-
normal, c¢’est-a-dire g(eg, 63> = T)a5, AVEC N)z5 = j:éag, le signe 4+ dépendant
de la signature de la métrique. Pour I'instant nons pouvons supposer que
I’espace est proprement riemannien, et orienté, mais a la fin de cette section,
nous verrons comment compléter les propriétés qui suivent lorsque la signa-
ture de la métrique est quelconque, et plus particulierement lorsqu’elle est
hyperbolique. Désignant par {e®} le co-repere dual du repere mobile choisi,
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I’élément de volume riemannien est

e:ei/\ei/\---/\eﬁ

Soit {04} un autre repere, non nécessairement orthonormal, et A% la
matrice de passage, c'est-a-dire o, = A%es. Alors Gap = AS Ag Jap» ce qui
implique
det Yop 2

12 A
det(gap) = [det(Ag)} det(g53) et donc det(Ag) = ‘detg -
ap

mais |det(gag)| = 1 puisqu’on a supposé la base {ez} orthonormale et donc

det(A2) = | det(gap)|'/* = [det((A_l)g)}_l

(e}

Or

e=e ASEN A=A A2 AT M A A A g

e =det(AY) -0 AoP A A"

€ = /| det(gag)| 0" ATZ A A" = €ayag.an T AT A AT
AinsiP]

€arag...an — |det(gaﬁ)| 5&%&2_.04”
12...n

ot le symbole 6,7, désigne & suivant que a; s . . . v, est une permutation
paire ou impaire de 1,2,3...n et il est égal a zéro dans les autres cas.

En particulier, si {0, } désigne un repere naturel {8%}, onag = gu,dz'N

dz” et
e = /| det(gu,)| dzt A~ A da™

Notons également que, dans un repere orthonormé, la racine carrée précédente

_ S12.n
- 5041 @9...0up

vaut 1 et donc |€q; ay..an En particulier €15, = 1.

e La métrique g permet également d’établir un isomorphisme canonique
entre 'espace tangent T'M et 'espace cotangent T*M. Cette propriété est
évidente puisqu’en chaque point, l'existence d’un produit scalaire permet
d’identifier les espaces vectoriels Tp M avec T M. En d’autres termes, on peut

2. L’espace des n-formes étant de dimension 1, deux n-formes quelconques sont obliga-
toirement proportionelles. Dans les équations qui précedent, le passage de la premiere a la

seconde ligne peut donc étre considéré comme une définition du déterminant de la matrice
A.
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“monter” et “descendre” les indices a ’aide de la métrique : au vecteur v =

ve, on associe la 1-forme v = v,e” définie par ( {e*} désignant
la base duale de {e,}). Inversement, & la 1-forme o = o,e* on associe le
vecteur fo = oe, avec . On peut écrire (Pvy,v2) = g(vy, ve) et
(0, ,f09) = (01,02). Les isomorphismes b et § sont appelés isomorphismes
musicaux (pour des raisons évidentes!).Cela dit, les physiciens choisissent en
général une métrique une fois pour toutes et décident donc de passer sous
silence ces isomorphismes musicaux. En d’autres termes, ils identifient v et bv
ainsi que o et fo et écrivent tout simplement v = v¥e, = v,et ou o = o,et =
o*e,. Pour des raisons analogues ils écrivent g = g,.e" ® € = g"%, ® e,
(mais il faut bien entendu se rappeler que (g,,) est la matrice inverse de (g"*).
Les isomorphismes musicaux permettent, de la méme fagon, d’identifier les
tenseurs covariants et contravariants de méme rang . Attention, lorsqu’on
n’utilise pas de métrique pour monter ou baisser les indices, il n’y a pas
de raison de faire attention a la position relative des indices covariants et
contravariants (par exemple, on peut parler de 17, sans dire s'il s’agit de
T",,, de T,," ou de T,",). Les trois types de composantes correspondent
d’ailleurs a des objets différents puisque on travaille, suivant les cas, dans
TMRT*MOT*M, T"MQT*MQTM ouT*MTM ®T*M. Par contre,
si on utilise la métrique pour procéder a des identifications, il faut faire
attention aux positions relatives des indices haut et bas! Ainsi, par exemple,
T,., désignera gW/T“',,p. Tout ceci est assez trivial, mais peut étre fallait-il
le dire une fois ?

Lorsqu’on a choisi une métrique, on écrira donc abusivement (sans utiliser
la notation b et §), par exemple T' =T}, e* @ e’ ® e =T,"Pet @ e, Ve, =
THe, @ e, @e, = ...

Les isomorphismes musicaux sont quelquefois simplement désignés par le
méme symbole g que la métrique elle méme, le nombre d’arguments permet-
tant de décider si on parle des isomorphismes en question ou de la métrique.
Par exemple, on peut noter g(e,) = g€’ et g(e’) = g"’e,. Ceci est en ac-
cord avec les notations précédentes puisque par exemple g(v) = g(vte,) =
vtg(e,) = vMgupe” = vye”.

Avec ces notations, nous avons alors g(v,w) = (g(v),w) = (g(w),v) =
g(w,v).

e [’existence d’une métrique permet non seulement de calculer le produit
scalaire de deux vecteurs (ou de deux 1-formes) mais de contracter n’importe
quel tenseur d’ordre k covariant, contravariant ou partiellement covariant
et contravariant avec n’importe quel autre tenseur d’ordre k. On utilisera
encore la notation (|) pour écrire ces contractions de type assez général.
Plutot que de décrire les différents cas, il suffit de dire, en termes imagés,
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qu’on “monte” tous les indices du premier a l’aide de la métrique, qu’on
“descend” tous les indices du second et qu’on contracte completement les
objets obtenus. Par exemple, si S = 5, e ®e’ ®@e, et T =T, e! ®e, ®e,

on fabrique S, = gypSuw” et THve = g“/“TM””. On peut alors calculer
(S, Ty = S™rT,,,. En particulier, si {¢',p?, ..., ¢"} désignent une famille
de 1-formes et {t', 92 ... ¢*} en désigne une autre, on peut vérifier que

cette définition conduit a

(P AN@P A AF P APE A APRY = Kl det ({7, 97))

Dans le sous-cas particulier ot ces deux familles coincident et ot on suppose
la famille {©*} orthonormée, il vient
<S0H1 /\,,,/\gpﬂkj ¢V1 /\"'/\QOV > — k[(;gll#; lf/lck
e Lorsque la signature de la métrique n’est pas proprement riemannienne,
c’est a dire lorsqu’elle est de type (p, q), il faut supposer que la variété admet
une orientation temporelle et qu’elle est temporellement orientée. Dans le

cas usuel de l'espace-temps de la physique (signature (3, 1)), on utilisera des
indices 0, 1,2, 3, comme c’est 'usage, plutot que 1,2, 3,4 ; on posera alors

e=ec’ ANel Ne?2 A e

La différence avec le cas proprement euclidien vient du fait qu’il faut faire
attention aux signes lorsqu’on “monte” les indices. Par ailleurs, det(gag) =
(—1)%. Les formules précédentes restent donc valables et on aura toujours,
par exemple,

€133 = 1
mais par contre
0123 _ _q

Plus généralement, nous avons vu que €a,as...0, = v/| det gusl 5;?(1: o, Mais
si on “monte” ces indices (a l'aide de la métrique) le résultat va dépendre
de la signature, plus particuliecrement du nombre ¢ de signes “—” dans la
métrique. On obtient donc

alas...o (_1)(] a1Qs...0m a1as...0m
eriEin = W@i.i = (=1)/| det g*?| 67575,

Citons quelques contractions utiles :

50[1 OUp L] .. flg _5041 .apf.. ﬁq(sﬂl -Hq
Y1--Yp+q ~Ypt+q --Bq
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Lorsque la variété est lorentzienne, avec une signature de type (3,1), on
obtient en particulier

5251 = _eaﬁweump
1 1 oo
05 = 30 = —5 e

1 1 1
5 = _601,8 o _5045)\ o __eaﬁ)\pe,uﬂz\p

wTgueB T gTHBA T g
e Pour terminer, notons que 'existence d’une métrique permet d’associer
a la différentielle df d’une fonction f, un champ de vecteurs, le gradient de
f défini par grad f = gdf. Ainsi, dans un repere naturel, on écrira

af | 9

gradf = guy(ax#)axl,

Encore une fois, la présente section consacrée aux variétés riemanniennes
n’est destinée qu’a introduire certaines notations utiles et quelques notions
élémentaires. Nous reviendrons plus en détail sur les variétés riemanniennes
a la fin du chapitre consacré aux connexions.

1.12 Divers

Nous regroupons dans ce paragraphe un certain nombre de notions et de
commentaires qui peuvent étre considérés comme un peu moins élémentaires
que ce qui précede; cela ne signifie pas qu’ils sont moins “importants” mais
simplement que nous utiliserons peu ou pas ces concepts dans la suite de
I'ouvrage. On se contente donc ici de présenter quelques définitions de fagon
a suggérer au lecteur des lectures plus approfondies et a donner quelques
idées intuitives.

1.12.1 Compléments sur les dérivations d’algebre

L’ensemble des dérivations de ’algebre associative A se note Der A. Rap-
pelons qu'une dérivation est une application linéaire v de A dans A telle que
v[fg] = v[flg+ fv[g] avec f, g € A. Tl est facile de voir que la somme de deux
dérivations est une dérivation, par contre le produit de deux dérivations n’est
pas une dérivation (dans les cas ou on peut le définir, ¢’est un opérateur du
“second ordre” ). Il est intéressant de savoir si 'opérateur w défini par w = hv
avec h € A et v € DerA est, ou non, une dérivation. En d’autres termes,
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on veut savoir si I'espace DerA est stable lorsqu’on multiplie (& gauche) ses
éléments par des éléments de A. Dans Daffirmative, on dit que DerA est
un module sur A. La réponse est oui, mais seulement dans le cas ou A est
commutative. En effet, prenons f et g dans A. Alors, (hv)[fg] = h(v[fg]) =
h(vlflg+fulg]) = hvlflg+hfolg] mais (hv)[flg+ f(hv)[g] = hv[flg+ fhvlg].
Ces deux expressions ne coincident que si hf = fh.

Conclusion : L’ensemble des dérivations d’'une algebre associative n’est
pas, en général, un module sur cette algebre, sauf si cette cette derniere est
commutative. Il est facile de voir que DerA est un module sur le centre de
A, centre qui peut étre assez petit...

Par contre, ’ensemble des dérivations est toujours une algebre de Lie :
on peut y définir une loi de composition interne (notée [, ]) non associative et
anti-commutative ([u,v] = —[v,u]), qui vérifie I'identité suivante (I'identité
de Jacobi) :

[U’7 [U7w]] + [Ua [w’u“ + [wv [uv UH =0

Rappelons que I’ensemble des champs de vecteurs sur une variété n’est
autre que 'algebre de Lie DerC>(M).

Le fait que I’ensemble des dérivations de A soit un module sur A lorsque A
est commutative admet une généralisation supersymétrique. Supposons que
A soit une algebre Z,-graduée. Chaque élément a de A peut donc s’écrire
comme somme d'un élément pair (#a = 0) et d'un élément impair (#a = 1).
On définit les dérivations graduées (ou super-dérivations ) des algebres Zo-
graduées comme les dérivations usuelles, mais en introduisant un signe. On
dit qu’une super-dérivation est paire si ¢’est une dérivation, au sens usuel
du terme. On dit qu’une super-dérivation est impaire si ¢’est une application
linéaire de A dans A telle que v[fg] = v[f]g + (—=1)#/ fv[g]. On introduit
donc alors une Z, graduation pour les super-dérivations et on réunit les deux
types de formules de la fagon suivante :

v[fg] = v[flg + (=1)**#/ fu[g]

avec f,g € A. En pratique, il suffit d’'utiliser la regle dite “Regle de Milnor”
disant qu’il faut introduire un signe “—” chaque fois qu’on doit commuter
deux éléments impairs.

L’ensemble des super-dérivations d’'une algebre A ne constitue pas, en
général, un module sur A, sauf lorsque A est commutative graduée (on
dit aussi super-commutative ), c’est a dire lorsque fg = (—1)#/#9gf. Par
contre I'ensemble des dérivations graduées constitue toujours un module sur
le super-centre de A (I’ensemble des éléments de A qui commute — au signe
pres — avec A) et il constitue également une super-algébre de Lie , c’est a
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dire que les dérivations graduées super-anticommutent :

[0, w] = —(=)*"**[w, v]

et vérifient I'identité de Jacobi graduée

(=)F# [, [, w]] + () [w, [u, o] + (=)*# v, [w, u]] = 0

1.12.2 Cohomologie de De Rham

Nous avons vu que lopérateur d satisfait d> = 0 et envoie Q*M dans
QFFLM. Soit Z* le noyau de d, c’est-a-dire Z¥ = {w € QFM tq dw = 0}.
Les éléments de Z* sont appelés cocycles de De Rham de degré k (ou formes
fermées). Soit B* I'image par d de Q¥ M dans QFM, c’est-a-dire B¥ = {w €
OFM tq 3 € Q! avec w = d7}. Les éléments de B* sont les cobords de De
Rham de degré k ou formes exactes . Le fait que d? = 0 implique I'inclusion
Bf c Z*.

Il résulte de la linéarité de d que Z* et B sont stables par addition, ce
sont donc des groupes abéliens; on peut alors considérer le groupe quotient
H* = Z*/B* qu’on appelle groupe de cohomologie (de De Rham) de degré
k. On peut calculer, pour toute variété, les groupes H°, H', ... H". Ces
groupes fournissent, en quelque sorte une “mesure” de la non-trivialité de
la topologie de la variété M. En effet, tous ces groupes sont triviaux (se
réduisent a 1’élément neutre 0) dans le cas de I'espace numérique R", ce que
le lecteur sait déja puisque, dans un autre contexte, celui de la théorie des
équations différentielles sur R™, on montre de fagon élémentaire que, pour
résoudre une équation df = 0, il faut poser f = dg (Lemme de Poincaré).

1.12.3 Homologie de De Rham

La définition de I'homologie de De Rham est plus délicate que celle de
la cohomologie. De fagon a en donner une image intuitive, disons qu’on
s’intéresse a des “morceaux” de la variété M (comptés possiblement avec
multiplicité). Un tel morceau C' (techniquement une chaine ) peut avoir un
bord (le bord d’un disque est un cercle) ou pas de bord (le bord d'un cercle
est nul). On peut formellement additionner les chaines (avec des coefficients
réels, dans le cas présent). On définit alors un opérateur bord 0, de carré nul
lui aussi (02 = 0, le bord d’un bord est nul) et on peut considérer les cycles
(chaines C' dont le bord JC' est nul) et les bords (chaines C' qui sont le bord
de quelque chose C' = 0D).

Tous les bords étant des cycles, on peut la aussi considérer les cycles
7 de dimension k modulo les bords Bj, et définir les groupes d’homologie
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Hy = Zy/By. De fagon générale, on parle de cohomologie lorsqu’on a un
opérateur de carré nul (tel d) dont I'action sur un espace vectoriel Z-gradué
fait croitre le degré d’une unité et d’homologie lorsqu’on a un opérateur de
carré nul (tel 0) dont Iaction fait décroitre le degré.

Paradoxalement, la définition de d est plus simple que celle de 9 (nous
avons passé cette derniére sous silence) alors que 'action de 0 est plus intui-
tive, plus “visuelle” que celle de d. Le lien entre les deux est fournit par le
théoreme de Stokes : de facon générale on peut intégrer les k-formes sur les
k-chaines et on a la propriété

facw = fc dw

qui généralise la relation bien connue des physiciens de premiere année de
nos universités [, Eds = Ji div E dr ot la surface ¥ est le bord du volume

V et ou l'intégrale représente le “flux sortant” du champ électrique E

La dualité entre homologie et cohomologie s’écrit tres simplement dans
le cas des variétés compactes; dans ce cas, on démontre que H* est iso-
morphe & H,_; ou n est la dimension de la variété. Le support visuel intuitif
suffit, en dimension 2, pour calculer I'homologie (et donc la cohomologie)
de quelques variétés tres simples. C’est ainsi que, pour la sphere S? on a
Hy(S?) = Hy(S?) = R et H{(S?) = 0 (tout cercle tracé sur la sphere est le
bord de quelque chose), alors que pour le tore T? on a Hy(T?) = Hy(T?) =R
mais H;(T?) = R® R : les deux générateurs de H;(T?) correspondent res-
pectivement aux deux types de cercles qu’on peut tracer sur un tore et qui
ne “bordent” rien, c’est-a-dire “ceux qui font un tour”. On appelle nombres
de Betti de la variété M, la dimension b, de H,(M) considéré comme espace
vectoriel.

1.12.4 Espace des p-vecteurs

Nous avons choisi de développer la notion de produit extérieur en par-
tant du fibré cotangent , c’est-a-dire que nous avons considéré des produits
tensoriels completement antisymétriques de vecteurs covariants. Ceci nous a
amené au concept de forme différentielle. Nous aurions pu faire de méme en
partant des vecteurs contravariants. Le formalisme est tres semblable et les
objets contravariants €2,(M) correspondant aux formes différentielles QP (M)
sont simplement baptisées “p-vecteurs”. On peut alors bien entendu évaluer
une p-forme sur un p-vecteur, le résultat étant une fonction sur M.
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1.12.5 Espace des courants de De Rham

Le lecteur est sans doute déja familier avec la notion de distribution. Pour
les fonctions numériques sur un compact de R” les distributions sont définies
comme dual des fonctions infiniment différentiables. Cet espace contient
d’une part des éléments “réguliers” mais aussi toutes les mesures (en par-
ticulier la mesure de Dirac) et méme des objets encore plus singuliers (les
dérivées de la distribution de Dirac par exemple). On peut généraliser la
théorie des distributions aux formes différentielles de degré quelconque sur
une variété ; on définit ce qu’on appelle ’espace des courants de De Rham
comme dual (sur R) des formes différentielles. L’évaluation d’un courant C
sur une forme w est donc un nombre (C,w). Si la variété M est compacte et
si w est une k-forme, un élément “régulier” peut étre représenté par une n—k
forme o puisque I'évaluation de l'intégrale [ 1 0 Aw est bien une fonctionnelle
linéaire. L’intégration d’une forme sur une chaine (théorie de I’homologie),
I’évaluation d'un p-vecteur sur une p-forme suivie de l'intégration sur M
de la fonction obtenue, fournissent aussi des exemples de courants de De
Rham. La théorie de I'homologie de De Rham (opérateur 0) se généralise

d’ailleurs au cadre des courants et le théoréeme de Stokes s’écrit dans ce cas
(0C,w) = (C, dw).

1.12.6 Les algebres de Frolicher — Nijenhuis et de Nijenhuis—
Richardson

Nous savons que 'algebre de De Rham (M), munie du produit extérieur,
est une algebre commutative graduée.

Nous savons aussi que ’ensemble des dérivations graduées d'une algebre
commutative graduée constitue une super-algebre de Lie pour laquelle le
crochet de Lie est donnée par le commutateur (gradué) que nous noterons
simplement [., .].

En conséquence Der(€2(M)) est une algebre de Lie graduée. Reste a iden-
tifier explicitement les éléments de cette algebre.

Tout d’abord, puisque (M) est Z-graduée, on dira qu’une dérivation est
de degré p (qui peut étre positif, négatif ou nul) si elle fait passer de QF(M)
a QFP(M). On notera Der,(Q(M)) Pespace des dérivations de degré p. La
dérivée extérieure est elle-méme un élément de Dery (Q(M).

Soit Q(M, T M) l'espace des formes différentielles sur M a valeurs dans
le fibré tangent, c’est & dire Q¥(M,TM) = T'(A*T*M ® TM). Une k-forme
K a valeurs vectorielles s’écrira, dans un repere naturel,

K= Kzlmmukdx“l Adz?? .. N dxetr ® oy
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Un résultat du a Richardson et Nijenhuis montre que l’algebre de Lie
graduée des dérivations (graduées) de l'algebre de De Rham (M) peut
s’identifier & deux copies de Q(M, T M) munies de deux crochets différents,
connus respectivement sous le nom de crochet de Nijenhuis-Richardson et
crochet de Frolicher-Nijenhuis. Plus précisément, pour tout toute dérivation
D, de degré k de I'algebre (M) on peut trouver un unique K € Q*(M, TM)
et un unique L € QF (M, TM) tels que

D =_Lxk+iL

ou Lk et iy définissent des dérivations que nous allons caractériser un peu
plus loin. Nous ne démontrerons pas le théoreme de Richardson et Nijenhuis
mais définirons seulement les dérivations dont il vient d’étre question (voir
[.

II se trouve que les éléments de Q(M,TM) peuvent en effet agir par
dérivation sur Q(M), et ce, de deux fagons distinctes.

La premiere consiste en une généralisation du produit intérieur. Au lieu
de considérer le produit intérieur d’une forme par un vecteur, on remplace le
vecteur par une k-forme & valeurs vectorielles. En effet, soit K € QF(M, TM),
L€ QY(M,TM) et w une forme différentielle de degré ¢ sur M. On va définir
ixw, qui sera une forme différentielle de degré k 4 (¢ — 1) (la partie “champ
de vecteurs” présente dans K fait passer de ¢ a ¢ — 1 mais les k indices de
forme demeurent). Soient X; i € {1,2,...,k+(¢—1) des champs de vecteurs.
On pose

. 1
ikw(X1, Xo, .oy Xpqo1) = =T D (K (Xor, ., Xok), Xo(rar), - )

Notons que, agissant sur une fonction (un élément de Q°(M)), ix donne zéro.
On peut vérifier que ix défini bien une dérivation. Celle-ci est d’ailleurs de
degré k—1; ainsi i € Der,_1Q(M). On peut démontrer que toute dérivation
de I'algebre de De Rham dont la restriction aux fonctions est nulle est de cette
forme. Le commutateur gradué (dans Der(2(M)) de deux dérivations de ce
type est une dérivation du méme type. Plus précisément,

lik,in) = ik, L)nn

ou la forme a valeur vectorielle [K, L]yg est égale a
[K,Llng =ix L — (1) DD K

et ou on généralise I'action de ix sur (M) a une action sur Q(M,TM) en
posant ix(a® X) = ix(a) ® X, avec a € Q(M) et X un champ de vecteurs.
Le crochet [, .,] porte le nom de crochet de Nijenhuis-Richardson.
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La deuxieme fagon d’agir consiste en une généralisation de la dérivée de
Lie. Soit encore K € QF(M, TM). On définit Ly par

Lr =lig,d =igd— (=1 dig

On peut vérifier que cet opérateur fournit bien une dérivation de l'algebre
Q(M). Cette dérivation est de degré k : Lx € Derp(QQ(M) (dans le cas
particulier £ = 0 on retrouve un résultat connu). On peut démontrer que

[‘CK’ ‘CL] = E[K’L]FN

pour une forme a valeurs vectorielles bien déterminée notée [K, L]ry qu’on
appelle crochet de Frolicher-Nijenhuis. Pour des éléments décomposés, on a
la formule de Michor

@ X, 0RY|py =aANBR[X,)Y] + aNLxSRY
—LyaABRX + (1) (danixBRY + iyaAdf® X)

Avant de conclure ce paragraphe, il est utile de définir la notion suivante.
Soit J € QY(M, TM), alors le carré gradué de J, pour le crochet de Frolicher-
Nijenhuis, est un élément [J, J]py de Q*(M, T M) appelé torsion de Nijenjuis
du vecteur-1-forme J. Pour justifier I'intérét porté a cette notion, citons seule-
ment le résultat suivant (nous n’étudierons pas les variétés complexes dans
cet ouvrage) : lorsque J, qui peut s’interpréter géométriquement comme un
champ d’endomorphismes du fibré tangent, est une structure presque com-
plexe (J? = —1), Pannulation de sa torsion de Nijenhuis fourni une condition
nécessaire et suffisante pour l'intégrabilité de cette structure (c’est a dire que,
dans ce cas, la structure presque-complexe est en fait, complexe).



Chapitre 2

Groupes de Lie et espaces
homogenes

2.1 Généralités sur les groupes de Lie

2.1.1 Généralités et définitions élémentaires

Les groupes de Lie et les espaces homogenes fournissent une multitude
d’exemples particulierement simples de variétés différentiables et c’est une
des raisons pour lesquelles nous leur consacrons une section de cet ouvrage.
Une autre raison importante est que les groupes de Lie vont étre utilisés
comme “outils” dans les chapitres suivants.

Chacun est censé étre déja familier avec la notion de structure de groupe.
L’introduction aux groupes et leur utilisation dans toutes les branches de la
physique est un théeme présenté et étudié, suivant les années et les réformes
de I'enseignement secondaire, entre la classe de quatrieme et les années de
Licence... Rappelons donc qu'un groupe est un ensemble (fini ou infini) muni
d’une loi de composition interne associative, possédant un élément neutre,
et tel que tout élément possede un symétrique pour la loi en question. Du
point de vue du calcul, notons que, dans un groupe, il est toujours possible
de résoudre une équation du premier degré (du type axz = b, la solution
étant x = a1 b). Les exemples les plus simples habituellement présentés aux
éleves de nos lycées sont les suivants : Le groupe (Z, +) des entiers relatifs, les
groupes (additif et multiplicatif) de nombres rationnels (Q, +) et (Q—{0}, x)
ainsi que leurs généralisations réelles et complexes, les groupes de congruence
Z, = ZL]pZ, les groupes de symétrie des solides platoniques, les groupes de
transformations linéaires, affines ou projectives et les groupes de substitu-
tions. Les groupes ne sont pas nécessairement commutatifs, comme les der-
niers exemples le montrent clairement. Les groupes peuvent étre finis (comme

47
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Z,/pZ), infinis mais discrets (comme Z) ou infinis et “continus” (comme R ou
comme le groupe U(1) des rotations autour d’'un axe). Regardons ce dernier
exemple d’un peu plus pres. Toute rotation autour d’un axe est parfaitement
caractérisée par un angle # compris entre 0 et 27 ; de surcroit, les rotations
d’angle 0 et 27 sont identiques. En d’autres termes, on peut considérer les
rotations en question comme les différents points d'un cercle S! de rayon
quelconque, I’élément neutre (c’est a dire la rotation d’angle nul) étant un
point marqué de ce cercle S*. Ceci nous fournit un image “visuelle” de ce
groupe U(1), image qui peut nous faire oublier momentanément la structure
algébrique proprement dite de cet ensemble (un groupe) mais qui attire notre
attention sur sa structure topologique ou méme différentiable (un cercle). La
notion de groupe de Lie généralise ce dernier exemple en juxtaposant de facon
axiomatique la structure de groupe et celles de variété.

Par définition, un groupe de Lie G est donc une variété différentiable
munie d’une structure de groupe, de facon a ce que les deux structures soient
compatibles, c¢’est a dire de facon a ce que la multiplicationﬂ et le passage a
I'inverse soient des applications différentiables. Notons que la multiplication
est une application de G x G dans G alors que le passage a I'inverse est une
application de G dans (. Le lecteur pourra visuellement se représenter un
groupe de Lie comme un “patatoide” avec multiplication (entre points) et

origine marquée (voir .

F1GURE 2.1 — Un groupe de Lie

La dimension d’un groupe de Lie est, par définition, sa dimension en tant
que variété (nous verrons de nombreux exemples un peu plus loin) ; notons
des a présent que le groupe U(1) présenté plus haut est de dimension 1.

1. La loi de composition interne sera en effet, le plus souvent, notée multiplicativement.
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2.1.2 Exemples élémentaires de groupes classiques

On désigne par M(n,C) I'algébre (de dimension complexe n?) des ma-
trices carrées d’ordre n a coefficients complexes et par af 1’adjointe d’une
matrice a de M (n,C) (si a = (a;;), alors a' = (aj;)). L'ensemble précédent
n’est certes pas un groupe pour la loi de multiplication des matrices puis-
qu’il contient de nombreux éléments non inversibles (toutes les matrices
de déterminant nul) mais il contient plusieurs sous-ensembles intéressants
qui, eux, sont bien des groupes multiplicatifs, comme on pourra le vérifier
aisément.

— GL(n,C) ={a € M(n,C)/|deta # 0}, le groupe linéaire complexe.

— U(n) = {a € GL(n,C)/|a’ = a~'}, le groupe unitaire.

— SU(n) ={a € U(n,C)/|deta = 1}, le groupe unitaire unimodulaire,

aussi appelé groupe spécial unimodulaire.
Notons que les éléments de U(n) ont automatiquement un déterminant (un
nombre complexe) de module 1, puisque det a! = det a = 1/det a, mais pas
nécessairement égal a 1.

Les groupes précédents sont définis comme groupes de matrices ; les entrées
de ces matrices (les “éléments de matrice”) sont des nombres qui peuvent étre
réels mais sont généralement complexes. Si on impose a ces éléments de ma-
trice d’étre réels, on obtient de nouveaux groupes. Soit M (n,R) l'algebre
(de dimension réelle n?) des matrices carrées d’ordre n a coefficients réels.
Cet ensemble, comme M (n,C) est une algebre associative mais n’est pas un
groupe multiplicatif. On définit

— GL(n,R) = GL(n,C) N M(n,R), le groupe linéaire réel.

— O(n,R) = U(n,C) N M(n,R), le groupe orthogonal, encore appelé

groupe des rotations.

— SO(n,R) = SU(n) N M(n,R), le groupe spécial orthogonal.

Les éléments du groupe unitaire ayant un déterminant de module 1, ceux de
O(n,R) auront un déterminant égal & —1 ou & 1; ceux pour lesquels il est
précisément égal a 1 constituent le groupe SO(n,R). On désigne par a la
transposée d’une matrice a de M(n,R).

2.2 Généralités sur les algebres de Lie

2.2.1 Application exponentielle et algebres de Lie
Définition

Une algebre de Lie g sur un corps commutatif £ est un ensemble qui est,
d’une part un espace vectoriel sur 8 (sa loi de groupe abélien est notée +
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et sa loi externe sur 8 est notée multiplicativement), de dimension finie ou
non, et qui, d’autre part, est muni d’une loi de composition interne —non
associative— généralement notée [, | vérifiant les propriétés suivantes

Anticommutativité VX,Y €g (X,Y] = —[Y, X]

Identité de Jacobi VXY, Zeg [X,[Y,Z]]+[Z [X,Y]]+]Y,[Z,X]]= 0

On suppose également vérifiée la linéarité par rapport aux scalaires, c’est
a dire [aX,Y] = [X,aY] = o[X,Y] si @ € K. Laloi [, | est généralement
désignée sous le nom de “crochet de Lie”. Dans toute la suite, le corps K
coincidera avec le corps € des nombres complexes.

Exemple fondamental

Soit A une algebre associative ; on peut lui associer canoniquement une
algebre de Lie en définissant le crochet de Lie de la fagon suivante (auquel cas
le crochet de Lie peut également étre désigné sous le nom de commutateur) :

X, YeA—[X,Y]=XY -YX

Le crochet obtenu est généralement non nul, sauf évidemment si X et Y
commutent. Par ailleurs on vérifie aisément que les propriétés d’anticom-
mutativité du crochet ainsi que l'identité de Jacobi sont automatiquement
satisfaites. Les ensembles de matrices M (n,€) et M(n,2R) sont donc auto-
matiquement des algebres de Lie.

Constantes de structure d’une algebre de Lie g

Supposons que g, en tant qu’espace vectoriel sur le corps des complexes
¢ soit de dimension finie n et soit {Xs}aeq1..n) une base de g. Le crochet de
Lie [X,, Xj] de deux vecteurs de base est a priori un élément de g et peut
donc se développer sur la base choisie :

[XmXﬁ] = CZBXV
Les n® nombres C’gﬁ sont les constantes de structure de g par rapport a la
base choisie.
Application exponentielle dans M (n, €)

On désigne par exp : a« — Z;O:O a? /p! Iapplication exponentielle définie
sur M(n,€). Posons g = e”. 1l est facile de voir que

detg = e
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)‘1 )‘P =

Cette relation est évidente si A est diagonalisable (puisque e e
eMT-+A) Si ce n'est pas le cas, on utilise pour démontrer cette propriété
générale le fait que I’ensemble des matrices diagonalisables sur € est dense.
Cette relation est a la base d’une quantité de résultats dont voici le premier :
si A € M(n,€), alors g = e € GL(n,€); en effet, det g n'est jamais nul
puisque la fonction z — e* ne s’annule pas.

AN ATTENTION : On n’a pas dit que tout élément de GL(n, &) pouvait
étre atteint par la fonction exp (c’est faux!).

Cas des groupes de matrices : Correspondance entre groupes et
algebres de Lie

Soit G un groupe de Lie défini comme sous-ensemble de M (n, ). On
définit son algebre de Lie notée g ou Lie G comme suit,

LieG = {A € M,(€) | Vt€R, 4G}

De facon un peu imagée, on peut dire que 'algebre de Lie d’un groupe G,
c’est. .. son logarithme! De fait, 'utilisation de 'algebre de Lie de G per-
met de linéariser les propriétés des groupes, c’est a dire de transformer les
multiplications en additions etc .

La définition ci-dessus de l'algebre de Lie d’un groupe G semble un peu
restrictive en ce sens qu’elle semble ne pouvoir s’appliquer qu’aux groupes de
matrices, mais il existe une définition plus abstraite de la notion d’algebre de
Lie d’un groupe de Lie, définition ne faisant pas I’hypothese d'une réalisation
matricielle ; nous y reviendrons plus loin.

Soient g et h deux éléments de G et supposons qu’on puisse écrire g = e
et h = et avec A, B € g. Tout d’abord, notons que g~' = e~*4. On peut
alors considérer le commutateur de g et h au sens de la théorie des groupes,
c’est & dire I'élément ¢ = ghg'h~! de G. Au second ordre en ¢, il vient

A

c = 6tAetBe—tAe—tB

= (1+tA+t2A%/2+ .. )A +tB+t*B*/2! + ...
(1—tA+t2A%/20+ .. )(1 —tB+t*B*/2! +..))
= 1+0t+t*[A, Bl + O(t*)

Il ne faudrait pas trop hativement en déduire que le commutateur dans G est
égal a I'exponentielle du commutateur dans Lie G, mais c’est “presque” vrai,
comme on vient de le voir (¢ oo t?[A, B]). De plus, on peut démontrer

que
2 . - — 2
et [A4,B] _ lim (etA/netB/ne tA/ne tB/n)n
n—00
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C’est a l'aide de ces relations qu’on peut s’assurer que 'algebre de Lie d’un
groupe de Lie est bien. .. une algebre de Lie (I’ensemble est bien stable par
le commutateur).

Soit g € G et supposons qu’on puisse écrire ¢ = e ; alors, en utilisant la
structure d’espace vectoriel de LieG, on voit qu’on peut décomposer A sur
une base {X,}; ainsi, A = > a*X,. Les n nombres a® permettent donc de
définir sur G un systeme de coordonnées (une carte). Ceci montre également
que la dimension de GG, en tant que variété, est égale a celle de Lie G, considéré
comme espace vectoriel.

2.2.2 Correspondance entre groupes et algebres de Lie
Algebres de Lie des groupes classiques

Notons d’abord que, pour les groupes unitaires,
et eUn) = etet =1 = A+ Al =0

ainsi la matrice A est anti-hermitienne.
Nous avons déja rencontré la relation det e = 7™ ; il s’ensuit que, si le
déterminant de g = e” est égal a 1, la trace de A est nulle. Ainsi,

et € SU(n) <= [A+ Al =0 et TrA =0
Dans le cas des groupes orthogonaux, la définition implique immédiatement
et € O(n) <= [ete" =1 et Aréel] <= [A+ A =0 et A réel|

Les matrices A de 'algebre correspondante sont donc antisymétriques réelles,
ce qui, en particulier, implique la nullité des éléments de matrice diagonaux
et donc de la trace; mais le seul fait que trA = 0 implique dete® = 1 et
donc e* € SO(n). Y aurait-il une contradiction? Comment donc obtenir
une matrice orthogonale de déterminant différent de 17 Il est pourtant bien
évident que la définition de O(n) est différente de celle de SO(n)! La seule
conclusion possible est la suivante : les éléments de O(n) qui ne sont pas dans
SO(n) ne sont pas atteints par la fonction exp (voir la remarque a la fin du
présent, paragraphe).

Pour calculer la dimension des groupes de Lie, le plus simple est en
général de calculer la dimension des algebres de Lie correspondantes. Voici
un exemple que lecteur pourra généraliser sans peine : “Fabriquons” une
matrice carrée antihermitienne. Une matrice n x n dépend, a priori, de n?
parametres complexes; nous enlevons d’abord la diagonale (donc il reste
n? — n parametres), puis nous fabriquons une matrice triangulaire inférieure
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stricte (donc (n? — n)/2 parameétres) ; la partie triangulaire supérieure est

alors completement déterminée par la condition d’anti-hermiticité; finale-
ment, cette méme condition implique que les éléments diagonaux sont ima-
ginaires purs : il nous faut donc rajouter n parametres réels. Au total, on
a donc 2(n* —n)/2 + n = n’parametres réels. Ainsi donc dimgU(n) =
dimg LieU(n) = n?.

Le lecteur pourra sans doute ainsi retrouver sans difficulté la dimen-
sion des algebres de Lie suivantes. Remarque : La notation Sp(n) utilisée
ci-dessous désigne le groupe unitaire-quaternionique (voir “remarques diver-
ses” en fin de section 2 concernant les groupes symplectiques) ; les matrices

A B
de I'algebre de Lie correspondante sont du type (_ Bt _ g) avec AT = —A
et B = B.
G LieG dimgy G
GL(n, ) M(n, €) 2n?
GL(n,R) M(n,*R) n?
U(n) Matrices anti-hermitiennes n?
SU(n) Matrices anti-hermitiennes de trace nulle  n? — 1
SO(n) Matrices antisymétriques réelles "("2*1)
Sp(n) Voir ci-dessus 2”(2; 1)
Remarques

— Si nous ne précisons pas davantage, c’est que les algebres de Lie que
nous considérons sont des algebres de Lie réelles. 11 y a la une pe-
tite subtilité que nous allons illustrer en considérant le cas de u(n) =
LieU(n). Tl s’agit d’ un espace vectoriel sur R de dimension d = n?
ce qui signifie qu'une base de cet espace vectoriel réel possede d = n?
éléments (appelons les {X,}o=1.4) €t qu'un élément quelconque A
de u(n) peut s’écrire A = Zi:l a*X,, avec des composantes a® qui
sont des nombres réels. Par contre, les éléments {X,} sont, dans le
cas présent des matrices antihermitiennes dont les éléments de ma-
trice sont généralement complexes (comme ceux de A, d’ailleurs).
Pour compliquer légerement les choses, les éléments {X,} qu’on ap-
pelle traditionnellement générateurs de 1’algebre de Lie u(n) ou encore
générateurs infinitésimaux, sont souvent écrits sous la forme X, = 1Y,
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(dans le cas de u(n) les Y, sont donc hermitiens) et le développement
de A sur la base X, se re-écrit A = 22:1 a“iY,, de sorte que si on
pose A = iB on obtient simplement B = ZZ:1 a“Y, ; dans ce cas,
il y a des facteurs ¢ au second membre des relations de commuta-
tion des Y, entre eux. Pour couronner le tout les Y, sont eux-aussi
quelquefois désignés sous le nom de “générateurs infinitésimaux”, bien
qu’ils n’appartiennent méme plus a l'algebre de Lie si cette derniere
est réelle!
L’application exp est continue. L’'image continue d’un espace connexe
est un espace connexe. Une algebre de Lie est un espace vectoriel et
donc un espace connexe. L’ensemble expg = {e*| X € g} est donc
connexe. Conclusion : si un groupe de Lie G n’est pas connexe, les
éléments qui n’appartiennent pas a la composante connexe de l'iden-
tité ne peuvent pas étre atteints par la fonction exp (ils ne peuvent
pas s’écrire sous la forme eX). Ceci montre que, dans bien des cas,
I’application exp n’est pas surjective. Le calcul effectué plus haut et
concernant le groupe orthogonal O(n) reflete le fait que ce dernier n’est
pas connexe. Par contre les groupes U(n), SU(n), SO(n) et Sp(n) sont
connexes.
Meéme si G est connexe, 'application exp n’est pas nécessairement
surjective. Par contre, on démontre que si G est compact et connexe,
cette application est surjective (c’est le cas de U(n), SU(n), SO(n) et
Sp(n)). Si G est connexe mais non compact, on démontre que exp est
“presque” surjective, en ce sens que

Vge G, dA;,Ay... A, € g pfini, tel que g = etiefz e
Par définition, le rang d'un groupe de Lie compact est égal a a la
dimension d’un sous groupe abélien maximal contenu dans G (on dit
alors souvent “tore maximal” au lieu de “sous groupe abélien maxi-
mal”).
Cette définition sera suffisante pour nous, mais voici néanmoins une
définition valable dans un contexte plus général : le rang d’un groupe
de Lie est défini comme étant celui de ’algebre de Lie correspondante,
lui-méme défini comme la dimension de I'une quelconque de ses sous-
algebres de Cartan (si le corps de base est celui des complexes et
que 'algebre de Lie est de dimension finie, toutes ses sous-algebres de
Cartan sont isomorphes); dans ce cadre général une sous-algebre de
Cartan est une sous-algebre de Lie nilpotente qui coincide avec son
propre normalisateur. Dans le cas semi-simple une sous-algebre de
Cartan est simplement une sous-algebre de Lie abélienne maximale.
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Isomorphisme local : comparaison entre SU(2) et SO(3)

Nous avons déja vu (dans le cas du groupe orthogonal O(n)) que les
éléments d’un groupe n’appartenant pas a la composante connexe de I'iden-
tité ne pouvaient pas étre atteints par la fonction exponentielle. Pour cette
raison, nous supposerons que tous les groupes de Lie considérés dans la
présente sous-section sont connexes (cas de SO(n)). Nous nous intéressons
en effet ici a des phénomenes plus fins que la connexité.

— Soient
(01 (0 =i (10
1= \10)°27\io) %" o=

les trois matrices de Pauli. Lie(SU(2)) est 'espace vectoriel engendré
par X1, X, X3 avec X; = i0;/2 puisque {X;, X, X3} constituent une
base de I'algebre des matrices antihermitiennes de trace nulle. Notons
que

[Xi, Xj] = —€iju X

ol € est completement antisymétrique et €153 = 1. En développant la
fonction exponentielle en série et en utilisant les propriétés o3 = 1,
o+t = g3, le lecteur montrera aisément que

6 6
exp(6X3) = cos 3 + i03sin 5 € SU(2)

Notons que

exp[(0 4 2m) X3] = — exp[0X;]
exp[(0 + 47) X;3] = + exp[0Xs]

— Soient maintenant

000 001 010
Xi=—1001),Xo=—-1000],Xg=—1-100
0-10 —-100 000

L’espace vectoriel engendré par X7, Xo, X3 est constitué par I’ensemble
des matrices antisymétriques réelles 33 ; il coincide donc avec 1’algebre
de Lie Lie(SO(3)). Comme dans le cas précedent, on peut vérifier que
que

[Xi, Xj] = _Eiijk

Les deux algebres Lie(SO(3)) et Lie(SU(2)) sont donc isomorphes.
Par ailleurs, en développant la fonction exp en série et en utilisant les
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propriétés X3¥ = diag ((—1)7, (—1)?,0), X3! = (=1)P X3, il est facile
de voir que

exp[0Xs] = diag(cosf,cosf, 1) + X3sinh € SO(3)
Notons alors que
exp[(0 + 2m) X3] = + exp[0X;]

Ainsi donc, lorsqu’ “on fait un tour” dans SO(3), on revient a I'identité
— chose qu’on savait déja! — mais, dans SU(2), pour revenir a I'identité,
il faut faire ... deux tours ! Cette différence de comportement entre
les deux groupes peut sembler assez surprenante a premiere vue. Il
est possible de l'illustrer de fagon assez simple grace a une expérience
élémentaire.

Ezpérience utilisant SO(3) : Prenez un objet quelconque, posez-le
sur la table et faites-lui subir une rotation de 360 degrés autour d’un
axe vertical ; la configuration que vous obtenez est indiscernable de la
configuration initiale.

Expérience utilisant SU(2) : Prenez un objet quelconque, suspendez-
le au milieu de la piece en utilisant huit élastiques reliés aux huit
coins (haut et bas) de la piece (vous pouvez utiliser un moins grand
nombre d’élastiques!) et faites subir a votre objet une rotation de 360
degrés; notez que les élastiques sont emmelés ; essayez de déméler les
élastiques sans faire tourner 'objet. .. vous n’y parvenez pas. Faites
alors subir a votre objet une seconde rotation de 360° (depuis la
configuration initiale vous aurez ainsi effectué une rotation de 47 =
720°) ; les élastiques semblent étre encore plus emmélés; essayez de
déméler ces élastiques (retrouver la configuration initiale) sans faire
tourner l'objet. . . A votre grande surprise (méme si vous avez fait cette
expérience plusieurs fois) vous y parvenez !

Remarque : Si vous avez vraiment des difficultés a déméler les élastiques,
ouvrez l'ouvrage [5] ot la suite des mouvements a effectuer est décrite
en détails.

Il existe une autre expérience, encore plus simple, mais un peu plus
difficile a décrire “avec des mots”, qui illustre la méme différence de
comportement entre les deux groupes et qui illustre donc la facon dont
SU(2) décrit les “rotations d’objets attachés & leur environnement”.
Prenez un verre (rempli de votre vin favori) et essayez, par pivot du
poignet, de lui faire subir une rotation de 360°... échec : a moins
d’avoir des articulations tres spéciales, vous vous retrouvez tout tordu.
Essayez alors, a partir de cette position (tordue) de faire subir a votre
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verre une seconde rotation, dans le méme sens, de 360° (le coude doit
normalement s’abaisser) et ¢a marche : Vous vous retrouvez dans 1'état
initial !

Ce phénomene amusant est d’une importance physique capitale. C’est
lui qui, en définitive, explique la différence entre fermions et bosons
(rappelons que les électrons — et plus généralement les particules
de spin demi-entier — obéissent a la statistique de Fermi-Dirac alors
que les photons (ou les noyaux d’Hélium!) — et plus généralement les
particules de spin entier — obéissent a la statistique de Bose-Einstein.

— Revenons aux mathématiques. Nous avons un homomorphisme de
SU(2) dans SO(3) : 'image de exp(0'X;) € SU(2) est, par définition
exp(#'X;) € SO(3) ou les X; sont, bien entendu, définis de deux
facons différentes, comme précédemment. Ce morphisme surjectif n’est
pas injectif; en effet, les deux éléments distincts exp(27X3) = —1
et exp(4rX3) = 1 de SU(2) se projettent tous deux sur l'identité
de SO(3). Le noyau de cet homomorphisme est donc 3 = {—1,1}
d’ou il s’ensuit que SO(3) = SU(2)/32. En effet, un théoréme tres
élémentaire de théorie des groupes nous apprend que si £ est un ho-
momorphisme du groupe G dans le groupe K, alors I'image ((G) est
isomorphe au quotient de G par le noyau de ¢ (dans le cadre commu-
tatif, ce théoreme généralise un résultat bien connu et rencontré, par
exemple, dans I’étude des espaces vectoriels).

— Deux groupes possédant des algebres de Lie isomorphes sont dits

localement isomorphes . Ainsi SU(2) et SO(3) sont localement iso-
morphes. Ils ne sont cependant pas isomorphes.
On admettra le résultat suivant. Deux groupes compacts connexes non
isomorphes peuvent admettre des algebres de Lie isomorphes (on dit qu'il
s'agit de groupes localement isomorphes). Les groupes de Lie qui ad-
mettent la méme algebre de Lie g sont tous de la forme G; = G/D;
ou D; est un sous-groupe discret distingué de GG. Le sous-groupe D; est
isomorphe au groupe fondamental de G; (i.e. au premier groupe d'ho-
motopie 71 (G;)) et le groupe G est simplement connexe (ce qui signifie
que son sous-groupe fondamental est réduit a I'identité). G et est appelé
revétement universel de GG;. On note quelquefois G' = @Z

— Exemples de groupes de Lie localement isomorphes.

SU(2) et SO(3) =SU(2)/32 m(SU(2)) =1 m1(S0O(3)) = 39
SU(3) et SU(3)/33 m(SU3)) =1 m(SU(3)/33) = 33
Ret U(l) =R/3 m(MR) =1 m(U)) =23

— Les groupes SO(n) ne sont jamais simplement connexes.

— Lorsque n = 2, SO(2) = U(1) = S! et on sait que m(S?) = 3;
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le revétement universel de U(1) est R, I'ensemble des réels : par
définition du cercle (périodicité) on sait que U(1) = R/3.

— Lorsque n = 3, on a vu que le revétement universel de SO(3) est
SU(2) et que m(SO(3)) = 3.

— Lorsque n > 3, on montre que 7;(SO(n)) = 32. Le revétement

universel SO[(n) de SO(n) se note Spin(n). Le fait que Spin(3) =
SU(2) est une coincidence de basse dimension; on montre que
Spin(4) = SU(2) x SU(2), Spin(5) = U(2,9) = Sp(2) = USp(4),
Spin(6) = SU(4).

— Lorsque n > 6, Spin(n) n’est autre que... Spin(n) et ne coincide
pas avec un autre groupe classique. Pour construire explicitement
Spin(n), le plus simple est d’utiliser les algebres de Clifford (voir
la discussion en fin de chapitre).

2.2.3 Classification des groupes et algebres de Lie. Généralités.
Un peu de terminologie

— Une algebre de Lie est abélienne si elle est. .. commutative.

— Une algebre de Lie est simple si elle n’est pas abélienne et si elle ne
possede aucun idéal bilatere non trivial.

— Une algebre de Lie est semi-simple si elle peut s’écrire comme (si elle
est isomorphe a une) somme directe d’algebres simples.

— Une algebre de Lie est non semi-simple si elle n’est pas semi-simple.

On a bien entendu une terminologie analogue au niveau des groupes.

— Un groupe de Lie est abélien s’il est... commutatif.

— Un groupe de Lie est simple s’il n’est pas abélien et s’il ne possede
aucun sous groupe distingué (invariant ) non trivial.

— Un groupe de Lie est semi-simple s’il peut s’écrire comme (sl est
isomorphe & un) produit direct de groupes simples.

— Un groupe de Lie est non semi-simple s’il n’est pas semi-simple.

Idées fondamentales de la classification

— On tente d’abord de classifier les algebres de Lie. On en déduit la
classification des groupes de Lie. Nous supposerons toujours, dans
cette section, et sauf mention explicite du contraire, que nous sommes
en dimension finie.

— On montre qu'une algebre de Lie quelconque peut toujours se décomposer
en une somme directe d'une algebre de Lie semi-simple et d’une algebre
de Lie non semi-simple particuliere qu’on appelle son radical (décomposition
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de Levi). Pour définir le radical d'une algebre de Lie g, on procede
comme suit : on commence par construire la “série dérivée” (g¥) de g
définie par gt = [g), g®]. Chaque terme de cette suite est un idéal
de g contenant le terme suivant. Notons que g est abélienne lorsque
le premier terme de cette suite (c’est & dire g")) est nul. L’algebre de
Lie g est dite résoluble lorsque g*) = 0 pour une certaine valeur de k.
Etre résoluble est ainsi, pour une algebre de Lie, une notion un peu
plus faible que celle d’étre abélienne. Le radical d’une algebre de Lie
quelconque est alors, par définition le plus grand idéal résoluble de
cette algebre de Lie. Le radical d'une algebre de Lie semi-simple est,
bien évidemment, nul. L’existence de la décomposition de Levi montre
qu’il faudrait classifier, pour bien faire, d'une part les algebres de Lie
semi-simples et et d’autre part les algebres de Lie non semi-simples.

— La classification des algebres de Lie non semi-simples est difficile. . .
(et probablement impossible).

— La classification des algebres de Lie semi-simples (sur le corps €) a été
effectuée par E. Cartan. Pour classer les algebres de Lie semi-simples,
il suffit de classer les algebres de Lie simples.

— On classifie d’abord les algebres de Lie simples complexes (i.e. en tant
qu’espace vectoriel, le corps des complexes est €). On démontre qu’il
existe quatre séries infinies A,,, B,, C, , D,, d’algebres de Lie simples.
Le symbole n apparaissant en indice fournit le rang de l'algebre cor-
respondante. Pour n “suffisamment petit”, il peut se faire que des
individus appartenant a des séries différentes coincident. Il peut se
faire aussi, pour n petit, que les algebres en question soient, non pas
simples, mais semi-simples (en fait cela n’arrive qu'une seule fois).
On y reviendra plus loin. On démontre aussi qu’il existe, en dehors
des algebres de Lie classiques, qui sont, par définition, les membres
des quatre séries pré-citées, un nombre fini (cing) d’algebres de Lie
simples. On les appelle “exceptionnelles” ; ce sont : Go,Fy,Fg,E7 et
Es.

— Pour une algebre de Lie complexe donnée, on classifie les différentes
algebres de Lie réelles admettant la méme extension complexe ; techni-
quement, ceci se fait en classifiant les involutions. C’est ainsi que D,,
par exemple, admet les formes réelles distinctes, notées so(p, q),p >
0,¢g > 0,p+q=n, et s0(2n)*.

— A chaque forme réelle (c’est a dire, a chaque algebre de Lie réelle
correspondant & une algebre de Lie complexe donnée) on associe un
groupe de Lie connexe et simplement connexe, a I'aide de I’application
exponentielle. On démontre que, pour une algebre de Lie complexe
donnée (exemple D), une seule forme réelle correspond & un groupe
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de Lie compact (dans notre exemple, il s’agit de S O[(6) = exp(s0(6)).
Les autres groupes de Lie ainsi obtenus, a savoir SO([5, 1), SO(4,2),

SO ([3, 3) et SOEG)* sont non compacts. L’algebre de Lie réelle unique
dont I'exponentielle constitue un groupe de Lie compact s’appelle
forme réelle compacte de 'algebre de Lie complexe donnée (bien que,
stricto sensu cette algebre possede évidemment une topologie non
compacte puisqu’il s’agit d’un espace vectoriel !).

A chaque groupe de Lie connexe et simplement connexe G , on associe
alors une famille de groupes de Lie G; connexes, mais non simplement
connexes en quotientant GG par un sous-groupe distingué discret Kj;
(voir la sous-section précédente) : G; = G/K;. On a m(G;) = K; et

-~

G est le revétement universel des G;. Par exemple, on obtient ainsi
SO(6) = Sd(G)/BQ (rappelons la notation consacrée : Spin(n) =
SOn)).

Les groupes de Lie compacts correspondant a la forme réelle compacte
des algebres complexes A,,, B,, C, et D, sont les groupes déja ren-
contrés notés SU(n + 1), Spin(2n + 1), Sp(n) et Spin(2n) dont nous
avons déja donné les dimensions. Ceux correspondants aux algebres de
Lie exceptionnelles se notent généralement de la méme facon que les
algebres de Lie correspondantes. Les dimensions des cing groupes ex-
ceptionnels G, Fy, Eg, E7, Ey sont respectivement 14,52, 78, 133, 248.

Remarques diverses

— Tout le monde, ou presque, désigne par SO(n) le groupe SO(n,R)

et par SU(n) le groupe SU(n,€). Les groupes de Lie correspondant
a la série C), se notent malheureusement de facons tres diverses sui-
vant les auteurs. Nous avons décidé de noter Sp(n) le groupe compact
correspondant et de réserver la notation Sp(2n,R) pour désigner “le”
groupe symplectique (la forme réelle non compacte de C,, qui définit la
géométrie de I'espace des phases en mécanique). La notation U(n, £))
se référant aux groupes unitaires quaternioniques () est le corps non
commutatif des quaternions) est aussi assez en vogue pour désigner le
groupe compact Sp(n). Le méme groupe est désigné quelquefois par le
symbole USp(2n). La raison d’étre de cette derniere notation est que
ce groupe coincide avec l'intersection des unitaires (les U(n)) et des
symplectiques complexes (les Sp(n, €)) Pour cette raison on les appelle
aussi “les unitaires symplectiques”. Hélas, on peut également trouver
des auteurs désignant ce méme groupe USp(2n) par USp(n) ... Bref,
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c’est la pagaille.

— Toutes les algebres de Lie, membres de séries A,,, B,, C, et D, —
et tous les groupes correspondants — sont simples, a 'exception de
Dy = A; @ A;. Au niveau des groupes, on peut donc écrire Spin(4) =
SU(2) x SU(2) = Spin(3) x Spin(3); en d’autres termes, SO(4) et
SO(3) x SO(3) ont méme algebre de Lie.

— Comme annoncé plus haut, il existe des isomorphismes exceptionnels
entre membres de séries différentes, lorsque n est assez petit. Les voici

Al :D1 :Cl DQZAl@Al (déjd ’UU)
Ag = D3 02 = BQ
Au niveau des groupes compacts correspondants, on obtient donc les
isomorphismes
SU(2) = Spin(3) = Sp(1) Spin(4) = SU(2) x SU(2)
SU(4) = Spin(6) Sp(2) = Spin(b)

Citons enfin quelques isomorphismes concernant les groupes non com-
pacts. Spin'(p, q) désigne ici la composante connexe de I'identité dans

Spin(p, q) :
Spin'(2,1) = SL(2,R), Spin'(3,1) = SL(2, ), Spin'(4,1) = U(1,1,$)

Spin'(5,1) = SL(2,$), Spin'(3,2) = Sp(4,R), Spin' (4,2) = SU(2,2)

— La classification des algebres et groupes de Lie ainsi que 1’étude des
problemes qui s’y rattachent nécessiterait de décupler la taille de ce
chapitre. Nous ne prétendons donc pas, dans ce paragraphe, expli-
quer quoi que ce soit et nous nous contentons de faire un tour rapide
du zoo... Il est difficile de parler de la classification des groupes de
Lie sans mentionner les diagrammes de Dynkin (dans un contexte
différent on parle aussi de graphes de Coxeter). Mentionnons seule-
ment que la classification de Cartan, pour les algebres de Lie simples,
se réduit, en fin de compte, a un probleme de combinatoire admettant
une interprétation graphique. A chaque algebre de Lie simple com-
plexe, on associe donc un petit diagramme (voir n’importe traité de
classification des groupes de Lie). Nous recommandons au lecteur de
compléter sa culture en allant consulter la littérature appropriée. No-
tons que ces diagrammes apparaissent absolument partout, c’est a dire
non seulement dans un contexte lié a I’étude des algebres de Lie, mais
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encore dans bien d’ autres domaines : dans la théorie des groupes en-
gendrés par réflexions, en théorie des singularités, dans la théorie des
noeuds, dans la classification des inclusions d’algebres d’opérateurs
(sous-facteurs), en arithmétique, dans la géométrie des solides pla-
toniques (en relation avec 1’étude des sous-groupes finis de SO(3)),
dans la théorie des carquois, dans celle des systemes intégrables (en
mécanique), dans les théories conformes bi-dimensionelles, en théorie
des cordes. .. Bref, partout. Nous espérons donc que le lecteur, cu-
rieux, sera tenté de vouloir comprendre pourquoi ces quelques petits
dessins contiennent une telle quantité d’information.

— Un dernier mot sur ces diagrammes : certains contiennent des lignes
doubles ou triples (exemple de G3), et d’autres non. Ceux n’utilisant
que des lignes simples (ce sont ceux des séries A, D,, et E,) sont sou-
vent considérés, d'une certaine facon, comme plus fondamentaux que
les autres; les algebres de Lie correspondantes (les algebres “ADE”)
sont également appelées algebres simplement lacées.

2.2.4 Message

Un tout dernier mot : passer en revue “l’essentiel” de la théorie des
groupes de Lie en une seule section — méme en se limitant aux généralités et
aux problemes de classification — est certainement une tache impossible. Un
ouvrage entier serait d’ailleurs insuffisant. Nous n’avons fait qu’aborder le su-
jet. Vouloir dresser la liste de ce qui n’a pas été effleuré serait a la fois inutile
et. .. incomplet! Voici donc le message le plus important destiné a notre lec-
teur néophyte : La section qui s’acheve ici ne doit pas étre considérée comme
un résumé, mais comme une invitation au voyage. . .

2.3 Actions de groupes et représentations

2.3.1 Généralités

L’étude des groupes pour eux-mémes ne devrait pas nous faire oublier un
fait essentiel : un groupe sert surtout a agir sur “quelque chose”. Historique-
ment, d’ailleurs, on définissait le plus souvent les groupes comme “groupes de
transformations”, pour s’apercevoir, apres coup, du fait que deux groupes de
transformations pouvant sembler tres différents de prime abord, ne consti-
tuaient, en fait, qu'un seul et méme groupe “abstrait”, agissant de deux
fagons différentes sur deux espaces différents. Pour préciser cette notion d’ac-
tion ainsi que pour décrire la facon dont un groupe GG agit sur un ensemble
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M, il est utile d’introduire un vocabulaire approprié.

2.3.2 Groupe G opérant a gauche sur un ensemble E

A tout élément g de G et a tout élément z (on dira “point”) de E, on
associe un point y de E qu’on appelera image de x par la transformation g.
On écrira

y=g9zx

On veut que (g192)z = g1(g2x) afin de pouvoir oublier les parentheses. Plus
précisément, une action (a gauche) de G sur E est la donnée d’un homomor-
phisme L du groupe G dans le groupe des substitutions de F (I’ensemble des
bijections de £ dans E). L'image de g € G est noté L,. L’application L, est
donc une bijection de E dans lui-méme. Puisque L est un homomorphisme,
ona Lgg, = Ly Lg,. Par abus de langage, il est d'usage de noter y = gz au
lieu de y = Ly(x). Le lecteur aura compris que le symbole L vient de Left.

Pour définir une action quelconque, nous avons simplement supposé que
L, était une bijection, mais on peut contraindre davantage la situation en
imposant a L, d’étre un homéomorphisme (£ étant alors supposé muni d’une
topologie), un difféomorphisme (E étant une variété différentiable), etc . On
parle alors d’action continue, différentiable, etc .

2.3.3 Action a droite (anti-action)

On dit que G agit a droite sur E si on se donne un anti-homomorphisme R
de G dans I’ensemble des substitutions de E. En d’autres termes, on remplace
la condition Lg,4, = L, Ly, par la condition Ry, = R4, R, . Une action a
droite n’est donc pas une action, au sens strict du terme, mais une anti-
action. De facon a pouvoir se débarrasser du symbole R, mis pour Right,
on notera y = x¢g au lieu de y = Ry(z). L'écriture de g, a droite de x
permet de composer correctement les transformations sans qu’il y ait besoin
de parentheses : Ry, 4, () = Ry, Ry, (z) implique en effet x(g192) = (xg1)g2-

2.3.4 Passage de la droite a la gauche (et inversement)

Supposons donnée une action a droite R de G sur F; on peut canoni-
quement lui associer une action a gauche L en définissant Loz = R, -17;
c’est & dire encore, avec des notations plus dépouillées, gz = xg~!. On peut
ainsi toujours passer de la droite a la gauche et inversement. Cela dit, il est,
quelquefois, dangereux d’effectuer ce passage sans notations protectrices. ..
En effet, prenons par exemple ' = G lui-méme; on n’a alors certainement
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pas g.k = k.g~! dans le groupe G'! Une telle expression devrait donc s’écrire
gxk =k.g7! et s'interpréterait, non comme une égalité dans G' mais comme
(13X

une expression définissant, a partir de la multiplication “.” une nouvelle mul-
tiplication “x” (qu’on appelle dailleurs la “multiplication opposée”).

2.3.5 Orbites, espace quotient

— Soit G un groupe opérant a gauche sur F. L’orbite Gz de z € E est
I’ensemble

Gr={yeFE telque Jg€G,y=gzx}

On peut ainsi passer d’un point a un autre de la méme orbite en
utilisant un élément du groupe G.

— Le fait, pour deux points x et y, d’appartenir a la méme orbite est clai-
rement une relation d’équivalence (utilisant 1'existence d’un élément
neutre, l'existence, pour tout g, d’'un inverse ¢g—!, et le fait que la loi de
groupe soit interne). L’ensemble quotient n’est autre que ’ensemble
des différentes orbites T = Gz et se note G\E pour une action a
gauche. [’ensemble quotient pour une action a droite (les classes sont
alors les orbites T = 2G) se note E/G.

2.3.6 Efficacité

— L’action de G sur E est dite fidéle, efficace, ou effective (“effective
or faithful action”) lorsque tous les éléments de G (hormis 1’élément
neutre) font effectivement quelque chose! On considere le fait de ne
rien faire comme une action particuliere peu efficace. . . L’adjectif “effi-
cace” est assez parlant, mais il semble que le mot “fidele” soit mainte-
nant généralement utilisé pour désigner cette notion. Pour une action
donnée du groupe G sur 'ensemble E, on définit ’ensemble I des
éléments de G qui n’agissent sur aucun des éléments de E, c’est a dire

I={jeG telque VreFE jxr=ux}

Cet ensemble I est manifestement un sous-groupe de G (on pourrait
I'appeler le sous-groupe des feignants! ) et il caractérise l'efficacité
de T'action du groupe G. Plus il y a de feignants, moins 'action est
efficace. Lorsque [ se réduit a 1’élément neutre de GG, on dit que ’action
est fidele. Lorsque I coincide avec GG, 'action est triviale.

— Manifestement, seules les actions fideles sont intéressantes. Pour cette
raison, il est utile, lorsqu’on se donne une action non- fidele de G sur
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E, de fabriquer un nouveau groupe G|I pour lequel I'action est fidele.
Noter que G|I est bien un groupe car [ est distingué dans G (en effet
gl(g7'z) = g97'x = x donc gIg~' = I).

2.3.7 Liberté et stabilisateur

— On suppose donnée une action fidele du groupe G sur I’ensemble F.
Puisque l'action est fidele, tous les éléments de G — sauf ’élément
neutre — “font quelque chose”. Cependant, il peut se faire que, pour
un point particulier x € FE| il existe des éléments de G laissant ce
point invariant. On définit ainsi le stabilisateur H, de x € E :

H,={heG telque hz=ua}

Il est facile de voir que H, est un sous-groupe de G. Noter la différence
entre la définition de H, et celle de I donnée dans le paragraphe
précédent : la définition de H, dépend a priori de x! Le stabilisateur
de z est quelquefois dénommé (historiquement, dans le contexte de
I’action du groupe de Lorentz sur ’espace de Minkowski de la théorie
de la Relativité Restreinte) petit groupe de z . Le stabilisateur H, de
x est aussi appelé sous-groupe d’isotropie de x € E.

— Deux points appartenant a la méme orbite ont des stabilisateurs conjugués.
En effet, soit y = gz, alors 'hypotheése H,z = x implique H,g 'y =
g 'y. Ceci montre que H, = gH,g'. Notons que H, et H,, bien
qu’isomorphes, sont en général distincts comme sous-groupes de G
(H, n’est généralement pas distingué dans G).

— 1l existe une bijection entre les points de l'orbite T = Gz de x et les
points de 'ensemble quotient G/H, : a y = gz on associe 1'élément
gH, de G/H, et réciproquement. On assimile souvent 'orbite Gz
de x a l'ensemble quotient G/H ou H désigne le stabilisateur d'un
point quelconque de 'orbite, mais il faut se rappeler que, précisément,
cette identification n’est possible que si on a choisi un point. En
d’autres termes, la bijection entre les deux ensembles n’est pas ca-
nonique puisqu’elle dépend du point z choisi. Cette remarque (le fait
qu'une telle bijection ne soit pas canonique) est a la base de 'idée
d’invariance de jauge, qui, elle-méme, est a la base de pratiquement
toutes nos théories physiques. Nous y reviendrons avec force détails
dans le chapitre consacré aux espaces fibrés, puis dans celui consacré
aux connexions.

— 1II peut se faire que, pour tout point x de E, le stabilisateur H, se
réduise a lidentité. Dans ce cas l'action est dite libre. Le résultat
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précédent montre alors que, dans un tel cas, chaque orbite est iden-
tifiable a G lui-méme. Cette situation est a la base de la théorie des
espaces fibrés principaux (chapitre suivant).

— Notons que liberté implique efficacité . ..

2.3.8 Transitivité

L’action de G sur E est dite transitive s’il n’existe qu’une seule orbite,

en d’autres termes, s’il est possible de passer de n’importe quel point de E a
n’importe quel autre point a I’aide d’un élément de G.

2.3.9 Action d’un sous-groupe H sur un groupe G, nor-

malisateur, centralisateur

— Le cas particulier ou £ = G et ou on considere donc l'action de

G sur lui-méme par multiplication — a gauche ou a droite — mérite
évidemment une mention spéciale. Il s’agit alors d’'une action fidele,
libre et transitive ; nous y reviendrons un peu plus loin car elle permet
de donner une définition intrinseque de la notion d’algebre de Lie.
Choisissons maintenant un sous-groupe H de GG. On peut alors définir
une action a gauche de H sur G (les orbites sont les § = Hg, c’est
a dire les classes de H\G) et une action a droite de H sur G (les
orbites sont les g = gH, c’est a dire les classes de G/H). En général,
les ensembles quotients G/H et H\G ne sont pas des groupes, sauf
dans le cas ou les classes a gauche et & droite coincident (¢H = Hg),
c’est a dire lorsque H est distingué dans G (on dit aussi dans ce cas
que H est un sous-groupe invariant ou un sous-groupe normal). En
effet, on peut alors définir de facon non ambigu(E la multiplication
des classes : gk =gHk H = gk H = gk.

Soit H C G. On définit le normalisateur N de H dans G comme le
plus grand sous-groupe de G dans lequel H est normal.

N={neG telque nH=Hn}

Par construction H est distingué dans N, donc N|H est un groupe,
et si H est un sous-groupe distingué de GG, alors N = G. Notons que,
dans un groupe abélien, tout sous-groupe est distingué.

Il faut distinguer (précisément!) les notions de normalisateur et de
centralisateur. Le centralisateur Zy de H dans G est I’ensemble des
éléments de G qui commutent (élément par élément) avec ceux de H :

Zy={2€G telque Vhe€ H hz==zh}
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Le centralisateur Z de H dans G (que nous notons également Zy pour
préciser) est bien évidemment un sous-groupe — non nécessairement
abélien — de G. Il nous faut également rappeler la définition du centre
d’un groupe G qui n’est autre que le centralisateur de G dans lui-
méme. Bien entendu, le sous-groupe H possede lui-méme son propre
centre Cyg et on a Cy C Zpy.

2.3.10 Stratification

Dans toute cette sous-section on considere un groupe G agissant sur F

de facon fidele.

— On sait que si deux points appartiennent a la méme orbite, leurs sta-
bilisateurs sont conjugués, mais il peut se faire qu’ils coincident. Cela
arrivera si Hy—g4, = H, c’est a dire si gH,g7' = H,, c’est a dire si g
appartient au normalisateur de H, dans G.

— Cen’est pas parce que les stabilisateurs de H,, et de H,, sont conjugués
qu’ils appartiennent nécessairement a la méme orbite. Par contre, et
par définition, on dit alors qu’ils appartiennent a la méme strate.
Ainsi, une strate donnée est caractérisée par un certain sous-groupe
H de GG défini a isomorphisme pres. On dira que deux orbites sont du
méme type si les stabilisateurs des différents points sont isomorphes.
Une strate est donc la réunion de toutes les orbites d’'un méme type.

— On peut ainsi décomposer F en une réunion de strates Ep, chaque
strate étant caractérisée par un certain type de stabilisateur H. On
peut également décomposer 1'espace des orbites G\ E en une réunion
d’ensembles G\ Ey. Lorsque E est muni d’une topologie, on démontre
que I'une de ces strates (dite la strate générique) est ouverte et dense
dans F ; le groupe d’isotropie correspondant (le stabilisateur générique)
est le plus petit possible.

2.3.11 Remarques

Afin de se familiariser avec les concepts qui précedent ainsi qu’avec la ter-
minologie correspondante, nous suggérons tres fortement au lecteur de revoir
toute la géométrie élémentaire (celle étudiée dans les classes secondaires) en
ces termes, c’est a dire en utilisant ’action des groupes de translations, rota-
tions, homothéties, etc . Il pourra étre également extrémement utile de revoir
la cinématique classique (puis la cinématique relativiste) sous cet angle, en
étudiant 'action du groupe Euclidien, celle du groupe de Galilée, du groupe
de Lorentz etc .
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2.4.1

CHAPITRE 2. GROUPES DE LIE ET ESPACES HOMOGENES
Champs de vecteurs fondamentaux

Cas d’un groupe de Lie agissant sur une variété

On se donne un groupe de Lie G et une action a gauche (supposée
différentiable) de G sur une variété M. Il y a, au moins, trois fagons
de considérer cette action :

1. Comme une application de G x M dans M :
(9,P) €Gx M+ gP e M
2. Comme la donnée, pour tout point P dans M, d’une application
Rp
geGr—gPeM

3. Comme la donnée, pour tout élément g du groupe G, d’une appli-
cation

PeMZ% gPe M

Attention : Une action a gauche fournit une application notée L,
quand on gele I'élément ¢ du groupe mais fournit une application
notée Rp quand on gele le point P. L’application L, n’est autre que
celle qui nous a permis précédemment de définir ’action d’un groupe
sur un ensemble. Notons que L, = L(g, -). C’est en fait surtout le point
de vue 2 qui nous intéresse ici et nous allons donc étudier ’applica-
tion Rp = L(-, P). L’application Rp étant supposée différentiable,
nous pouvons considérer sa différentielle notée suivant les auteurs,
Rp,, TRp ou simplement dRp. Comme on le sait (voir la premiere
partie de cet ouvrage), dRp est une application linéaire de l'espace
tangent T'(G, g) dans l'espace tangent T'(M, gP) dont I’expression, re-
lativement a un couple de reperes mobiles dans G et M s’écrit a ’aide
de la matrice jacobienne. Si on choisit alors g = e (I’élément neutre
de G), on obtient ainsi une application linéaire T'(G, e) — T (M, P)
qu’on devrait noter (dRp) g=c mais que nous préférons ne pas bapti-
ser du tout. L’important est d’observer qu’on obtient ainsi, pour tout
vecteur X appartenant a T(G, e) un vecteur noté X *(P) appartenant
a T(M, P). Puisque cette application existe pour tout P de M, on
obtient donc un champ de vecteurs P € M —— XL(P) € T(M, P).
On dit que X est le champ de vecteurs fondamental gauche associé
a I’élément X de l'espace tangent a G en l'identité.
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— Nous verrons un peu plus loin que I'algebre de Lie de G, que nous avons
précédemment définie de fagon élémentaire a 1’aide de la fonction ex-
ponentielle, peut s’identifier, en tant qu’espace vectoriel a I’espace tan-
gent a G en l'identité : Lie(G) = T(G,e). En anticipant légérement,
nous voyons donc qu’a tout élément X de Lie(G) on peut associer un
champ de vecteurs X* sur M. Résumons cette construction simple et
fondamentale par le diagramme suivant :

(G—>M

LieG = T(G, e) — T(M, P))
g —gP

) — (T(G.g) = T(M,gP)) — ( X — X(P)

On différentie On particularise

— Le champ fondamental gauche associé & X € LieG se note, soit X*(P)
comme ci-dessus, soit, encore plus simplement

XHP)=X-P

Pour rendre cette notation naturelle, il suffit de développer I’exponen-
tielle dans I’écriture

gt) - P=eX - Px~P+tX -P+...

et ne garder que les termes du premier ordre. Ainsi X*(P) = X.P =
2 (g(t).P) 10

— Tout ce que nous avons décrit depuis le début de cette section consacrée
a I’étude des champs fondamentaux supposait donnée une action a
gauche de G sur M. Nous obtenons des notions analogues en suppo-
sant que G agit a droite sur M. En particulier, lorsque M = G, nous
pouvons aussi bien considérer I'action a gauche que I’action a droite
du groupe sur lui-méme, et donc, de la méme facon que nous avons
construit des champs fondamentaux gauche, nous pouvons également
construire, pour tout élément X de Lie(G) = T(G,e), un champ de
vecteurs fondamentaux droit (le champ fondamental droit

X¥pP)=P-X

associé a X).

— Certains auteurs désignent les champs fondamentaux sous le nom de
champs de Killing. Pour nous, les champs de Killing sont des champs
fondamentaux particuliers, ceux associés a ’action d'un groupe agis-
sant par isométries sur une variété riemannienne.
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2.4.2 Exemple : le groupe euclidien agissant sur le plan
9{{2

Le groupe euclidien E(2) agit sur le plan affine M = %R? par composition
de translations et de rotations autour de l'origine (c’est un produit semi-
direct du groupe des rotations U(1) par le groupe des translations $3%). Une
carte (qui est d’ailleurs globale) de JR? est définie par les coordonnées (z,y)
relatives a un repere du plan. L’action du groupe euclidien s’écrit

x ' =wxcosf —ysinf +a
(0,a,0) - <y) N (y’ = xsin@—l—ycos@—i—b)
Noter qu’un élément g du groupe euclidien peut s’écrire a ’aide de la carte

g — (0,a,b) € R3; G est un groupe de Lie de dimension 3. La différentielle
de I'application

g=(0,a,b) ~% gp = P' = @,)
s’écrit
(dLy] _ (02'/00 0x'/Da Oz’ /Ob
Plg=0.a0) = \ 9y /00 0y’ /0a Oy’ /Db

En prenant g = e = (0,0,0), il vient [dLp|, = ( y 1 0) . Grace a l'utilisation

—z 01
de quelques abus de notations évidents, nous voyons que
1
— Le champ fondamental associé a Xy = | 0 | est
0
x,p)= (¥ L0 (1) = (¥ ) et donc X,(P) = o_,9
)T\ —z01 0 g ) ChEone A _xﬁy &
0
— Le champ fondamental associé a X, = [ 1| est
0
y 10 0 1 0
X, (P) = (—:z: 0 1) (1) = (O) et donc X, (P) = B
0
— Le champ fondamental associé a X, = [ 0| est
1

0
[y 10 (0 _ 0
Xp(P) = <—x 0 1> (1) = (1> et donc X, (P) = 2y
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2.4.3 Un cas particulier fondamental : le groupe G
agissant sur lui-méme par translations a gauche
et a droite

— Nous considérons maintenant le cas ou G opéere sur M = G lui méme
(9,k € G et P € G). Comme nous le savons, il est possible de
considérer deux actions : I'une a gauche g — g - P et 'autre a droite
k — P - k. En conséquence, nous avons aussi des champs fondamen-
taux & gauche X” et des champs fondamentaux a droite X*. Soit
X € LieG, alors

XEE)=Xk et XBE)=kX

Notons aussi que

XT(k) =k X" (k) k™!

— Les deux actions commutent : (¢P)k = g(Pk). Elles commutent donc
aussi infinitésimalement, (X*Y - YEXL)(k) = X (kY)—(Xk)Y = 0.
D’ou

(X" YR =0

— La propriété XX (g)k = XL (gk) caractérise I'invariance de X (champ
résultant d’une action & gauche) lorsqu’on le multiplie & droite par
k. On peut donc dire que le champ fondamental gauche X% est un
champ invariant a droite . Attention : Un champ fondamental gauche
est invariant a droite et un champ fondamental droit est invariant a
gauche. Attention, le champ invariant a gauche associé a X se note
XE,

— Soit X € Lie(G). Lorsque t varie, 'élément g(t) = e décrit une
courbe dans le groupe G et le vecteur tangent a l'origine de cette
courbe est donné par d‘;—f)\t:o = X. Inversement, a tout élément X
de T(G,e) on peut associer une courbe a un parametre g(t) = e'X
(en fait il s’agit d’'un groupe a un parametre puisque g(t; + t2) =
g(t1)g(t2)). On peut ainsi identifier Lie(G), en tant qu’espace vectoriel,
et défini comme précédemment a 1’aide de la fonction exponentielle,
avec l'espace tangent en l'identité du groupe G :

Lie(G) =T(G,e)

— Un champ fondamental droit X est parfaitement caractérisé — que
M = G ou non — par X € T(G,e) c’est a dire par un élément
de l'espace tangent a l'identité du groupe G. Dans le cas ou M =
(G, cependant, la correspondance entre champs fondamentaux droits
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(champs invariants a gauche) et éléments de T(G,e) est bijective

(kX = kY, k € G implique X = Y'). Notons que si dim G = n, alors

dimT(G,e) = n et la dimension de l'espace des champs de vecteurs

invariants a gauche est encore n, alors que la dimension de ’espace de

tous les champs de vecteurs est infinie.

Par ailleurs, on vient de voir que la correspondance entre T(G, e) et

I'ensemble des champs de vecteurs invariants a gauche (par exemple)

était bijective. En effet X#(g) est parfaitement caractérisé par X =

X (e) puisque X#(g) = g.X. Notons I'“(T'G) I'ensemble de ces champs
de vecteurs. On peut donc identifier Lie(G) avec T9(TG) :

Lie(G) =T9(TG)

Une autre fagon de définir I'algebre de Lie d'un groupe de Lie G est
donc de la définir comme espace des champs de vecteurs invariants a
gauche sur un groupe de Lie. Le commutateur dans 1’algebre de Lie (le
crochet de Lie) est alors défini simplement comme commutateur des
champs de vecteurs; il faut évidemment montrer que le commutateur
de deux champs de vecteurs invariants a gauche est encore invariant
a gauche :
[XRv YR] = [X7 Y]R

Cette propriété résulte de ce qui précede.

On pourrait bien sur penser a utiliser les champs invariants a droite
pour définir ’algebre de Lie, cependant (noter le signe), le commuta-
teur des champs invariants a droite conduit a la relation (exercice!)

(X5 Yh = —[X,Y)*

A titre d’exercice (ou d’illustration), vérifions ces propriétés générales

dans le cadre de SL(2, ).

Les générateurs (représentation fondamentale) sont donnés par

01 00 10
xe= (go) = (o) 2=y )

les actions a droite et a gauche sont données par :

R -G

S (ea)= () (o) x=(ao)

5 ()= (5 (96
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Notez que les générateurs X, et X agissent par dérivations. En effet,
les actions classiques (droite et gauche) ci-dessus peuvent aussi étre écrites a
I’aide des opérateurs différentiels suivants :

L _ d R
XL 08§+da ’ XR_a%b+caél
X = a5 + b5 , X = by + d
L _ 8 0 ) R _ % )
X3 a - tbg —c5. —dy; X3 a —bg + c —d5;
Il est alors facﬂe de vérifier explicitement que, par exemple,

(X, X, =+2X , [(XP XM =+2x? (X5 XL =-2x"

2.4.4 L’action adjointe de G

Le groupe G agit sur lui-méme par multiplications a droite et a gauche,
comme nous l’avons vu plus haut, mais également par ’application adjointe.
Soit g un élément de G, on définit :

Ady, : ke G — Ady(k)=gkg' € G

Cette action n’est pas fidele en général car les éléments du centre C' n’agissent
pas. Le groupe G|C qu’on désigne sous le nom de groupe adjoint ou groupe
des automorphismes intérieurs agit, bien sur, de fagon fidele. L’application
tangente & Ad,, au point k, envoie T(G, k) dans T(G, gkg™"). Si on prend
alors k = e (I’élément neutre), on voit que 'application tangente, notée
ad, = (d(Ady))k=e envoie T(G,e) dans T(G,gg™ " = e), c’est a dire Lie(G)
dans Lie(G). Posant k(t) = €, on voit que ady(X) = L(ge'*g™")—0 et
donc
ady(X) = gXg*

2.4.5 Exemple : ’algebre de Lie du groupe euclidien

Nous avons déja fait agir le groupe euclidien G (éléments g = (0, a,b))
sur 'espace affine 32 Nous allons maintenant faire agir G sur lui-méme, a
droite.

Soit P € . On considere 'application

G 5M=G
g— Q= Pg

ce qui, avec des coordonnées, s’écrit

(eraQ>bQ) (9P>aP7bP><eg?ag>b )
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soit, explicitement

0 1 0 0o @ 0
a 10 cos@ sinf a a
b 0 —sind cosf b b
1 o 0 O 0 1 » \l ;

La différentielle de Rp, c’est a direl’application tangente est égale a

89@ 89@ 89@

09 Jad ObI

— aQ aQ aQ
dRp = 7
bg 0bg 0bg
009 Qa9 Ob9

On choisit, comme base de T(G, e) la base Xy(e) = %, X,(e) = 2, Xp(e) =
0

o
1 1 0 0 0
On calcule dRp 0] = (O], dRp|1] = cosf |, dRp |0 ]| =
0 0 0 —sind 1
0
sin ¢
cos
La base correspondante de LieG = I'Y(TG) est donc
Xo(P) = %,Xa(P) = cos 6’% — sin Q%etXb(P) = sin 9% + cos 9%

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier les relations de commutation

{X97 Xa] = _Xb7 [X097 Xb] == +XCL et [XCHXb] - O

2.4.6 Exemple : champs invariants sur SU(2)

Le groupe SU(2) est difféomorphe & la sphere S2. Pour le voir, il suffit
d’écrire un élément g de SU(2) comme une matrice (_Oé* 5 *), obéissant a
la condition ¢' = g~'. Alors, det g'g = 1, c’est a dire

Re*(a) + Im?(a) + Re*(8) + Im*(B) = 1

On obtient ainsi 1’équation cartésienne d’une 3-sphere. On peut donc se
représenter visuellement SU(2) comme une spheére dotée d'une structure
multiplicative (non commutative d’ailleurs). Attention, il ne faudrait pas se



2.4. CHAMPS DE VECTEURS FONDAMENTAUX 75

laisser abuser par cet exemple : seules les spheres SO = 35, St = U(1) et
S3 = SU(2) sont des groupes (et S7 est “presque” un groupe). Ces particu-
larités des dimensions 0, 1, 3, 7 sont liées a 'existence des algebres de division
suivantes : les corps R (les réels), € (les complexes), $ (les quaternions) et
les octaves de Cayley (octonions) O.

Revenons & la sphere S? qu’on peut donc identifier avec le groupe de Lie
SU(2). Posons X; = i/20;, ou les o; sont les matrices de Pauli (section 2.2.2).
On peut paramétriser un point quelconque g par trois angles d'Euler v, 0, ¢
en écrivant

g=R3(V)R1(0)R3(¢), 0< ¢ <4Am,0<0 <7 0<¢p<2rm

R;(x) = exp(tX;) est une rotation d’angle x autour de I’axe 7. On considere,
dans SU(2) les courbes obtenues par translation a droite, D;(t) = g R;(t)
et nous notons X/*(g) les champs fondamentaux & droite correspondants
(les champs invariants a gauche). En terme du repere naturel associé aux
coordonnées d’Euler, on obtient le repere mobile :

0

XlR @

XE)=N|a;

IV

3 0

avec ,
cos ¢ % —sin ¢ cot 6
N = singb% cos ¢ cot 0
0 0 1

Les relations de commutation s’écrivent
(X[ X = —XE etc

Le corepere mobile correspondant {X*#} (le dual du repere mobile {X[})

est donné par
(X', X2 XOR) = (6, dip, dp) N~

On peut aussi considérer les courbes G;(t) = R;(t) g obtenues par transla-
tion & gauche. L’expression des champs de vecteurs invariants a droite X (et
des formes correspondantes X*) s’exprime a 'aide des formules précédentes
en interchangeant simplement partout les coordonnées ¢ et 1. Les relations
de commutation s’écrivent alors

(X7, X5 =+Xi etc

et on vérifie que
(X X[ =0
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2.4.7 Une remarque sur les constantes de structure

Soit G un groupe de Lie et choisissons une base X, dans son algebre
de Lie, ensemble que nous identifions, en tant qu’espace vectoriel, avec I'es-
pace tangent T'(G, e). Les vecteurs X, déterminent, comme nous 'avons vu,
des champs de vecteurs invariants a gauche X,(-). L’espace de ces champs
de vecteurs étant, comme on le sait, de dimension finie et étant lui-méme
identifiable a ’algebre de Lie de GG, on peut écrire, en tout point P de G,

[Xa(), Xs()I(P) = fas(P)X5(P)

On voit qu'on a ainsi obtenu un repere mobile global (les {X,(P)}) pour
lequel les fonctions de structure sont les f; ;(P). En fait, ces f];(P) sont des
constantes : elles ne dépendent pas de P € (. Ceci résulte du fait que le
commutateur de deux champs invariants a gauche est lui-méme un champ
invariant a gauche.

Rappelons que, pour une variété différentiable quelconque, les fonctions
de structure d’un repere mobile dépendent généralement du point ou elles
sont évaluées ; par contre, on voit ici que, lorsque cette variété est un groupe
de Lie et que le repere mobile choisi est un champ de vecteurs invariant a
gauche, ces fonctions de structure fgﬂ sont des constantes de structure : elles
ne dépendent que de la base choisie dans T'(G, e) et non du point P ou elles
sont calculées.

En utilisant des champs invariants a droite, on pourrait mener une dis-
cussion analogue, c’est a dire, en particulier, associer a toute base {X,} de
T(G,e) un repere mobile global constitué de champs invariants a droite
XI(g) = Xg et obtenir des constantes de structure gzﬁ = — ;’B.

2.4.8 La forme de Maurer-Cartan

— Il existe en fait deur formes de Maurer-Cartan : I'une est “gauche” et
I’autre est “droite”. Tout le monde utilisant des champs invariants a
gauche pour définir I'algebre de Lie, on parle alors de “la” forme de
Maurer-Cartan.

— La forme de Maurer-Cartan 6 est une forme au sens généralisé du
mot. En effet, elle est a valeurs, non pas dans le corps des réels (ou
des complexes) mais dans une algebre de Lie. Son role est de ramener
les champs invariants (a4 gauche) a l‘origine : soit X,(g) un champ
invariant a gauche, on définit 6, par
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En notant {6%(g)} la base duale, au point g de G de la base {X,(¢g)}
et en notant simplement X, = X,(e), on voit que

, =0%(9) ® Xy € T*(G,9) @ T(G, e)

en effet,

0y(X5(9)) = 0°(9)(X5(9)) Xo = 05X0 = X

L’application 0, va de T(G,g) dans T(G,e). La forme de Maurer-
Cartan elle-méme 0 = 6%(-) ® X,,, qu’on peut simplement noter §* X,
va de TG dans LieG = T(G,e). En résumé, 6 € Q' (G, Lie G).
Si uw € TG, c'est a dire que u est un vecteur en un certain point
g, on peut, a priori décomposer u sur une base de champs inva-
riants & gauche au point ¢ : u = u*X,(g). On sait que 6(u) est
alors I'élément de l'algebre de Lie (identifiée ici avec T(G,e)) égal
af(u) =u*X,(e) = u*X,. Puisque 6 = %X, on définit df = d0*X,
(rappelons que X, = X,(e)), mais on sait que, pour un repere mobile
quelconque (voir chapitre précédent), on a df* + % fgﬂﬂ 07 =0 ou les
/5, sont les fonctions de structure du repére mobile; ici les “fonctions
de structure” sont les constantes de structure. Pour deux formes w
et o a valeurs dans une algebre de Lie (w = w*X, et ¢ = 0%X,) on
définit le crochet

WA o] = [w* X, Ao Xg] = w* N[ Xy, Xg] = w0 Ao? fas X5

Ainsi donc I'équation de structure de Maurer-Cartan s’écrit

do+ 30 A0) =0

— Attention auzx facteurs 1/2 et auz notations : la présence du [, | autour
du symbole A est indispensable dans la définition de [w A o] et on voit
que le crochet, en ce sens, d’une p-forme a valeurs dans LieG avec
une g-forme du méme type est une (p+ ¢)-forme a valeurs dans LieG.
Prenons de nouveau w et o dans Q' (G, Lie G) et évaluons-les sur des
vecteurs u et v : w(u) = w*(u)X,, o(v) = c?(v)Xz. On peut aussi
définir

[w; o](u, v) = [w(u), o (v)]
Alors [w(u) X, 0% (v) X 5] = w*(u)o? (v)[Xa, Xg] = w(u)o?(v) gﬁXv,
mais par ailleurs, w*Aw? f2, X (u,v) = (w* @ W’ — WP @ W) f1,X,) (u,v) =
2w (u)w?(v) f15 X, Ainsi [w A w](u,v) = 2[w, w](u, v) et I'équation de
Maurer-Cartan peut s’écrire également sous la forme

df +1[6,0] =0
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On peut utiliser indifféremment le crochet [A] ou le crochet [, | mais
ils different par des facteurs numériques. Par ailleurs, de nombreux
auteurs désignent [A] par [, |!

— La forme de Maurer-Cartan ci-dessus, définie a ’aide de champs fonda-
mentaux a droite (c’est a dire a I'aide de champs invariants a gauche)
est celle qui est le plus utilisée. Il ne faut pas oublier qu’“A travers le
miroir” existe une forme analogue, définie a partir des champs inva-
riants a droite. Notons w la forme de Maurer-Cartan “a droite”. Par
une méthode analogue a celle qui précede, on montre que w satisfait
a I’équation de structure

1
dw—é[w/\w}:()

2.5 Action d’un groupe sur un espace vecto-
riel : la théorie des représentations

Une représentation L d’un groupe G dans un espace vectoriel £ (sur le
corps K) est un cas particulier de la notion d’action. L’espace E n’étant
pas quelconque mais doté d'une structure d’espace vectoriel, on impose a
l'action L, d’étre linéaire. En d’autres termes, a tout élément g de G, on
associe un automorphisme L, de E (une transformation linéaire bijective de
E sur lui-méme). Si E est de dimension finie p, moyennant un choix de bases,
on peut écrire I'automorphisme L, a l'aide d’une matrice inversible p x p
encore désignée par L,. On peut donc définir une représentation L comme
un homomorphisme du groupe G dans le groupe GL(p, K). On dit qu'une
représentation est fidele lorsque ’homomorphisme L ci-dessus est injectif.

La théorie des représentations est un chapitre essentiel de la théorie
des groupes et est également d’une importance capitale dans pratiquement
toutes les branches de la physique. Les différents aspects de la théorie des
représentations ne seront pas étudiés dans cet ouvrage.

2.6 Espaces homogenes

Soit G un groupe et H un sous-groupe. On définit la relation d’équivalence
g1 ~ go si et seulement si g; € goH. L’ensemble des classes d’équivalence,
c’est & dire I'ensemble quotient G/ ~ se note G/H. On dit que cet ensemble
est un espace homogene pour le groupe G. Le vocable “homogene” vient du
fait que les propriétés algébriques de G/H sont les mémes en tous ses points
puisqu’on peut passer de I'un a ’autre par action de G.
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On démontre, lorsque G est topologique, que H doit étre fermé pour que
le quotient ait une topologie séparée (propriété de Haussdorf). C’est toujours
ce que nous Supposerons.

Lorsque G est un groupe de Lie et H un sous groupe de Lie, G/H est une
variété différentiable. Les espaces homogenes fournissent donc une quantité
d’exemples intéressants de variétés. Ce sont les variétés les plus “simples” qui
soient (les groupes de Lie eux-mémes étant des cas particuliers d’espaces ho-
mogenes). Nous aurons de nombreuses fois ’occasion d’y revenir lors de notre
étude des espaces fibrés. Attention, une variété donnée peut parfois s’écrire
de diverses facons comme espace homogene de groupes de Lie. En d’autres
termes, deux quotients G/ H; et G5/ Hy peuvent tres bien étre difféomorphes,
méme si Gy # Go (par exemple SU(3)/SU(2) et SO(6)/SO(5) sont tous
deux difféomorphes a la sphere S°). Ainsi, deux groupes différents peuvent
agir transitivement sur le méme espace.

Les résultats concernant la théorie des espaces homogenes (en particulier
tout ce qui concerne les espaces symétriques) sont d’un usage constant dans
de nombreuses branches des mathématiques et de la physique théorique. La
encore, comme pour la théorie des représentations, que nous n’avons fait que
mentionner. .. nous conseillons vivement au lecteur de se cultiver sur le sujet
en consultant les ouvrages appropriés.

2.7 Algebres de Clifford et groupes Spin

2.7.1 Définitions générales

Bien connaitre la structure des algebres de Clifford est une chose essen-
tielle, aussi bien pour les géometres que pour les physiciens des particules, ou
plus généralement pour les physiciens théoriciens. Cette section est bien trop
courte pour couvrir tous leurs aspects. Nous nous contenterons de donner
leur définition, de discuter leur structure générale, et de montrer comment
se servir de ces algebres pour obtenir une description explicite des groupes
Spin.

L’algebre de Clifford réelle C(p,q) est I'algebre associative unitaire en-
gendrée sur R par n = p + ¢ symboles v soumis aux relations (y#)? = 1
pour p € {1,2,....p}, (W) =—1lpowrve {p+1,p+2,....p+q}, et

Y+ =0
quand pu # v.
Il est utile d’introduire une matrice diagonale n = diag(1...1,—1,...—1)
et d’écrire les relations précédentes a ’aide d'un anticommutateur ({, }) sous
la forme {y*,~", } = 2n*¥
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Soit E/ un espace vectoriel de dimension n sur 8 muni d’un produit sca-
laire non dégénérée ¢ (la métrique), de signature (p, ¢q). Soit {e,} une base
orthonormée et {e”} la base duale. On a encore une métrique de compo-
santes g, sur le dual. On peut associer, a tout vecteur v = v,e* du dual,
un élément Clif f(v) = v,y* de l'algebre de Clifford C(p,q). Abus de nota-
tions : Nous noterons v = Clif f(v). Les physiciens des particules utilisent
en général la notation “slash” de Feynmann. De cette facon nous obtenons
la relation uv + vu = 2¢g(u,v) pour tout couple de vecteurs du dual.

Une base vectorielle de C(p, q) peut étre choisie comme suit :

{L A" A Ay
avec 1 < v < p < .... La dimension (réelle) de C(p, q) est donc
1+ +G)+...=2"

L’adjectif réel est important : Par exemple, en dimension (3, 1), I’élément
75 = 1799 y%y3 n’est pas un élément de C(p, ¢) mais un élément de I'algebre
complexifiée C¢ = C(p,q) @ €.

L’algebre C(p,q) n’est généralement pas isomorphe a C(q,p). Il faut se
rappeler que (p, q) = (p+, q-).

Puisque l'algebre de Clifford C' = C(p,q) et 'algebre extérieure A(FE)
ont méme dimension, ils sont isomorphes en tant qu’espaces vectoriels. La
correspondance entre les deux lois d’algebre est la suivante : pour u,v € E*,
on peut directement définir le produit de Clifford uv = u A v + g(u,v).

Soit Cy la partie paire de C, c’est a dire la sous-algebre linéairement
engendrée par les produits d’'un nombre pair de générateurs ~.

Soit

e=~091...4"
I'opérateur d’orientation. On doit choisir un ordre sur les générateurs. La
définition de € n’est pas ambigu(E si on a choisi une orientation de E (sinon,
il n’est défini qu’au signe pres).

Soit Z le centre de C et Z; le centre de C.

2.7.2 Le groupe Spin

Le groupe des rotations O(n) posséde, comme nous ’avons vu, deux com-
posantes connexes, mais lorsqu’on autorise une signature pseudo-euclidienne
(p, q), le groupe des rotations correspondant, noté L = O(p, q) en possede en
général quatre.

L=rturturturt
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Le signe = fait référence au signe du déterminant (transformations qui changent,
ou non, 'orientation totale) et le signe 1 ou | fait référence aux transforma-
tions qui changent, ou non, 'orientation temporelle. On dit généralement,
pour une signature (p, ¢), que la métrique possede min(p, q) dimensions de
temps et max(p,q) dimensions d’espace. On considere les groupes et sous-
groupes suivants

L=0(p,q), SO(p,q)=LLUL", SO'(p,q) =L}

Aucune des composantes connexes de L n’est simplement connexe. Il est
donc naturel de considérer, pour chacun des groupes mentionné leur groupe
de recouvrement universel. On note Pin, Spin et Spin' les groupes simple-
ment connexes correspondant & O, SO et SOT.

Le groupe de Clifford T' est défini comme ’ensemble de tous les éléments
s de l'algebre de Clifford C' = C(p,q) qui sont inversibles et satisfont a la
propriété :

Ve e E,szs ' e FE

E désigne ici l'espace vectoriel (pseudo) euclidien, de signature (p, ¢) auquel
I’algebre C' est associée. Attention, 'algebre de Clifford, comme toute algebre
associative, est stable par le crochet de Lie défini comme le commutateur,
C est donc aussi une algebre de Lie mais cette algebre de Lie n’est pas
(n’est jamais) lalgebre de Lie du groupe de Clifford. II est évident que tout
élément inversible de E appartient au groupe de Clifford (on plonge E dans
C' en associant a v = v,et I'élément v = v,/y“). En effet
1 1 1 2
vIUT = SUTY = ﬁ(—vvx +2g(v,x)) = —x +2g9(v,x)v/v
La transformation x + vzv—! est donc 'opposée de la symétrie par rapport
a I’hyperplan conjugué a v. Plus généralement, pour s € I', la transformation

X(s):x € E — sxs™?

appartient au groupe orthogonal O(p, ¢) en vertu d’une propriété élémentaire
connue disant que les groupes de rotations peuvent étre engendrés par produit
de symétries par rapport a des hyperplans.

L’application x définit manifestement une représentation du groupe de
Clifford, mais cette représentation n’est pas fidele puisque s et 3s, par exemple,
déterminent la méme rotation. On va obtenir le groupe Spin a partir du
groupe de Clifford en introduisant une condition de normalisation. Notons
tout d’abord avec une “barre”, placée au dessus d’un symbole, I'involution
principale de C', définie par ¥* = ~4#, c’est a dire

7172...719:7”...7271
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On voit que
sell > N(s)=35seR

On définit alors
Pin = {s € T'tels que |N(s)| = 1}

Spin = Pin N C)
Spin' = {s € Spintels que N(s) = 1}

La représentation y du groupe de Clifford est encore une représentation des
groupes ci-dessus. Le lecteur pourra se convaincre du fait que

x(Spin) = L, et x(Spin') = Ll

Plus précisément, tout élément de Pin peut s’écrire comme un produit uius . . . uy
ou les u; sont des (co)-vecteurs de E :

kpair etss > 0 < x
kpair etss < 0 <= x
kimpair et 55 > 0 < x
kimpair et 55 < 0 <= x

Par ailleurs, si s € Spin, alors —s € Spin, et x(s) = x(—s). En fait Ker(x) =
{—1,+1} ce qui montre que Spin' recouvre bien Ll avec un noyau 3s.

On peut non seulement décrire le groupe Spin(p,q) comme un sous en-
semble de l'algebre de Clifford C(p,q) mais aussi l'algebre de Lie corres-
pondante. Soient z,y,z € E, alors [zy,z| € E. En effet, [zy,z] = xyz —
zay = 2(xg(y, z) — g(x, 2)y). En développant 'exponentielle, on obtient ainsi
exp(tzy) z exp(—try) € E, donc exp(try) appartient au groupe de Clifford
et xy appartient a l'algebre de Lie du groupe de Clifford. On peut aussi, en
développant I'exponentielle, montrer que exp(s) = exp(s).

Ces remarques montrent que l'algebre de Lie du groupe de Clifford est
engendrée par 1 et les produits xy lorsque x,y € E. Cette algebre de Lie est
un peut trop “grosse”, celle de Spin' est plus intéressante. En effet, soient
et y deux (co)-vecteurs, alors

exp(zy) € Spin® & N(exp(zy)) =1
& exp(Ty)exp(ry) =1
s erplyr+ay) =1 zy+yr =0
& g(r,y) =0
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Ainsi, z € C(p,q) appartient & Lie(Spin') si et seulement si il peut étre
écrit comme une combinaison linéaire de produits zy ou x et y sont or-
thogonaux, c’est a dire par les produits v#~4”. On retrouve bien le fait que
dim(Lie(Spin(p, q)))jn=p+q = n(n — 1)/2.

Exemple. Prenons (p = 3,¢ = 1). Le groupe des rotations correspondant
est le groupe de Lorentz de la physique relativiste. Soit 8 un réel quelconque.
Alors 29%91 € Lie(Spin') et s = exp(27°y') € Spin'. Un calcul facile
(développer 'exponentielle) montre alors que

s = cosh g + 4°~! sinh g

et que
570571 = 4% cosh 3 + ~' sinh 8
sv's™! = ~%sinh B + ~! cosh 8

1

syis™ = ~'pouri = 2,3

Notons que s peut s’écrire aussi
s = v°(—+" cosh g + ! sinh §>

Ceci montre donc que la transformation de Lorentz x(s) est un “boost”
(rotation hyperbolique) le long de 'axe des x. Plus généralement, si

s = exp(57°(T.7))

x(s) désigne un boost de paramétre 3 le long de la direction ¥ et si

s = e:cp(gﬁ).V)

x(s) désigne une rotation d’angle 6 autour de la direction 7’ avec (|n|? = 1).

Notons pour finir que Spin(p, q) C Co(p,q) = Co(q, p), mais que C(p, q) #
C(q,p) en général. L’inclusion est évidente au vu de la définition du groupe
Spin. Les égalités (ou inégalités) entre ces ensembles résultent de 1'étude
générale qui suit.

2.7.3 Structure des algebres de Clifford réelles

Pour voir si C' ou Cj sont des algebres simples, il faut voir si on peut, ou
non, fabriquer un projecteur non trivial P (P2 = P) qui commute avec C
(ou Cp). Un tel projecteur peut, dans certains cas, se fabriquer a I'aide de e.

La discussion est tres différente suivant que la dimension n est paire ou
impaire (e appartiendra, suivant les cas, au centre de C, ou seulement au
centre de Cp).
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Cas n = p + ¢ pair

Dans ce cas, 'opérateur d’orientation € commute avec les éléments pairs
de C' mais anticommute avec les éléments impairs (démonstration immédiate
en utilisant les relations de commutation des générateurs v#). Le centre de
Cy est en fait engendré, dans ce cas par 1 et par e.

La discussion dépend alors du carré de €. Si €2 = 1 on peut fabriquer deux
projecteurs Pr = % et P, = % permettant de “couper” la sous-algebre
Co en deux composantes simples (on voit immédiatement que P? = P, et
P% = Pg).

La discussion peut se résumer comme suit :

C' est une algebre simple pour n pair.
Cy estsimple < =—-1op—g=2modd s Zy~C
Con’est pas simple & e =41 < p—q¢=0 modd < Zy ~ RO R
dans ce dernier cas Cy = Pr.Cy ® PrCy

Remarque : dans le cas de 'algebre de Dirac (nom donné a ’algebre de
Clifford dans le cas (p = 3,q = 1)), €2 = —1. La sous algebre paire Cj est
simple. Pour pouvoir la casser en deux, il faut introduire le nombre complexe
i et fabriquer un projecteur (1 4 v5)/2 a 'aide de v5 = i€, mais. .. cela ne
peut évidemment se faire qu’en autorisant des coefficients complexes, c¢’est a
dire en complexifiant ’algebre C'.

Cas n = p + ¢ impair

Dans ce cas, 'opérateur d’orientation e commute avec les éléments impairs
de C' et commute aussi avec les éléments impairs (démonstration immédiate
en utilisant les relations de commutation des générateurs v#). Le centre de
C est en fait engendré, dans ce cas par 1 et par e.

La discussion dépend encore alors, comme précédemment du carré de €. Si
€2 = 1 on peut fabriquer deux projecteurs % et % permettant de “couper”
I’algebre de Clifford C' en deux composantes simples.

La discussion peut se résumer comme suit :

Cp est une algebre simple.

Cestsimple < é=-1op—q¢=3moddeZ~C

Crnest pas simple @ € =+l e p—q¢=1modd = Z~ROPNR

1—¢ 1—c¢
C
2 @ 2

C

dans ce dernier cas C =

De plus, C' = Cy & Cye.
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Structure des algebres de Clifford réelles et périodicité modulo 8

La discussion qui précede pourrait laisser croire que la structure des
algebres de Clifford sur 2R dépend de (p — ¢) modulo 4. En fait une analyse
plus fine montre qu’elle dépend de (p — ¢) modulo 8. L’idée est la suivante :
on commence par étudier explicitement la structure de quelques algebres de
Clifford de basse dimension, puis on construit les autres par produits tenso-
riels.

Un théoréme de réduction dimensionelle Soit F' un espace vectoriel
muni d’un produit scalaire g et £ C F' un sous espace vectoriel de
dimension paire tel que la restriction de g a F ne soit pas singuliere.
Soit E+ le complément orthogonal de £ dans F'. Alors

CO(F,g) = C(E, gg) ® C(E*+, % gg1)

ou e est 'opérateur d’orientation de £’ La démonstration est immédiate
et s’appuie sur les relations suivantes. Soient v* les générateurs as-
sociés & (E,gp) et v les générateurs associés a E+. On fabrique
alors les générateurs ['* = e ® v et ['* = 4* ® 1. On vérifie que les
générateurs I' vérifient bien les relations de définitions pour C(F, g).
Ce théoreme permet d’obtenir immédiatement les résultats suivants :
Soit E un espace vectoriel de dimension 2. Soit € = 42 son opérateur
d’orientation.

— Si la signature est (2,0) alors €2 = —1 et C(2,0) @ C(p,q) =
Clg+2,p)

— Si la signature est (0,2) alors €2 = —1 et C(0,2) ® C(p,q) =
Clg,p+2)

— Si la signature est (1,1) alors €2 = +1 et C(1,1) ® C(p,q) =
Clp+1lp+1)

Algébres de Clifford de basse dimension En regardant les relations
de commutation des générateurs v* en basse dimension, on voit faci-
lement que

C(1,0)=¢,C(0,1) = R DR, C(2,0) = M(2,R)

C(1,1) = M(2,R)et C(0,2) = H
Dans ce dernier cas, on rappelle que les éléments du corps non com-
a—1id ib+ ¢
tb—c a+1id
Produit tensoriel des algebres R, € et ) On utilise ensuite les iso-
morphismes suivants (seuls ceux mettant en jeu les quaternions ne

mutatif des quaternions peuvent s’écrire (
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sont pas évidents et on peut s’assurer du résultat en représentant les
quaternions par des matrices 2 x 2 complexes du type précédent et en
effectuant des produits tensoriels de matrices).

M(n,R) @ M(m,R) = M(nm,R) €ERC=CaHC
Mn,R) @€ =Mn,¢) $HoC=M20)

Le théoréme de périodicité Lesrésultats précédents impliquent immédiatement :

C(n+8,0) =C(2,0)®C(0,n+6)
= C(2,0) ® C(0,2) ® C(n+4,4)
=C(2,0)®C(0,2) ®C(2,0) ® C(0,n+2)
C(2,0) ® C(0,2) ® C(2,0) ® C(0,2) ® C(n,0)
M(2,%) ®H @ M(2,%) ®H @ C(n,0)
M(4,%) @ M(4,R) ® C(n,0)
M(16,R) ® C(n,0)

Le résultat final montre que I'algebre C'(n+38,0) est de méme type que
C(n,0), les dimensions sont, bien sur, différentes (il faut tensorialiser
par les matrices réelles 16 x 16) mais la structure est la méme. De la
méme fagon, nous obtenons (supposons ¢ < p) :

— (1L, ®C(1L1) & ... 0 Cp—q,0)
= M2 R)®C(p—q,0)
Les deux résultats
C(n+8,0) = M(16,R) ® C(n,0)
et
C(p.q) = M2, %) ® C(p — ¢,0)
montre qu’il suffit d’étudier le cas purement euclidien et que la clas-

sification ne dépend que de (p — ¢) modulo 8.

La classification des C(p,q). Ilsuffit d’étudier la structure des huit
premiers C(n,0). Cela se fait sans difficulté en utilisant les résultats
rappelés plus haut sur les produits tensoriels de matrices dans les corps
R, € et $H. Par exemple,

C(5,0) = C(2,0) ® C(0,3) =

C(2,0) ® C(0,2) ® C(1,0)
= M2,R)HQ (RGNR) =

M(2,9)® M(2,9)
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Les théoremes de périodicité montrent alors que
C(p,q) = M(2nT_1_1) ® M(2nT_1_1) lorsquep — ¢ = 5mod 8
On peut résumer tous les résultats dans la table suivante (n = p + q).
p—qmod38 0 1 2 3
C(p.q) M2 ®) | M2 R eMET R) | M%) [ M2 ,¢)
p — gmod 8 4 5 6 7
Cp.q) M3 9) | M2 S e M= ) | M2 6) | M2 ,¢)
Le lecteur pourra faire usage des deux tables suivantes (qui se déduisent
de la précédente) ot on étudie explicitement le cas particulier d’une signature
euclidenne (n,0) ou (0,n) et d'une signature hyperbolique (n—1,1) ou (1,n—
1), pour les huit cas n =4...11.
Cas euclidien (de n =4 an = 11).
Pour réduire la taille de la table, on a noté M (d, K) sous la forme (d, K).
n C*t C(n,0) C(0,n) Co(n,0) 7
4 (4,¢) (2,9) (2,9) HDH ¢
5 e (¢ | (2,9)®(29) (4,9) (2,9)
6 (8,€) (4,9) (8,R) (4,€) i€
T 8¢ ®(89) (8,€) (8,R) & (8,R) (8, R)
8 (16, ¢) (16,R) (16,R) (8,R) & (8,R) | ¢
9 | (16,€) @ (16,€) | (16,R) @ (16,R) (16, ¢) (16,R)
10 (32,€) (32,R) (16,9) (16, €) i€
11 | (32,€) @ (32,¢) (32,¢) (16,9) & (16, 9) (16, 9)
Cas hyperbolique (de n =4 an = 11).
Pour réduire la taille de la table, on a noté M(d, K) sous la forme (d, K).
n C* Cln—1,1) C(l,n—1) Co(n —1,1) 0
1 10 4% 2.9) 2.6 i
5| (49 ®(4,¢) (4,9) (2,9) ®(2,9) (2,9)
6 (8,€) (4,9) (4,9) 2.9)&(2,9) |«
T B9a e | (4,9 ®(49) (8,€) (4,9)
8 (16, C) (8, %) (16,R) (8,€) i€
9 | (16,€) @ (16, €) (16, C) (16,R) @ (16,R) (16,R)
10 (32,€) (32,R) (32,9R) (16,R) & (16,%R) | €
11 | (32,€) @ (32,€) | (32,R) ® (32,R) (32,€) (32,R)
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Remarque : en observant ces tables, on voit que
C(0,n) # C(n—1,1) mais C(n,0) =C(1,n—1)
On voit aussi que
Co(n,0) = Cy(0,n) = C(0,n — 1)

et que
Co(n—1,1)=Co(1,n—1) =C(1,n — 2)

Ces dernieres égalités constituent un cas particulier de la relation générale
(conséquence directe des relations de périodicité) :

Co(p,q) =C(p,q—1)=C(g;p— 1) = Co(q, p)

On sait que le groupe Spin(p, q) est inclus dans la sous-algebre de Clif-
ford paire Cy(p, q). Les tables ci-dessus permettent donc aussi de trouver les
inclusions de Spin(p,q) dans les groupes SL(n, K) ou K = R, €, H. Dans
les cas de plus basse dimension, les inclusions peuvent étre des égalités. Par
exemple Spin(5) = SL(2,9), Spin(10) C SL(16,¢), Spin(6,1) C SL(4,9)
etc.

2.7.4 La structure des algebres de Clifford complexes

Si on complexifie I'algebre de Clifford réelle C', c’est a dire si on autorise
les scalaires de 'algebre a appartenir au corps des nombres complexes, on
peut alors toujours fabriquer, a l'aide de €, un opérateur de carré un. Cet
opérateur est appelé opérateur de chiralité et noté traditionnellement ~;. Si
€ est déja de carré égal a 1, il n’y a plus rien a faire et on pose simplement
~v5 = €. Sinon, on le multiplie par i et on pose 75 = ze. A I'aide de cet opérateur
de carré 1 on peut alors toujours fabriquer 2 projecteurs &% a l'aide desquels
on pourra décomposer C§ en deux composantes simples lorsque n est pair
et C% en deux composantes simples lorsque n est impair. La discussion se
résume par :

n pair  C® est simple

11— 1
Cf = 275 CS j;% C¢§ n’est pas simple
n impair  C¢ est simple
1-— 1
Ct = 5 e D + % C® n’est pas simple

2 2
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Remarque : Lorsque n est impair, on dit parfois que =5 n’existe pas. .. Il
faut préciser ce qu’on entend par la : 'opérateur que nous venons de définir
et de noter 5 existe dans tous les cas. Cela dit, dans le cas impair, il ne peut
pas servir a décomposer C§ en deux, précisément parce que, dans ce cas C¢
est simple! En d’autre termes, lorsque n est impair, on ne peut pas écrire
un spineur de Dirac comme somme de deux spineurs de Weyl (terminologie
précisée un peu plus bas).

2.7.5 Type des représentations

On dit qu’une représentation d’une K-algebre associative A sur le K-
espace vectoriel V est de type F' sil’ensemble des automorphismes de V' qui
commutent avec 'action de A est égal a F'. On démontre que F' = GL4(V)
est un corps et que K est un sous-corps de F. Lorsque la représentation
est irréductible et K = R, les seules possibilités pour F' sont R, € ou $).
Les tables qui précedent illustrent ce phénomeéne. En effet, lorsqu’on écrit,
par exemple C(1,3) = M(2,9), c’est qu'il existe, entre ces deux objets,
un isomorphisme d’algebre associative réelle. En d’autres termes, il existe
une représentation fidele p de la R-algebre C(1,3) sur 'espace vectoriel $)?
considéré comme espace vectoriel réel de dimension 8. Les générateurs ~*
sont alors représentés par des matrices 2 X 2 notées p(v*) a coefficients
dans $. Il est évident que si ¢ € H? et si k € 9, alors (p(v*)V)k =
p(v*)(¢¥k), ce qui montre que le commutant de la représentation p est bien
égal a 9 : p est de type $H. Bien entendu, si on se donne explicitement la
représentation p par la donnée de matrices p(y#), on peut fabriquer une
infinité de représentations équivalentes en changeant simplement de base.
Attention, l'algebre de Clifford C(p,q) est définie par des générateurs ~*
particuliers obéissant aux relations de Clifford, alors que ce n’est pas le cas
a priori pour une algebre de matrices donnée. Il est bon de garder a 'esprit
la distinction entre ces algebres de Clifford “abstraites” et les algebres de
matrices qui les représentent fidelement, algebres qui sont données par les
tables précédentes. On parlera cependant abusivement du type de 1’algebre
C(p,q).

Dans le cas n pair, on voit, en consultant la table, que le type est toujours,
soit réel, soit quaternionique.

Dans le cas n impair, les trois types peuvent exister mais on peut noter
que si C(p, q) est de type complexe, alors C(q, p) est de type réel ou de type
quaternionique (on n’a jamais deux types complexes en méme temps pour
des signatures opposées).

On peut aussi changer de point de vue et partir d’une représentation com-
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plexe de I'algébre de Clifford C(n)® avec n = p + ¢. On veut alors retrouver
les représentations des formes réelles C(p, q) & partir de celle(s) de C® (cette
derniere est d’ailleurs unique, a équivalence pres, dans le cas pair, puisque
I'algebre est simple). De fagon générale, a une forme réelle correspond une
involution (une “étoile”) x qui doit satisfaire aux relations *(ab) = *(b) * (a)
et xx = 1. Les éléments “réels” sont ceux qui sont hermitiens pour cette invo-
lution, c’est a dire, qui sont tels que *a = a. Ainsi, par exemple M (2, ) est
I'ensemble des éléments hermitiens de M (4, €) pour une étoile particuliere.
Au niveau de I'espace vectoriel support d’une représentation de I'algebre
complexifiée, 'existence des trois types de représentations est liée a 'exis-
tence, ou non, d'un opérateur ¢, appelé (en physique surtout) un opérateur
de conjugaison de charge, qui est défini comme un opérateur antilinéaire de
carré &1, commutant avec les générateurs v* de C'¢. En d’autres termes c doit
étre un C%-isomorphisme de I’espace vectoriel complexe Ep;rqc sur I'espace
vectoriel conjugué E Dirac (le méme espace vectoriel muni de la loi externe
conjuguée). Il existe trois cas : Premier cas : ¢ existe et ¢ = —1. Dans ce cas
le type est quaternionique. L’opérateur ¢ (qui n’est pas unique) correspond &
la conjugaison complexe dans le commutant, suivie de la multiplication par
un des trois générateurs quaternioniques. Deuxieme cas : il n’existe pas de
conjugaison de carré —1 mais il existe une conjugaison c de carré 1. Dans ce
cas, le type est réel et ¢ correspond a la conjugaison complexe du commutant.
Troisieme cas : lorsqu’il n’existe pas de conjugaison, le type est complexe.

2.7.6 Spineurs

Spineurs de Dirac Les spineurs de Dirac sont les éléments d'un es-
pace vectoriel complexe FEp;... sur lequel est représenté, de facon
irréductible, I'algébre de Clifford complexifié¢e C¢ = C(p, q)¢.

Si n = p+ q est pair, il n’existe qu’une seule représentation de Dirac,
puisque C?¢ est simple.

Si n est impair, nous en avons deux, puisque C¢ est somme de deux
algebres simples, mais ces deux représentations ne sont pas fideles (la
somme des deux l'est).

Dans tous les cas, Epjqec = €/ ol f = 20"/ [n/2] désignant la partie
entiere de n/2. Ceci résulte immédiatement du fait que dim C' = 2".

Spineurs de Weyl Si n est pair, la restriction de la représentation de
Dirac & la sous algebre paire C§ devient réductible : Ep;ec = E{}Veyl <)
E{},eyl. Les spineurs de Weyl gauche et droit sont définis par

1 —

L = & s = —1)

Eé/eyl = {¢ € EDirac | (
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Bff ey = (9 € Epirae| (—5 220 = § & 959 = )

On peut donc toujours décomposer ¢ € Epjrac @ ¥ = Y1, + g avec
b = ((F2)P et Pr = (F2).

Si n est impair, la restriction de la représentation de Dirac a la sous
algebre C§ reste irréductible puisque C§ est simple. L’opérateur 75 ne
permet pas de décomposer un spineur de Dirac (on a déja y51 = +1).

Rappelons que Pin(p,q) et Spin(p,q) (le recouvrement de SO(p, q))
sont respectivement obtenus comme sous-ensembles des algebres C(p, q)
et Cy(p, q). Les spineurs de Dirac et de Weyl fournissent également des
représentations irréductibles des groupes correspondants.

Spineurs de Majorana Etant donné une dimension n et un couple
d’entiers (p,q) avec n = p + ¢, on dit qu’il existe des spineurs de
Majorana si U'une des deuz algebres C(p,q) ou C(q,p) est de type
réel.

L’existence de spineurs de Majorana se lit sur les tables précédentes :
Dans le cas n pair, on a des spineurs de Majorana lorsque la signature
(p, q) est telle que p—q = 0,2 ou 6 modulo 8. Exemple : En dimension 4,
lorsque la signature est proprement euclidienne, on n’a pas de spineurs
de Majorana. Par contre, toujours avec n = 4, on a des spineurs de
Majorana, aussi bien lorsque la signature est hyperbolique (un seul
temps) que dans le cas neutre (cas (2,2)).

Dans le cas impair, on a des spineurs de Majorana lorsque p — q =
1 ou7modulo 8. Ces représentations (cas impair) ne sont pas fideles.
Soit Epirqc I'espace des spineurs de Dirac. Dans le cas n pair, il n’y
a pas d’ambiguité. Dans le cas impair, on peut supposer € = 1
(si ce n’est pas le cas, on remplace C(p,q) par C(q,p)). Avec cette
derniere hypothese, on peut toujours trouver un opérateur antilinéaire
c. Lorsque ¢® = 1, on définit I'espace vectoriel des spineurs de Majo-

rana par
Ertajorana = {¥ € Epirac| b =9}

Il est bien évident qu'un opérateur pour lequel ¢> = —1 ne peut pas

avoir de vecteurs propres non nuls (¢ = v implique ¢*) = —1) = ).

Spineurs de Weyl-Majorana Dans le cas ol n est pair et ot on peut
donc parler de spineurs de Weyl, on peut se demander si les deux
conditions de Weyl et de Majorana peuvent étre compatibles : peut-on
avoir des spineurs qui sont a la fois réels et (par exemple) de chiralité
gauche ? Pour cela il faut que 75 et ¢ commutent. Sachant que c est
un opérateur antilinéaire, il est il est évident que ¢ et 75 commutent
lorsque 75 = € mais anti-commutent lorsque 5 = €.
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Lorsque (p — q) = Omodulo8, v5¢ = ¢7s5, on peut donc définir les
spineurs de Weyl-Majorana de chiralités gauche et droite :

E][\Zajorana = {w S Elgf/eyl| C¢ = w}

E]\RJajorana = {w € EI]}/eyl’ C¢ = ¢}

On peut alors décomposer un spineur de Majorana quelconque en une
partie droite et une partie gauche : Ensqjorana = Eirajorana ® Eiiajorana:
Cela se produit donc, avec une signature proprement euclidienne,
lorsque n = 8,16,24 ... et, avec une signature hyperbolique, lorsque
n=2,10,18...

Lorsque cette décomposition est impossible, c’est a dire lorsque 5 ¢ =
—c s, il faut noter que si ¢ € Ey,,,, alors c(y) € Eff,,,

Remarques Il existe de nombreuses fagons d’écrire les générateurs ~*
de C(p,q) sous forme matricielle. En général il n’est pas indispen-
sable d’effectuer un choix quelconque pour faire des calculs : la ma-
nipulation formelle des générateurs suffit. Si on tient absolument a
utiliser des matrices, il faut noter que l'expression de 'opérateur c,
lorsque ce dernier existe, dépend elle aussi de la représentation choi-
sie. Cet opérateur, étant antilinéaire, s’écrira toujours comme la com-
posée de la conjugaison complexe, dont la définition dépend de la
représentation, et d’'une matrice généralement notée C, dont 1'expres-
sion dépend aussi de la représentation choisie.

En physique des particules, les spineurs décrivent les particules élémentaires
fermioniques les plus “fondamentales” : celles de spin 1/2. Les spineurs
de Dirac décrivent les particules chargées (type électron). L’opérateur
de conjugaison de charge associe, a toute particule décrite par le spi-
neur v, une autre particule (I'anti-particule de la premiere) décrite
par le spineur ¢(¢). Dans le cadre du modele standard des interactions
électrofaibles, les neutrinos sont décrits par des spineurs de Weyl de
chiralité gauche (et les anti-neutrinos, bien évidemment, par des spi-
neurs de Weyl de chiralité droite). La nature n’est pas invariante par
parité : les neutrinos droits ne semblent pas exister (et, méme s’ils
existent, ils ont des propriétés tres différentes de leurs homologues
gauches). Rappelons qu’il n’existe pas de spineurs de Weyl-Majorana
en dimension 4 lorsque la signature est euclidienne ou hyperbolique.
I faudrait utiliser une signature (2,2)...! Par ailleurs, bien que les
spineurs de Majorana soient mathématiquement disponibles en dimen-
sion (3, 1), ils n’entrent pas dans la formulation du modele standard
décrivant les particules fondamentales connues.



Chapitre 3

Espaces Fibrés

3.1 Généralités

3.1.1 Le langage des fibrés

Avant d’introduire la notion d’espace fibré, nous allons montrer comment
“le langage des fibrés” permet d’analyser de maniere originale un aspect
bien connu de la théorie des ensembles, a savoir la notion d’application d’un
ensemble dans un autre, tout en y apportant un nouvel éclairage.

Soit 7 une application quelconque de P (espace de départ) dans M (espace
d’arrivée). L’application 7 n’ayant aucune raison d’étre injective, notons F, =
771 (z) ensemble des antécédents de x € M par w. Lorsque x décrit M, les
ensembles [, sont, bien entendu, distincts, puisque 7 est une application
(il n’en serait pas nécessairement ainsi dans le cas ou 7 serait une simple
correspondance). En général aussi, la cardinalité de F},, ou méme sa structure
topologique peut varier avec x.

Utiliser “le langage des fibrés” consiste a effectuer le changement de vo-

cabulaire suivant :
Espace de départ P Espace total P

H
Espace d’arrivée M — DBase M
Application 7 — Projection 7
Ensemble F, des antécédents de x —— Fibre F, au dessus de x
et schématiser la situation par le dessin
On peut toujours supposer 7 surjective, au besoin en dégonflant ’espace
d’arrivée M, mais 7 ne sera pas, en général, injective (en d’autres termes,
card(F},) est, en général, plus grand que 1). Choisissons donc, pour chaque x
de M, un certain antécédent, c’est a dire un élément de F,. Nous noterons
o(x) 'antécédent choisi. Par construction, o est une application de M dans P
telle que moo = 1, ou le 1 du membre de droite désigne I’application identique

93
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., P

FIGURE 3.1 — Un espace fibré

de M. Une telle application o est, par définition, une section de ’application
P 5 M. Le mot “section” vient du fait qu’intuitivement, on définit o en
découpant avec des ciseaux la figure le long du pointillé. Le fait que =
ne soit pas injective montre qu’il existe généralement de nombreuses sections
o différentes (notons que nous n’avons, pour le moment, rien imposé sur
I'application o). Chacune de ces sections définit donc un inverse (& droite)
pour l'application 7; encore une fois, il nous faut insister sur le fait qu’il
existe en général plusieurs sections et que le choix d'une telle section résulte
... d’un choix! Lorsque M est muni d’une topologie, le choix d'une section
au dessus d'un ouvert U C M est désigné sous le nom de “choix d’une section
locale pour 'application 7”.

Le vocabulaire précédent est tellement général qu’il est utilisable pour des
applications entre ensembles quelconques. Le lecteur pourra donc s’amuser a
“repenser”, en ces termes, certaines de ses applications favorites.

Considérons, a titre d’exemple, 'application suivante qui, a tout point de
la sphere unité, associe sa projection sur l'axe Oz :

Espace de départ (espace total) P : la sphere S? de centre O et de
rayon 1 incluse dans R?.

Espace d’arrivée (base) M : le segment {(0,0, 2) tel quez € [—1,+1]}

Application 7 : (z,y,2) € S? — (0,0,2) € M

La fibre au dessus d'un point quelconque intérieur au segment M est
un cercle de S? parallele & 1'équateur xOy. Lorsque le point de M choisi
coincide avec I'un des deux poles {0, 0, £1}, la fibre correspondante se réduit
a un point (cercle de rayon nul).

De la méme fagon, ’analyse de la fonction exponentielle i0 € P = iR +—
e’ € M = S* en utilisant le langage des fibrés revient a “regarder” la figure
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0.2

s

FIGURE 3.2 — La fonction exponentielle e?

Dans le cas présent, la fibre au dessus de n’importe quel point zy = e?

du cercle S! est un ensemble Fy = {6 + 2kw  tel que k € 3} qu’on peut
mettre en bijection avec I'ensemble des entiers 3. Toute section définit un
inverse pour 'exponentielle, c’est a dire une détermination du logarithme :
exp Loge® = ¢ ; en pratique, on veut que ces déterminations soient des
fonctions continues, ce qui impose des conditions supplémentaires sur les

sections correspondantes.

3.1.2 Fibrations. Fibrés différentiables localement tri-
viaux

Fibration

Comme nous venons de le voir, toute application peut étre décrite dans
le “langage des fibrés”, mais toute application n’est pas une fibration : dans le
cadre de cet ouvrage, nous travaillons dans la catégorie des variétés différentiables
et nous dirons qu'une application 7 : P — M est une fibration si toutes les
fibres 7~ 1(z), x € M sont difféomorphes (on suppose ici que P et M sont des
variétés et que 7 est différentiable). Plus généralement, méme dans le cas ou
les fibres sont discretes, on dira qu’on a affaire a une fibration si toutes les
fibres ont méme cardinalité.
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Puisque toutes les fibres sont difféomorphes, on dira que la fibre type est
F' lorsque toutes les fibres sont “de type F”, ce qui signifie : difféomorphes a

F.

Fibré localement trivial

Soit P — M une fibration et U C M un ouvert de M appartenant a
I’atlas définissant la structure différentiable de M. On a envie, intuitivement,
de se représenter 'ensemble des antécédents 71 (U) comme un cylindre “au

dessus de U” (voir figure [3.3).

M

L
[l

FIGURE 3.3 — Les points au dessus de 'ouvert U

On appelle espace fibré localement trivial la donnée d une fibration (P, M, )
telle que, pour tout ouvert U de M, 'ensemble 7~1(U) soit difféomorphe &
U x F ou F est la fibre type de la fibration. La condition de trivialité locale
est souvent sous-entendue, et on parle alors simplement d’espace fibré.

Remarques

— En anglais, les deux expressions “fibered space” et “fiber bundle” cor-
respondent respectivement aux termes “fibrations” et “espace fibré
localement trivial”, tout au moins, en général.

— Dans la suite de cet ouvrage, nous ne considérerons que des espaces
fibrés localement triviaux, sauf mention explicite du contraire. Pour
cette raison, nous utiliserons souvent les deux expressions “fibration”
et “fibré localement trivial” de fagon équivalente et donc sans faire
explicitement mention de la propriété de trivialité locale.

— Comme on I’a écrit plus haut, un espace fibré est défini par un triplet
(P, M, 7) car il peut, en effet, exister plusieurs fibrations différentes
(P, M’ ') et (P, M, ) du méme espace total P. Par abus de langage,
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et dans le cas ou l'on s’intéresse a une seule fibration pour un espace
total P donné, on pourra dire que P lui méme est un espace fibré.
— Intuitivement, dire que P est un espace fibré revient a dire que P est
une collection de fibres de méme type et “collées” ensemble. L’en-
semble des fibres (I'ensemble dont les différents éléments sont les
fibres) est, par définition, 'espace de base M et I'application 7 est
celle qui associe a tout point z de P la fibre a laquelle il appartient.
On dira également que P est un espace qui peut étre fibré en espaces

F au dessus de M (voir la figure [3.3)).

Fibré trivial

Dire que (P, M, ) est localement trivial consiste a affirmer, comme nous
I’avons vu, que localement, I'espace total P ressemble a un produit : c¢’est la
propriété 771 (U) ~ U x F. Cependant, le fait que P ~ M x F n’est pas une
propriété imposée. Lorsque tel est le cas, on dit que P est un fibré trivial.
Bien qu’utilisable en toute généralité, la théorie des espaces fibrés est surtout
intéressante lorsque P est seulement localement trivial, mais n’est pas trivial.
Nous rencontrerons une multitude de tels exemples dans ce qui suit.

Trivialisations locales

Lorsque U est un ouvert de M, dire que 7~ (U) est difféomorphe & U x F'
revient a dire qu’il existe un difféomorphisme 1y entre les deux ensembles :

zem ' (U)C P yy(2) =(x,9) €U X F avec z=mn(z)

L’application ¢y prend le nom de trivialisation locale relative a I'ouvert U.
Bien entendu, une telle trivialisation est loin d’étre unique puisque la com-
posée (1 X @) o ¢y de Yy avec (1y X @), ¢ désignant un difféomorphisme
quelconque de la fibre type F, fournit une autre trivialisation.

La trivialisation ¢y (z) = (x = 7(2), g) est parfaitement caractérisée par
I'application gy : 7~ }(U) — F définie par gy(z) = ¢; en d’autres termes,
le point z de P est caractérisé par le point = 7(z) sur M et le point
g = gu(z) sur F. Seul le point = est canoniquement défini par la fibration;
I’élément g de F', au contraire, résulte du choix d’une trivialisation locale.
Pour que ces deux composantes (les deux points (z,g) € M x F') deviennent
des coordonnées (des nombres), il suffit de choisir un repere local sur M et
sur F. On pourra schématiser la situation par la figure |3.4}
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gu g

FIGURE 3.4 — Trivialisation locale d'un espace fibré

Sous-fibrés

Soient (P, M, x) et (P, M’, 7") deux espaces fibrés. On dira que le premier
est un sous-fibré du second si P (respectivement M) est une sous-variété de
P’ (respectivement M') et si 7 coincide avec la restriction correspondante de

7.

3.2 Espaces fibrés principaux

3.2.1 La structure d’espace fibré principal

Une fibration (P, M, 7) est un espace fibré principal lorsque les trois condi-
tions suivantes sont satisfaites :

1. (P, M, ) est un espace fibré localement trivial.

2. Un groupe de Lie G agit (a droite) sur P, et ce, de fagon transitive
dans chaque fibre.

3. Toutes les fibres sont homéomorphes a G.

Les trois conditions ci-dessus sont obligatoires pour qu’on puisse parler
de fibré principal car nous verrons un peu plus loin des exemples ou (1) et
(2) sont vérifiées (mais pas (3)) et des exemples ou (1) et (3) sont vérifiées
(mais pas (2)).

En général, on considere des espaces fibrés principaux a droite, comme ci-
dessus, mais il est bien évident qu’on peut également considérer des espaces
fibrés principaux a gauche.

Le groupe G (la fibre type) est généralement désigné sous le nom de
groupe structural du fibré considéré. Afin d’alléger les notations, nous note-
rons tres simplement 'action de G sur P : Soient z; € P et g € GG, 'image 2o
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de z; sous l'action de g sera notée zo = 219, ce qui peut étre décrit, de fagcon
imagée, par la figure [3.5]

zg

<t----

X=T(z)="i(zg)

FIGURE 3.5 — Action du groupe structural sur un espace fibré principal

Attention : Parce que G agit sur P, de nombreux physiciens désignent ces
transformations de P dans P (du type z € P +— 2/ = zg,g € G) sous le nom
de transformations de jauge globales et désignent également GG lui méme sous
le nom de groupe de jauge ; cependant nous réserverons ce dernier vocable
(groupe de jauge) pour le groupe des transformations de jauge locales que
nous définirons un peu plus loin.

La relation zo = 27 ¢ est formellement tres semblable a la relation élémentaire
Ay = A1 4+ V ou A; et Ay désignent deux points d'un espace affine et ou
désigne un vecteur de 'espace vectoriel sous-jacent. Les éleves de nos lycées
savent bien qu’on peut “soustraire” deux points en écrivant = Ay — A
(on n’a pas le droit d’“additionner” deux points!). De la méme facon, on
pourra éerire ici g = 27 ' 2o, puisque 219 = 23 et que g est bien déterminé par
la donnée de z; et de z3. Notons enfin que ’analogue de la célebre “relation
de Chasles” s’écrit 2 'z = (27 '23)(23 '22).

3.2.2 Sections locales et trivialisations locales

Dans le cas d'un fibré principal, chaque fibre G, au dessus de x, élément de
M est une “copie” du groupe GG, mais il s’agit d’une copie au sens topologique
(ou différentiable) du terme car l'origine du groupe G (1’élément neutre) est
connue mais celle de la fibre G, ne l'est pas! Afin de mieux faire sentir le
sens de cette importante remarque, considérons 1’exemple suivant [3.6]

Dans le cas présent, P est un cylindre fini P = M x S ot M est un
intervalle et S désigne le cercle de rayon 1: la fibre au dessus de z est
un cercle, et ce cercle, comme tous les cercles, est homéomorphe au groupe
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Ul

FIGURE 3.6 — L'origine de la fibre (copie du cercle U(1)) au dessus de = est
marquée par la section o

U(1). Sur ce cercle, tous les points “se valent” et on ne sait pas multiplier
un point par un autre. Par contre, si le cercle est marqué par une origine,
il devient isomorphe au groupe U(1) et on sait alors multiplier les points
(e?e’™ = ¢!0+)) Le groupe U(1) agit bien sur I'ensemble P ci-dessus en
faisant tourner un point quelconque z € P d'un angle 6.

Revenons au cas général d'un fibré principal (P, M, ) de groupe struc-
tural G. Le choix d’une section locale x € U C M — o(x) € P permet de
“marquer une origine” sur chacune des fibres G, situées au dessus de 'ou-
vert U. En d’autres termes, le choix d’une section locale o permet d’identifier
la fibre G, avec le groupe G lui-méme. La facon la plus simple d’exprimer
ceci de facon algébrique consiste a montrer qu’a la section locale o on peut
associer une trivialisation locale ¢y définie comme suit : soit z € P, alors
Yy(z) = (x;9,) o © = 7(2) et ou g, désigne l'unique élément de G défini
par z = o(x)g,. En effet, z et o(x) étant dans la méme fibre, il existe un
et un seul élément g, de G permettant de passer de o(x) a z; l'existence et
I'unicité de cet élément g, résulte des axiomes (2) et (3) de la structure de
fibré principal. Une section locale o définit donc également une application
— que nous noterons encore g, — de P dans GG ; en d’autres termes, les “com-
posantes” de z € P sont x = 7(z) € M et g, = g,(z) € G. La composante x
est canoniquement définie par la structure fibrée et la composante g, résulte
du choix d’une section locale o.

Il faut enfin noter que le choix d’une section locale permet de définir
localement 1’action a gauche du groupe G sur P ; en effet, en plus de ’action
a droite z € Pk € G — zk = (x;9,)k = (z; g,k) € P qui ne dépend pas de
o et qui est globalement définie puisqu’elle résulte de la structure d’espace
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fibré principal, on peut définir localement une action a gauche z € P k €
G = (kz), = (2;kg,) € P, qui dépend de o.

Supposons que nous ayons fait le choix d’une section locale o au dessus
de l'ouvert U et d'une section locale 7 au dessus de l'ouvert V' ; si on fait
un choix de z € P tel que la projection 7(z) appartienne a I'intersection
UNV, on peut écrire aussi bien z — (x;95) que z = (x; g,). Il existe donc un
élément g,, du groupe G (et en fait une fonction g,,(x) définie sur UNV) tel
que g, = g,+g,. Cette fonction porte le nom de fonction de transition . Ces
fonctions de transition permettent en fait de reconstruire le fibré principal lui-
méme. On montre qu’étant donnés un atlas de M et une famille de fonctions
de transition obéissant a une certaine propriété (dite de cocycle) sur les triples
intersections, il est possible de reconstruire ’espace fibré dont on est parti.

3.2.3 Exemple fondamental : le fibré des reperes linéaires

L’exemple qui suit est fondamental, non seulement parce qu’il est mathématiquement
important — il est d’ailleurs a l'origine de toute la théorie des espaces fibrés
— mais aussi parce qu’il permet de fournir un support a notre intuition
géométrique, en particulier dans le cas ot I'on s’intéresse a des fibrés princi-
paux (P, M, ) quelconques. L’exemple fondamental étudié ici nous permet-
tra de développer les analogies suivantes :

— Considérer I'espace total P comme un ensemble de reperes généralisés

sur la base M.

— Considérer le groupe structural G comme groupe de transformations

de reperes.

— Considérer un élément quelconque z de P comme un repere (généralisé)

situé au point = de M (avec x = 7(z2)).

— Considérer toute section locale o(x) comme un repere mobile (généralisé)

dans 'ouvert U.

— Considérer les fonctions de transition g,, comme décrivant des chan-

gements de repere mobile.

— etc

Soit M une variété différentiable de dimension n. En chaque point z
de M nous avons un espace tangent T'(M,z) et nous pouvons considérer
I’ensemble GG, de tous les reperes en x. Un point z de GG, est donc un repere
en z, c’est a dire la donnée de n vecteurs indépendants de T'(M,x). Soit
P = {U,cp G2 Vensemble de tous les reperes de M. Notons 7 'application
qui, a un repere centré sur x, associe 'origine x elle-méme; il est facile de
voir que (P, M, ) est un espace fibré principal de groupe structural GL(n).
I est clair, en effet, que le groupe linéaire GL(n) agit transitivement sur
chaque fibre de P : la fibre G, au dessus de x n’est autre que ’ensemble
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des reperes en x et il est bien évident qu’on peut toujours passer d’un repere
z = (Zi)ieq1.ny & un repére 2’ = (z’;) au méme point z & I'aide d’un élément
g = (g5) de GL(n) : (#'; = zg}). Par ailleurs, le fait que I'ensemble G, des
reperes en x soit homéomorphe & GL(n) peut se voir de la fagon suivante :
marquons (choisissons) un repere de référence o = (0); en x; alors, tout
élément g de GL(n) définit un nouveau repeére z = og au méme point, mais
réciproquement, tout nouveau repere z détermine un et un seul élément g
de GL(n) tel que z = og. On obtient donc une correspondance bi-univoque
entre reperes en x et éléments de GL(n) ; bien entendu, cette correspondance
dépend du choix du repere de référence o. Il resterait a montrer que cette
application est bel et bien continue et a vérifier les conditions de trivialité
locale. Le fibré principal P ainsi construit se note parfois FFM (pour “Frame
bundle of M”) et s’appelle le fibré des repeéres linéaires sur M. Nous invitons
le lecteur a relire la sous-section précédente avec cet exemple en téte; il est
alors clair qu'une section locale n’est autre qu'un repere mobile choisi dans
le domaine d’un ouvert et qu’une fonction de transition n’est autre qu’un
changement de repere mobile.

3.2.4 Sous-espace des vecteurs verticaux en un point
z d’un espace fibré

— Soit P un espace fibré principal et z un élément de P. P est, en
particulier, une variété, et toutes les constructions étudiées dans le
contexte des variétés différentiables peuvent étre effectuées et on peut
donc considérer 1'espace tangent a P en z que I'on notera T'(P, z). Cet
espace vectoriel est évidemment de dimension m +n lorsque dim M =
m et dim G = n, M et G désignant respectivement la base et la fibre
type de P.

— Plutot que de considérer 'espace tangent a tout ’espace P en z, nous
pouvons considérer ’espace tangent a la fibre F), de P qui passe par z
(c’est a dire x = m(z)) ; cet espace vectoriel V, = T'(F,, z) est naturel-
lement un sous-espace vectoriel de T'(P, z). Sa dimension est égale a n
puisque toutes les fibres ont dimension n. Le sous-espace V, s’appelle
espace tangent vertical au point z.

— Intuitivement, un vecteur est un petit déplacement (une fleche!). Un
vecteur de l'espace tangent T'(P,z) est donc un déplacement infi-
nitésimal d’un “repere” (nous pensons intuitivement & z comme étant
une sorte de repere généralisé). Un déplacement infinitésimal dans
I’ensemble des reperes peut s’analyser a ’aide de deux mouvements
tres différents : on peut faire tourner le repeére (sans bouger l'origine)
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mais on peut également déplacer I'origine du repere. Les déplacements
verticaux du point z correspondent a des mouvements de z dans sa
fibre : on ne déplace pas le point de base x = 7(z) ; ainsi, les vecteurs
de V. (les vecteurs verticaux en z) correspondent a des déplacements
infinitésimaux du repere z qui n’entrainent aucun déplacement de 1’ori-
gine x : on se contente de “faire tourner” infinitésimalement (& 'aide
d’une “petite transformation” du groupe G) le repére z en x.

— Le lecteur pourra s’étonner de ne trouver, dans ce chapitre, aucun
paragraphe intitulé “sous-espace horizontal” ;il y a, a cela, une excel-
lente raison : alors que la notion de sous-espace vertical peut se définir
canoniquement, comme on vient de le voir, pour tout fibré principal, il
n’est par contre pas possible de définir canoniquement, tout au moins
en général, la notion de déplacement horizontal ; une telle notion est
tributaire d’un choix. L.’étude des choix possibles —pour un fibré prin-
cipal donné— définit, en quelque sorte, la théorie des connexions et
fait ’objet du chapitre suivant.

— Le groupe G agissant (& droite) sur I'espace P, on peut définir, comme

d’habitude (voir le chapitre sur les groupes) des champs fondamentaux
€q associés aux éléments X, de l'algebre Lie(G). Par construction,
€a(2) est un vecteur vertical au point z et I'ensemble {€,(2)}ac(i..n}
constitue une base de I'espace vectoriel V.
Si 2/ = zg désigne le repere issus de z par une “rotation” finie g, on
pourra écrire €,(z) = 2X, et interpréter €,(z) comme une déplacement
infinitésimal du “repere” z a ’aide de la “rotation infinitésimale” X,,.
Pour ne pas alourdir le texte, nous supprimerons les guillemets autour
des mots “repere” et “rotation” dans la suite du texte, mais le lecteur
devra se souvenir que ces mots désignent respectivement les éléments
du fibré principal considéré (qui ne sont pas nécessairement des reperes
au sens usuel du terme) et les éléments du groupe structural (qui n’est
pas nécessairement un groupe de rotations).

— Les champs z — €,(2) sont des champs fondamentaux a droite puisque
P est —comme d’habitude— un fibré principal muni d’une action a
droite. A moins que P ne soit trivial (voir section suivante) il n’existe
pas d’action de G a gauche de P, en tous cas, pas d’action qui soit
canoniquement définie. Par contre, on peut toujours trivialiser P lo-
calement en choisissant une section (locale) v € M — o(x) € P;
on a vu qu'une telle section permettait d’identifier la fibre F, avec
G lui-méme en associant au point z € F, 1'élément g, de G défini
par I'équation z = o(z)g,. On a alors non seulement une action de
G a droite mais également une action de G a gauche définie par
keG, z=(x,9,) € Pr— 2 = (z,kg,) € P. Cette action dépend
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de la section o et permet de définir localement des champs fondamen-
taux a gauche e,(z); ces champs dépendent donc également du choix
de la section o et, si la chose est nécessaire, on pourra les noter “e,.

— Pour résumer, on pourra dire que la fibre F, au dessus de x apparait
comme une copie du groupe G, le choix d’une section locale o(x)
permet de marquer l'origine (I'identité du groupe) sur la fibre F,. On
peut ainsi identifier G avec F, et l'algebre de Lie de G avec I'espace
vertical T'(F,, o(x)) au point o(x). Le groupe G agit sur lui-méme par
multiplications a gauche et a droite, il agit canoniquement sur F,, du
coté droit, puisqu’on a affaire a un fibré principal, mais on peut aussi
le faire agir a gauche des qu’on a identifié G avec F}, c’est a dire des
qu’on a choisi une section o(x). Le choix de o permettant d’identifier
G avec F, permet donc également de définir une forme de Maurer-
Cartan “0(x) pour la fibre F). Cette forme “ramene” donc a l'origine
o(x) les vecteurs verticaux appartenant a V).

3.2.5 Fibré principal trivial

Un fibré principal (P, M, n) de groupe structural G est trivial si, par
définition, P est homéomorphe au produit cartésien M x G (la projection
7 étant la projection sur le premier facteur). dans ce cas, il existe plu-
sieurs (en général une infinité de) sections globales puisque toute applica-
tion différentiable de M dans G définit une section globale : considérer par
exemple 'application constante qui, a tout point de M associe I'identité de
G. Réciproquement, supposons qu’'un fibré principal possede une section glo-
bale o, on peut alors considérer ’application de P dans M x G définie par
z — (x,9) avec © = w(z) et g tel que z = o(x)g; on fabrique ainsi un
homéomorphisme entre P et M x G.

En conclusion, un fibré principal est trivial si et seulement s’il possede
une section globale. Lorsque P est trivial, son identification avec M x G
résulte, comme on vient de le voir, du choix de la section globale o ; on écrira
simplement P = M x G si cela ne préte pas a confusion. Noter que, dans un
tel cas, les champs fondamentaux a droite €, et a gauche %¢, sont tous deux
globalement définis.

Attention : pour des fibrés non principaux (voir plus loin), le fait de
posséder une section globale n’est pas suffisant pour assurer la trivialité.

Nous n’aborderons pas le probleme de la classification des espaces fibrés,
le lecteur interessé devrait consulter [§].
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3.2.6 Formes basiques, invariantes et horizontales

Formes basiques L’existence de I'application de projection 7 : P +— M
permet, comme nous le savons, de projeter les vecteurs de T'P sur les
vecteurs de T'M, en utilisant ’application tangente m, ; I’application
cotangente, 7*, permet, quant a elle, de faire voyager les formes dans
I’autre sens. L'image, par 7* d’une forme différentielle sur M est une
forme particuliere sur P qu’on appelle une forme basique. On obtient
un homomorphisme injectif d’algebres différentielles

™ Q(M) — Q(P)

On peut donc identifier 'algebre Q(M) avec la sous-algebre des formes
basiques 7*(Q(M)) C Q(P).

Formes horizontales Une forme sur P est horizontale, par définition,
si elle s’annule sur les vecteurs verticaux. Etant donné que l'espace
tangent vertical en un point z de P est engendré par les champs de
vecteurs fondamentaux X,(z), avec X, € Lie(G), il suffit de tes-
ter I’annulation sur les champs en question. En d’autres termes, soit
X € Lie(G) et désignons ix le produit intérieur d'une forme par le
champ X (z); la forme w € Q(P) est donc une forme horizontale si et
seulement si, pour tout X,

inZO

Formes invariantes Puisque le groupe G agit sur P, on peut s’intéresser
a son action infinitésimale sur les formes décrite par la dérivée de Lie
Lx =dix +ixd. On dit qu'une forme w est une forme invariante si
et seulement si, pour tout X,

LXw:O

Formes basiques (bis) Le fait qu'une forme basique soit a la fois in-
variante et horizontale est assez intuitif. Formellement cette propriété
découle immédiatement de I'invariance m(zg) = 7(2) lorsque g € G.
Retenons : La forme w est une forme basique si et seulement si, pour
tout X,

Lxw=0¢etixw=0

c’est a dire si et seulement si w et dw sont horizontales.

Remarque : Opération de Cartan Nous nous servirons assez peu de
ces notions de formes basiques, de formes invariantes ou de formes ho-
rizontales, dans la suite de cet ouvrage. Cela dit, il faut bien noter que
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les notions qui viennent d’étre discutées fournissent une formulation
algébrique assez compacte de la notion d’espace fibré principal (nous
n’avons rien utilisé d’autre!) On peut, de fait, utiliser ces propriétés
pour définir la notion d’opération (de Cartan) d’une algebre de Lie,
g, sur une algebre différentielle commutative graduée Q (c’est bien
le cas de 'algebre des formes différentielles sur une variété). On dit
qu’on a une opération de Cartan lorsqu’a tout X € &, on associe une
anti-dérivation iy (de degré —1) et une dérivation Ly = diy + ixd
(de degré 0) telles que, VX,Y € &, on ait Lixy] = LxLy — LyLx
et ixy] = Lxiy —iyLx. La donnée d'un fibré principal P fournit
automatiquement une opération de Cartan de Lie(G) sur ©(P) mais
il est certain que la notion d’opération de Cartan est plus générale.
Dans ce cadre plus général, on définit encore les sous espaces 3, J
et B = H N T des formes horizontales, invariantes et basiques, et on
montre aisément que ces trois sous-espaces de {2 sont des sous-algebres
différentielles graduées de (2.

Remarque : Champs de vecteurs projetables Nous rappelons ici la

définition des champs de vecteurs projetables par une application
différentiable (dans ce cas, il s’agit de la projection w : P +— M du
fibré considéré), notion générale déja introduite au chapitre 1. Ici 'en-
semble des antécédents de x € M par 7 n’est autre que la fibre au
dessus du point x. Un champ de vecteurs V' € I'T'P est donc dit
projetable si et seulement si 7V, = V., pour tout g € G.

Plusieurs propriétés des espaces fibrés (et des connexions) pourraient
s’enoncer en utilisant cette notion, que nous n’utiliserons pas explici-
tement dans la suite.

3.2.7 Exemples

Le fibré des reperes linéaires

Nous avons déja étudié cet exemple en détail en et nous verrons un

peu plus loin divers exemples analogues.

Fibration d’un groupe G en sous groupes H au dessus de G/H

— Notre premier exemple sera a la fois élémentaire et discret : notre

espace total P = 3 est ’ensemble des entiers relatifs et la projection
7 est celle qui, a un entier, associe sa classe modulo p (p désignant un
entier quelconque choisi une fois pour toutes). Le groupe structural
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est alors le sous-groupe p3 de 3. Illustrons ceci, dans le cas p = 3 par
la figure

R4

Z/3Z

FIGURE 3.7 — Les entiers modulo 3

L’espace total 3 s’écrit donc ici comme réunion de trois fibres. La fibre
type est le groupe additif des multiples de 3, noté 33 et 'espace des
fibres —la base— possede trois points : 3/33 = {0, 1,2} et est un quo-
tient de 3. La notation adoptée, pour ’action du groupe structural sur
I’espace total 3 est ici une notation additive et non pas une notation
multiplicative (mais cela devrait étre assez clair!), ainsi, ’élément 11
de la fibre 2 peut s’obtenir & partir de I’élément —1 de la méme fibre

sous 'action de 33 en écrivant 11 = —1 + 3 x 4.
— Apres cet exemple discret et extrémement élémentaire (1'art de recon-
sidérer des choses bien connues avec un éclairage différent ...!) pas-

sons a un autre exemple, presque aussi élémentaire, mais “continu”.
L’espace total, comme dans I’exemple précédent, est un groupe, ici le
groupe SU(2). Rappelons, que SU(2) est topologiquement identifiable
a la sphere S3. Nous choisissons un sous-groupe U(1), c’est a dire un
grand cercle passant par l'origine et effectuons une décomposition en
classes de SU(2) par rapport a cet U(1) : soit g un élément de SU(2)
qui n’appartienne pas au U(1) choisi, on construit alors I’ensemble
g = gU(1) = {gh|h € U(1)}. Ensuite, on choisit un élément k qui
n’appartienne ni au U(1) choisi, ni & g. On construit alors k = kU (1)
et on continue ... On écrit ainsi le groupe SU(2) comme une réunion
(infinie) de classes du type g = gU(1), I'ensemble de ces classes étant
par définition, I’'ensemble quotient SU(2)/U(1) qu’on identifie (voir le
chapitre sur les groupes et espaces homogenes) avec la sphere S?. Le
groupe SU(2) —c’est a dire la sphere S®— peut donc étre considéré
comme réunion d'une infinité de cercles S' parametrée par la sphere
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S2.

1 u(1)
3 SU(2)

s2 SU@)/U(1)

FIGURE 3.8 — La fibration de Hopf pour S®

Bien évidemment, le groupe U(1) agit, par multiplication a droite, sur
'espace total SU(2) (dans la construction précédente on a choisi U(1)
comme sous-groupe de SU(2)). Cette fibration en cercles de S® est
souvent utilisée et porte le nom de “fibration de Hopf” (pour S?).
Avant de généraliser cet exemple, notons que la sphere S n’est, en au-
cun cas homéomorphe au produit cartésien S?x S, ce qui ne 'empéche
pas d’étre un fibré en cercles au dessus de S?. En d’autres termes, les
deux espaces fibrés principaux S? — S? et S? x S — §?% (avec pro-
jection canonique évidente) ont méme structure locale —ils sont tous
deux fibrés en cercles au dessus de S?— mais le second est trivial alors
que le premier ne l’est pas.

— Passons maintenant a la généralisation de I'exemple qui précede. Soit
G un groupe de Lie et H un sous-groupe de Lie, qu’on supposera fermé
dans G pour que la topologie du quotient soit séparée. On considere
la relation définissant les classes a gauche de H : g et k sont reliés
si k appartient a I’ensemble gH. Il s’agit d’une relation d’équivalence
et on peut écrire G comme réunion de ses classes gH ; I'ensemble des
classes étant, par définition, 'ensemble quotient G/H. Il est évident
que H agit (a droite) sur G et que l'application G — G/H qui, a tout
élément associe sa classe § = ¢gH, définit une fibration principale.
Tout groupe G est donc ainsi un espace fibré principal au dessus de
G/H, le groupe structural étant H. Notons que 'espace quotient (la
base du fibré) G/H n’est généralement pas un groupe, & moins que
H ne soit un sous groupe distingué de G, c’est a dire a moins que les
classes a gauche et a droite ne coincident. La propriété qui précede est
illustrée par la figure 3.9 et est a 'origine d’une multitude d’exemples
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que le lecteur pourra construire en utilisant les données “zoologiques”
concernant les groupes de Lie et les espaces homogenes (voir chapitre
précédent).

H G

) G/H

F1GURE 3.9 — Fibration principale d'un groupe au dessus d'un espace ho-
mogene

— Indiquons simplement ci-dessous quelques familles de fibrations princi-
pales, basées sur la construction précédente. Nous utilisons la notation
H — G — G/ H pour caractériser une telle fibration de G au dessus
de G/H. Le nom figurant en titre est celui donné a I’espace quotient.

Variétés de Stiefel réelles
SO(m) — SO(n) — V,_n(R") = SO(n)/SO(m) = O(n)/O(m)
Variétés de Stiefel complexes
SU(m) — SU(n) — Vpe(€") = SU(n)/SU(m) = U(n)/U(m)
Variétés de Stiefel quaternioniques
Sp(m) — Sp(n) — V,_m(H™) = Sp(n)/Sp(m)

Six=uxg+ixy + jro + kxs € 9, alors T = x¢ — tx1 — jxo — ka3,

et (z|y) = >  x;y;,. Comme dans le chapitre précédent, la nota-

tion Sp(n) désigne le groupe de Lie compact simplement connexe
correspondant a la forme réelle compacte de ’algebre de Lie com-
plexe C,,. Avec d’autres notations : Sp(n) = U(n,$) = {u €
GL(H)|(u(x)|u(y)) = (z|y). Le groupe symplectique (non com-
pact) usuel correspondant a la méme algebre de Lie C), sera généralement
plutot désigné par la notation Sp(2n, R).
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Le cas m = n — 1 mérite une attention particuliere puisque nous
obtenons les spheres de cette fagon.

S* 1 = 80(n)/SO(n —1) = O(n)/O(n — 1)
S§2=1 = SU(n)/SU(n—1)=U(n)/U(n—1)
S~ = Sp(n)/Sp(n — 1)

Noter que la méme sphere peut étre obtenue comme base de plusieurs
fibrations différentes de groupes de Lie (trois possibilités si elle est de
dimension 4n—1, deux possibilités si elle est de dimension 2n—1 et une
seule possibilité si elle est de dimension paire). Il existe encore quelques
autres possibilités dites “exceptionnelles” et nous y reviendrons plus
loin.

Si nous divisons les groupes orthogonaux O(n) ou SO(n) — ou leurs
analogues complexes ou quaternioniques — par un sous groupe maxi-
mal quelconque, nous obtenons plus généralement les variétés de Grass-
mann et les fibrations principales correspondantes :

Grassmaniennes réelles orientées

SO(m)xSO(n—m) — SO(n) — SG,(R") = SO(n)/SO(m) x SO(n —m)
Grassmaniennes complexes orientées

SU(m)xSU(n—m) — SU(n) — SG,,(€") = SU(n)/SU(m) x SU(n —m)
Grassmaniennes quaternioniques

Sp(m)xSp(n—m) — Sp(n) — G (H") = Sp(n)/Sp(m) x Sp(n —m)
Les Grassmaniennes non orientées réelles et complexes sont
Gm(R") =0(n)/O(m) x O(n —m) et G, (€") =U(n)/U(m) x U(n —m)

Le cas m = n — 1 mérite également une mention particuliere puisque
nous obtenons ainsi les espaces projectifs réels (R P™), complexes (€P™)
et quaternioniques (HP").

RP" = SO(n)/SO(n —1) x 39
CP" = SU(n)/S(U(n—1)x U(1))
HP" = Sp(n)/S(Sp(n — 1) x SU(2))

Le lecteur devrait également connaitre I’existence des difféomorphismes
exceptionnels suivants : €P! ~ S? et HP' ~ S*. Une remarque sur les
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notations : H = S(U(n—1)xU(1)) désigne un sous groupe maximal de
SU(n); on écrit quelquefois SU(n —1) x U(1) pour désigner ce méme
sous groupe H mais une telle notation est un peu abusive puisque H
est en fait en quotient du produit direct de ces deux groupes par un
groupe discret (il ne faut pas compter 1'unité deux fois!). Les deux
objets ont bien évidemment la méme algebre de Lie. Une remarque
analogue s’applique au cas symplectique (par ailleurs on se rappelle
que Sp(1) et SU(2) sont isomorphes, ce qui explique 'apparition de
ce dernier dans le tableau précédent).

— Nous venons de voir que G peut étre considéré comme espace fibré
principal @ droite au dessus de G/H = {gH|g € G} mais il peut
étre également considéré comme fibré principal a gauche au dessus de
H\G = {Hg|g € G}. L’étude de ce ce cas est évidemment tout a fait
semblable a celle que 'on vient de mener.

— Voici un autre cas particulier de la construction précédente. On part
du groupe G x G (produit direct du groupe G avec lui méme). On
considere le sous-groupe diagonal Ga = {(g,9) C G x G|g € G} qui
est d’ailleurs isomorphe a G et on fabrique le quotient. En résumé,
on a un fibré principal d’espace total G' x G, de fibre type Gao ~ G
et de base GGXAG ~ (. La base est elleeméme, en tant que variété,
difféfomorphe avec GG, mais la structure de groupe ne passe pas au
quotient puisque Ga n’a aucune raison d’étre distingué dans G x
G. Posant G, = G x 1 et Gg = 1 x (G, on voit qu'on peut écrire
G ~ G Gr/Ga. Cet exemple d’apparence innocent est assez subtil a
analyser et pourra servir, dans la suite, pour discuter de connexions
(ou de métriques) particulieres sur les groupes de Lie. On peut aussi
considérer les projections Gy, Gr+— G ~ G et G, Gr — Gr ~ G qui
définissent deux autres fibrés principaux (cette fois-ci, la structure de
groupe passe au quotient).

— Finalement, considérons le cas d’un sous groupe G qui n’est pas sim-
plement connexe. On sait qu’il admet un revétement universel simple-
ment connexe GG et que G est isomorphe au groupe quotient G|H ou
H est un sous groupe discret (distingué) du centre de G isomorphe
au groupe d’homotopie m1(G). On se retrouve donc dans la situation

considérée précédemment d’une fibration de G au dessus de G = G |H
avec groupe structural (fibre type) H, & ceci pres que le groupe H est
ici un groupe discret admettant une interprétation topologique parti-
culiere et que le quotient G est non seulement un espace homogene,
mais est lui-méme un groupe. Plus généralement d’ailleurs, tout sous
groupe K C H ~ m(G) définit un revétement G/K qui est un fibré
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principal au dessus de G = G/H avec fibres H|K (c’est bien un groupe
puisque H est abélien) ; ce revétement n’est pas universel puisque son
m est égal a K. Tout ceci est presque intuitif si on se représente ces
fibrations par des figures telles que [3.10]

HIK

G/K

A\
* G=G/H

FIGURE 3.10 — Revétements

Fibration d’un espace homogeéne GG/H; en groupes H,; au dessus de
G/(Hl X Hg)

Soit H un sous groupe de Lie d’un groupe de Lie G et supposons que H
soit isomorphe au produit H; x H, de deux groupes de Lie. On peut alors
considérer H; (en fait H; x Identité) comme sous groupe de G et on a une
projection G/Hy, — G/(H, x Hy) de fibre Hy. L’action de Hy (& droite)
sur G/H; est bien définie car H; et Hs commutent, et donc (gH;)hy =
(gho)Hy lorsque hy appartient a Hy. Vu la diversité des cas a considérer nous
n’énoncerons aucun résultat précis dans ce cas. Néanmoins nous énoncerons
les trois remarques suivantes :

1.

“En général” la situation précédente conduit a un fibré principal Hy, —
G/H, — G/(H; x Hy) de groupe structural H,.

. Bien souvent, et en particulier lorsque G est un groupe simple, le sous

groupe H considéré n’est pas isomorphe au produit H; x Hy de deux
groupes de Lie, mais au quotient d’un tel produit par un groupe discret
(on a donc LieH = LieH; @ LieH, au niveau des algebres de Lie).
Dans ce cas, le résultat “général” précédent est valable a condition de
quotienter correctement par le groupe discret approprié.

Le lecteur pourrait étre également tenté de considérer des doubles
classes K\G/H ou H et K sont deux sous groupes de GG. Attention :
la projection G/H — K\G/H ne définit en général pas une fibration
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principale, ni méme une fibration, car le type topologique des fibres
(ou méme la cardinalité) peut varier d’un point a l'autre de la base.

Afin de conclure cette sous section consacrée aux exemples par un théoreme
précis concernant les fibrations principales d’espaces homogenes, nous considérons
maintenant le cas suivant.

Fibration principale de G/H en groupes N|H au dessus de G/N, N
étant le normalisateur de H dans G

Soit H un sous groupe de Lie du groupe de Lie G et soit N son normali-
sateur dans G. On rappelle que N = {n € G|nH = Hn}; en d’autres termes,
N est le plus grand sous groupe de GG dans lequel H est un sous groupe nor-
mal (on dit aussi sous groupe distingué). H étant normal dans N, il s’ensuit
que les classes a gauche et a droite de N par rapport a H coincident (voir
ci-dessus la définition de V) et que 'espace homogene N|H = N/H = H\N
possede une structure de groupe. Par ailleurs, N agit a droite sur G/H : soit
gH € G/H etn € N ;alors gHn = gnH € G/H. Cette action n’est pas fidele
car les éléments de H lui-méme n’agissent pas : si h € H, alors gHh = gH.
Le fait de quotienter N par H rend précisément cette action fidele. On peut
se représenter les actions de G a gauche de G/H et de N|H, a droite de G/H
par le schéma :

G — G/H <— N|H

En utilisant seulement ’action a droite, on obtient ainsi une fibration princi-
pale dont I’espace total est G/H et le groupe structural est N|H, il est facile
de voir que la base de la fibration est ’espace homogene G/N (voir figure
3.11).

NIH

G/H

G/N

FIGURE 3.11 — Fibration principale associée a 'action du groupe N|H sur
I'espace homogene G/ H
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Ce type de fibration principale est également a 1’origine d’une multitude
d’exemples. Les fibrations de Hopf des spheres au dessus des espaces projectifs
réels, complexes ou quaternioniques sont d’ailleurs de ce type. En effet, on a

G=5S0(n) H=SOn-1) N=SO(n—-1)x3> N|H =3
G/H =5"!' G/N =RP"

G=8SU(n) H=SUn-1) N=SUn-1)xU(l) N|H=U(1)
G/H = $™-1 G/N = ¢pr!

G=Spn) H=Spn—1) N=Spn—1)xSU((2) N|H=SU(2)
G/H = 81 G/N =5HpP"

et on peut illustrer les fibrations correspondantes par la figure [3.12

v
Z=$ U =9 SU@) =S

n-1 2n-1 4n-1
S

Rp"-1 cpn-| _——

FIGURE 3.12 — Fibrations de Hopf des spheres

On se souvient aussi que Zo = S° U(1) = S* et SU(2) = S3; ainsi
les trois fibres types représentées sur la figure [3.12] sont non seulement des
groupes, mais aussi des spheres.

Le lecteur pourra fabriquer aisément d’autres exemples de ce type en
choisissant, pour tout groupe G donné, un sous groupe H qui ne soit pas
trop “gros” (de fagon a ce que N|H ne soit pas trop trivial). Voici un dernier
exemple de ce type qui utilise les groupes de Lie exceptionnels : G = FEj,

H=EFEs, N =(EsxSU(3))/3s, N[H = SU(3)/3s.

Fibrations exceptionnelles des sphéeres et des espaces projectifs

I1 existe des fibrations exceptionnelles des spheres et des espaces projectifs
qui ne sont pas liées aux inclusions de groupes unitaires, orthogonaux ou
symplectiques (forme compacte) c’est a dire aux structures réelles, complexes
ou quaternioniques. Certaines de ces fibrations sont liées a l’existence de
I’“algebre” non-associative des octaves de Cayley O (octonions). On sait
que pour n = 1,2,4,8 (et ce sont les seules valeurs possibles), il existe une
opération bilinéaire R™ x K" — R™ sans diviseurs de zéro (c’est a dire que
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axb=0= a=0oub=0), conduisant a la définition des corps R, €, H
et des octaves O.

Certaines des fibrations mentionnées ici ne sont pas des fibrations princi-
pales (en particulier la fibre type n’est pas un groupe) mais elles y ressemblent
beaucoup (on sait que la sphere S7, par exemple, est presque un groupe. . .)
Nous donnons ici une liste de fibrations qui sont a la fois intéressantes et
célebres (la fibration de Hopf exceptionnelle de S'!) bien qu’elles ne s’ins-
crivent pas logiquement toutes dans cette section puisqu’il ne s’agit pas tou-
jours de fibrations principales. Nous ne les utiliserons pas dans la suite et
ne les mentionnons que pour des raisons culturelles, en espérant que le lec-
teur pourra y retourner (soit-dit en passant, il reste a étudier de nombreux
problémes intéressants concernant ces objets).

fibre —— espace total — base

ST — S5 — S8
Spin(7) —  Spin(9) — S
SU33) — Gs — 56

CP' =52 —  EP¥Hl 5 gP"
Spin(9) — Fy — OP?

3.3 Fibrés associés

3.3.1 Introduction

Comme nous I’avons vu précédemment, a une variété différentiable donnée,
on peut attacher I’ensemble de tous les reperes, et cet ensemble, qu’on désigne
sous le nom de fibré des repéres possede une structure d’espace fibré prin-
cipal. Il est d’autres ensembles qu’on peut attacher a une variété donnée,
par exemple, I’ensemble de tous ses vecteurs tangents, ou I’ensemble de tous
ses tenseurs de type donné. Ces différents ensembles sont, d’une facon que
nous allons rendre précise, “associés” au fibré des reperes, en ce sens que le
groupe structural — le groupe linéaire dans ce cas — agit également sur les
composantes des vecteurs, tenseurs etc

Plus généralement, nous allons définir des fibrés associés en “remplacant”
le groupe structural d’un fibré principal par un ensemble sur lequel ce groupe
opere. D'un certain point de vue, on peut dire que les groupes eux-mémes
n’ont un intérét que parce qu’ils agissent (opérent) sur des ensembles bien
choisis et cette théorie des actions de groupe — que nous avons sommaire-
ment décrite dans la deuxieme partie de cet ouvrage — est particulierement
riche lorsqu’il s’agit d’une action linéaire sur un espace vectoriel (théorie des
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représentations). Les groupes sont donc des “machines a agir sur des espaces”.
D’une fagon analogue, nous allons considérer les fibrés principaux comme des
“machines a fabriquer des fibrés associés” et la théorie sera particulierement
riche lorsque ces fibrés associés seront fabriqués a I’aide d’une représentation
de groupe sur un espace vectoriel (théorie des fibrés vectoriels).

3.3.2 Espaces fibrés associés généraux

Soit P +% M un espace fibré principal (& droite), de groupe structural G,
et soit p une action (& gauche) de G sur un ensemble F. On obtient alors une
relation d’équivalence sur P x F' en disant que (z, f) € P X F' est équivalent
a (2, f) € P x F 'l existe un élément g de G qui soit tel que 2/ = zg
et f' = p(g!)f. L’ensemble quotient £ = P Xg F prend le nom de fibré
associé a P via 'action de G sur F. En d’autres termes, on identifie (z, f)
avec (zg,p(g71f)). Cette définition un peu abstraite ne devrait pas rebuter
le lecteur, en effet elle correspond a une situation bien connue : supposons
laction p fixée une fois pour toutes et notons g~! f 'objet que nous notions
un peu plus haut p(g~')f; par ailleurs, désignons par z.f la classe de (z, f);
I’élément u = z.f de E n’est donc rien d’autre que 'objet géométrique qui
possede les “composantes” f dans le “repere” z et les “composantes” ¢~ '.f
dans le “repere” zg, en effet, u = z.f = 2g.g7'f. On voit donc ici que u
généralise la notion classique et élémentaire de “vecteur”. Nous verrons un
peu plus loin comment récupérer la notion déja introduite de vecteur tangent
a une variété par cette construction.

L’espace E est bien un espace fibré et on a une projection, encore notée
7, de E sur M, définie par w(z.f) = m(z) ou le # du membre de droite se
réfere a la projection dans le fibré principal correspondant. Il est bien clair
que cette définition ne dépend pas du choix du représentant choisi (puisque
les différents z possibles sont tous dans la méme fibre!) On se souvient,
par ailleurs, qu’il est parfaitement légitime et non ambigu de noter le point
x = 7(z) de M sous la forme x = zG puisqu’il existe une correspondance
bi-univoque entre points de M et fibres de P. Par ailleurs, la fibre de la
nouvelle projection 7 (dans E) étant, par construction, homéomorphe a F
on a donc, de fait, “remplacé” G par F', ce qui justifie de représenter cette
construction, associant F a P, par la figure suivante (fig. :

On dit que G est le groupe structural du fibré associé E (attention, dans
le cas des fibrés associés, le groupe structural G n’a aucune raison d’étre
difffomorphe a la fibre type F'). Notons enfin que dim E = dim M + dim F.

Avant de donner quelques exemples de tels espaces, il importe de noter
que, sauf exceptions, le groupe structural G' n’agit pas sur le fibré associé F
puisque E est précisément obtenu via un quotient de ’action simultanée de G
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FIGURE 3.13 — Passage d’un fibré principal a un fibré associé

sur P (c’est a dire sur les “reperes”) et sur I (c’est a dire les “composantes”).

Une situation familiere, bien connue du lecteur, nous est fournie par
I’exemple des espaces vectoriels :

Soit £ un espace vectoriel de dimension n; les éléments de E sont nos
vecteurs familiers; il faut bien voir que le groupe linéaire GL(n,R), défini
comme groupe de matrices, ne sait pas comment agir sur les vecteurs si
aucune base n’a été choisie. Par contre, il sait agir sur les bases de F (il fait
passer d'une base a l'autre) et, une base étant choisie, il sait également agir
sur les composantes des vecteurs de E. Il existe bien un groupe qui sait agir
sur les vecteurs eux-mémes, c’est le groupe Aut E des automorphismes de F,
mais ce groupe ne peut s’identifier & GL(n, ,9R) que moyennant le choix d’une
base. Un espace vectoriel usuel n’est autre chose quun espace fibré sur un
point (la base est un point et la fibre s’identifie a 1’espace vectoriel lui-méme).
Apres quelques moments de réflexion passés a examiner ce cas assez trivial,
mais instructif, le lecteur pourra sans doute se demander quel est l'objet
généralisant Aut E' lorsqu’on passe de la situation bien connue évoquée ci-
dessus au cas des espaces fibrés plus généraux ou la base est, en général, une
variété. Il se trouve que ce groupe AutFE admet une généralisation, c’est a
dire qu’il existe bien un groupe qui agit sur E : c¢’est un objet désigné sous
le nom de groupe de jauge et son étude fera I'objet de la section Nous
verrons qu’il est, en général, de dimension infinie.

Une des conclusions que nous voulons tirer de la présente discussion est
la suivante : le groupe structural G d’un fibré associé n’agit pas sur l’espace
fibré associé en question; il y a bien un groupe Aut E qui agit sur F, mais
ce groupe ne coincide pas avec G.
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3.3.3 Espaces fibrés en espaces homogenes, associés a
un fibré principal de groupe structural GG

Soit P = P(M,G) un fibré principal et H un sous groupe de Lie du groupe
structural G. On considere l'action a gauche de GG sur ’espace homogene
F = G/H et on construit, en suivant la méthode de construction générale des
fibrés associés, ’ensemble E' = P x G/ H. Les fibres de E sont difféomorphes
a 'espace homogenes G/ H et la base est toujours M. La dimension de E est
donc égale a dim M + dimG/H = dim M + dim G — dim H et on peut
représenter E a 'aide de la figure suivante (fig. :

G/H B

M

FI1GURE 3.14 — Fibré associé en espaces homogenes

On peut noter £ = Pmod H ou simplement £ = P/H.

A Taide de cette méthode générale et des exemples de fibrés principaux
donnés précédemment, on peut ainsi fabriquer une foule de nouveaux espaces.
En voici quelques exemples :

3.3.4 Fibration principale relative a un fibré quotient

La figure ci-dessous , le fait que dimP = dimE + dimH et le fait
que G soit lui-méme un H-fibré principal au dessus de G/H, suggerent que
I'espace total P du fibré principal P(M,G) dont on est parti peut également
étre considéré comme fibré principal P(E, H) de fibre H au-dessus du fibré
associé E = P x¢ G/H. 1l en est effectivement ainsi.

Soit z € P(M, @), on considere I'application p: P +— F = P xq G/H =
P mod H définie par p(z) = (z,eH), ou e désigne '’élément neutre du groupe
G. La fibre passant par z de cette application est simplement zH puisque

Vh € H, p(zh) = (zh,eH) = (z,heH) = (z,eH) = p(2)

On obtient donc ainsi un nouveau fibré principal Q(F, H) possédant le méme
espace total que P(M,G) mais cette fois-ci avec une base £ = Pmod H et
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sLsu) p=s' S=su@um E=Sxs
SU2)
s =yp! s
SUB) P=SU@)  S=SUBYSUQ) 5
E=SU@)xS
SU@3)
7
s L SU@ySU3) 5

FIGURE 3.15 — Exemples de fibrés associés en espaces homogenes

un groupe structural H. Pour tout choix d’un sous groupe H de GG, on obtient
ainsi une deuxieme fibration principale de ’espace P représentée par la figure

(3-16).

3.3.5 Espaces fibrés en ... espaces fibrés

Voici une famille d’exemples assez surprenante : on se donne P, = P (M7, G)
et Py(My, G), deux espaces fibrés principaux possédant le méme groupe struc-
tural. On supposera, de plus, que P; est un espace fibré a droite —comme
d’habitude— mais que P; est un espace fibré a gauche, ce qui n’est pas vrai-
ment une restriction puisqu’on peut toujours passer d’une action a droite
a une action a gauche (voir le chapitre sur les actions de groupes). On va
alors fabriquer un fibré associé en choisissant P = P;, F' = P, et en suivant
la méthode générale de construction des fibrés associés. On obtient ainsi un
espace K = P, X P, dont la base est M; et dont la fibre type est Ps.

Voici un exemple de cette construction. Soit P, = G = P,(G/H, H),
un groupe de Lie fibré en sous groupes de type H au dessus de G/H et
Py, = K = Py(H\K, H), un autre groupe de Lie fibré en sous groupe de type
H au dessus de H\ K ; on fabrique alors F = G xy K qui a pour base G/H
et pour fibre type K. Une situation encore plus particuliere correspond au
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G H H

G/H ///E/ ’ -

FIGURE 3.16 — Deuxiéme fibration principale de P : les espaces P(M,G) et
P(E,H)

choix G = K.

3.3.6 Le fibré adjoint £ = Ad P

Soit P = P(M,G) un fibré principal. On peut faire agir G' sur lui-méme
via I’action adjointe g € G, Ad(g)k = gkg~!. On choisit alors F' = G, p = Ad,
et on construit £ = P X 44 G, fibré noté habituellement Ad P. Cet espace
fibré associé a ceci de particulier que sa fibre type est un groupe de Lie —c’est
le groupe structural lui-méme— et donc, au niveau du “dessin”, rien ne le
distingue de P, puisqu’ils ont tous deux méme base M et méme fibre type G.
En revanche, GG opére, comme il se doit, sur le fibré principal P, alors qu’il
ne sait pas agir sur Ad P. Cet exemple illustre bien la nécessité d’imposer
la condition 2 dans la définition des fibrés principaux (voir section . A
tout fibré principal P, on peut donc associer un fibré en groupes Ad P, dont
I'importance s’avérera essentielle (nous verrons plus tard que les sections de
Ad P sont les transformations de jauge) . Notons pour terminer que G agit
non seulement sur lui-méme par 'action adjointe Ad mais aussi sur Lie(G)
par P'action adjointe ad définie par ad(g)X = gXg~', on X appartient a
I’algebre de Lie de GG. La construction générale peut encore étre effectuée
dans ce cas, et on fabrique ainsi le fibré associé ad P = P x¢ Lie(G) qui est
un fibré en algebres de Lie, de base M.

3.3.7 Le role du normalisateur

— On vien nstruire un nouv ré en faisan ir ur
O ent de const e ouvel espace fibré en faisant agir G s
ui-méme par 'action adjointe. On pourrait se demander pourquoi ne
| lact djointe. O tsed d
pas faire tout simplement agir G sur lui-méme par multiplications a
gauche, et fabriquer le fibré associé correspondant. Bien sur, on le
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peut, mais alors, on n’obtient ainsi rien de neuf! En effet, partons
de P = P(M,G), fibré principal ( a droite) et construisons E =
P X G via l'action (multiplication) a gauche de G sur G. La prise
du quotient identifie ces deux actions —a droite de P et a gauche
de G— et ces deux actions s’annihilent donc mutuellement (voir la
remarque en fin de section [3.3.2). Par contre, il existe encore une
action de G a droite de la fibre F' = (G, de sorte que I'espace obtenu F
s’identifie canoniquement a P lui-méme. La construction n’offre donc
aucun intéret.

— Dans le cas de fibrations en espaces homogenes du type F = P Xg
G/H, nous avons vu que I'action de G disparaissait, en général, au ni-
veau de E. L’exemple qui précede (ot H se déduit a 'identité) offre un
bon contre-exemple, mais il s’agit la d’une situation un peu extréme. . .
On pourrait se demander s’il existe des situations intermédiaires, c¢’est
a dire des situations ou il existe encore une certaine action a droite
au niveau du fibré associé E. La réponse est simple et a déja été
trouvée dans notre étude succincte des espaces homogenes des groupes
de Lie : 'espace G/H est toujours muni d'une action de G évidente,
du coté gauche, mais également d’une action a droite du groupe N|H
ou N désigne le normalisateur de H dans G'; en effet, on peut écrire
(9H)n = (gn)H si n est un élément de N. Schématiquement, on a

G — G/H + N|H

Le groupe N|H agit donc toujours, a droite, sur l'espace fibré E =
P xg G/H. Bien souvent, ce groupe N|H est discret, mais il peut
ne pas 'étre. On a également le cas extréeme ou N et GG coincident ;
dans un tel cas, H est sous groupe distingué de GG, ’espace homogene
G/H est un groupe, et E, muni de cette action a droite, devient un
fibré principal. Dans le cas général ou N et G sont distincts, et ou
H n’est pas trivial, il faut se rappeler (voir section que G/H
est lui méme un N|H fibré principal au dessus de G/N ; on fabrique
ainsi une projection de E sur M x G/N et E peut alors étre considéré
comme N|H fibré principal au dessus de M x G/N.

3.3.8 Les espaces fibrés vectoriels

“A tout seigneur, tout honneur”, voici les espaces fibrés vectoriels, espaces
qui tiennent une place de choix dans la théorie des espaces fibrés, et dont
I’étude peut se faire (et se fait souvent) de fagon indépendante de la notion
de fibré principal. Dans notre approche, cependant, les fibrés vectoriels sont
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des espaces fibrés associés comme les autres, a cette différence pres que la
fibre F' choisie est un espace vectoriel (" ou €") et que 'action p de G sur
F' est une représentation de G sur cet espace vectoriel. Nous devons donc
nous répéter : soit P = P(M, G) un fibré vectoriel et p une représentation de
G sur l'espace vectoriel F'; on construit le fibré vectoriel E = P xq F'. Les
éléments ¥ de E sont vraiment ici des “vecteurs” (gardons la fleche pour le
moment) et on pourra sans danger —et avec profit— utiliser une notation
“avec des indices”. Comme on ’a vu en section , Pélément ¢ de E peut
sécrire U = (€).(v) = (eg).(p(g7v)), avec € € P et v € F, ce qui se lit “7
possede les composantes (v) dans le repere (¢) et les composantes (p(g~1v))
dans le repere (eg)”. Si on introduit des indices, on écrira v = €;v" ou les v
sont des nombres réels ou complexes et ou {¢;} désigne un élément de P, c¢’est
a dire un repere généralisé au point x, repere qui peut, dans les cas simples
(cas ou p désigne une représentation fondamentale de G, par exemple) étre
considéré comme base de la fibre au point z. Schématiquement, on a la figure

B3.17

11

F=R E

ou C 9V= &'iVl

<

FI1GURE 3.17 — Espace fibré vectoriel

Le fibré vectoriel est dit réel ou complexe suivant que F = R"™ ou €" et on
pourra écrire E = E(M, F'). Le lecteur aura deviné que la notation utilisée
ici permet de nommer la base, la fibre et ’espace total correspondant.

L’exemple fondamental est celui fourni par le fibré tangent a une variété
M. Nous avons déja défini cet espace de fagon élémentaire au premier cha-
pitre. Il s’introduit ici de fagon parfaitement naturelle : Soit P = F'M le fibré
principal des reperes linéaires sur M ; le groupe structural est G = GL(m, fR)
avec m = dim M. On considere la représentation fondamentale de GG sur R™
et on construit le fibré tangent T'M = FM X gr(mm R™ comme fibré associé
a F'M. Les éléments de T'M sont, par définition, des vecteurs tangents qu’on
note v = ¢€,.0*, ou ¢, désigne un élément de F'M, c’est a dire aussi une base
de T'(M, x), 'espace tangent en z, c’est a dire la fibre de T'M au dessus de
x € M. On décide également de ne plus mettre de fleche sur les vecteurs.
Noter que nous écrivons les composantes v* de v a droite de la base ¢, de



3.3. FIBRES ASSOCIES 123

facon a rester compatible avec la notation générale que nous avons introduite
précédemment pour les espaces fibrés associés. Soit A = (AZ) une matrice de
GL(m,R), on retrouve alors la propriété bien connue

v =€,0" = (e,,AZ)(A’If:vp)

Les tenseurs contravariants et covariants de tous ordres, qui ne sont autres
que les éléments de (T'M)®P @ (T*M)®? déja introduits au premier chapitre
s’interpretent ici comme des éléments des espaces fibrés vectoriels F'M X g F
ou F' désigne la puissance tensorielle appropriée de R™ et ou G L(m,R) agit
sur F' par la représentation tensorielle correspondante.

Les exemples qui précedent sont d'une utilisation courante en physique
de l'espace-temps (théorie de la gravitation) mais il faut bien voir qu’il n’y
a pas grande différence conceptuelle entre vecteurs de 'espace temps et ...
quarks! En effet, en théorie des interactions fortes, par exemple, on considere
un fibré principal P de groupe structural SU(3) au dessus de I'espace-temps
M, on choisit alors I'action de SU(3) sur € et on construit le fibré vectoriel
associé P X gy (3) ¢3; un quark au point x est alors décrit par un élément
de ce fibré vectoriel. Nous reviendrons plus loin sur ces exemples utilisés en
physique.

3.3.9 Trivialité des fibrés vectoriels, variétés parallélisables

Revenons un peu sur la notion de trivialité déja étudiée, dans le cas des
fibrés principaux, en section [3.2.5] On se souvient quune condition nécessaire
et suffisante, pour assurer la trivialité d’un fibré principal P, est I'existence
d’une section globale. Contrairement au cas des fibrés principaux, I’existence,
pour un fibré vectoriel, de sections globales, est une propriété évidente : tout
fibré vectoriel, trivial ou non, possede des sections globales, par exemple la
section nulle. Ce n’est donc pas ainsi qu’on détecte la trivialité. Par contre,
nous avons vu que, d’une certaine facon, on pouvait considérer un élément
du fibré principal P comme une base dans une certaine fibre du fibré as-
socié F. L’existence pour P d’une section globale équivaut donc, pour FE,
a l'existence de n sections indépendantes en tout point de M (n désignant
ici la dimension de la fibre type). On dit qu'une variété est parallélisable si
son fibré tangent est trivial. De facon générale, les groupes de Lie sont des
variétés parallélisables. En effet la donnée d'une base dans ’algebre de Lie
g du groupe G détermine n = dim(G) champs de vecteurs indépendants en
tous points de G (les champs invariants a gauche associés). On voit ainsi
que le fibré tangent T'G possede n sections indépendantes (il est donc tri-
vial), et que, ce qui revient au méme, le fibré principal F'G (le fibré princi-
pal des reperes sur la variété G, fibré dont le groupe structural est GL(n))
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possede une section globale. Les groupes ne sont pas les seules variétés pa-
rallélisables ; ’exemple le plus célebre de variété ne possédant pas de struc-
ture de groupe mais étant néanmoins parallélisable est sans doute celui de
la sphere ST (seules les spheres S°, S et S® possédent une structure de
groupe). La démonstration de cette propriété repose sur I'utilisation du pro-
duit de Cayley dans R® (I’“algebre” des octonions). Les spheres S™ de di-
mension n = 0,1, 3,7 sont les seules spheres a étre parallélisables. Signalons
sans démonstration quelques autres exemples de variétés parallélisables : les
variétés de Stiefel complexes SU(n)/SU(k) (en excluant les spheres, c’est a
dire en supposant k # n — 1), les espaces homogenes qui sont des quotients
de SU(n) par des sous-groupes du type SU(2) x ... x SU(2) (a condition
d’exclure une seule exception, la sphere S° = SU(3)/SU(2)), les quotients
du type Sp(n)/SU(2), 'espace homogene SU(4)/H ou H est le sous-groupe

de SU(4) isomorphe a SU(2) constitué des matrices du type (61 1(4)1)’ avec
A e SU(2).

3.3.10 Sections de fibrés associés et champs

— Soit P = P(M, G) un fibré principal et £ = E(M, F) un fibré associé .
Nous savons ce qu’est une section ¢ d’un espace fibré, a savoir une
application différentiable de M dans P, ou dans E, telle que moo
soit I'identité de M, m désignant la projection du fibré correspondant.
L’ensemble des sections globales est quelquefois vide (cas des fibrés
principaux non triviaux) mais on sait qu'un fibré vectoriel admet de
nombreuses sections globales. Soit I'E I’ensemble de ces sections. Dans
le cas ou E est le fibré tangent T'M d’une variété, il est évident qu’'une
section n’est autre qu'un champ de vecteurs; de la méme facon, les
champs de tenseurs d’ordre supérieur sont également des sections de
fibrés vectoriels appropriés.

— En physique, les champs de matiere classiques sont toujours décrits par
des sections de fibrés associés (le mot “classique” signifiant ici qu’on
fait allusion aux théories de champs classiques et non aux théories de
champs quantiques). C’est ainsi qu’un champ de quarks, par exemple,
est une section d'un fibré a fibres €2, mentionné au paragraphe précédent,
et que les champs de matiere des “modeles o non linéaires” sont des
sections de fibrés en espaces homogenes. Pour cette raison, on dira
quelquefois champ de matiére au lieu de “section de fibré associé”.
L’ensemble I'E' est donc l'espace des champs de matiere caractérisé
par le fibré E' = E(M, F).

— 1l existe au moins quatre descriptions possibles d’un tel champ de
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matiere ; illustrons ces quatre descriptions dans le cas des champs de
vecteurs.

1. On peut considérer z € M — v(x) € E comme une section de E
(cf. supra) et on écrit 7(35) = e,(x).v"(x).

2. On peut considérer v (laissons tomber les fleches!) comme une ap-
plication de P dans F' (et non plus de M dans E) qui, au repere
€ = (€,), un élément de P, associe le n-uplet de composantes v (un
élément de F'). Ce point de vue redonne (au deuxieme degré!) un
sens intrinseque a la notation “avec des indices”. Cette application
de P dans F n’est pas quelconque, elle est équivariante. En effet, si
le repere (€,) a pour image v*, il faut que le repere (e,)g ait pour
image p(g~')v¥. Ici g et p désignent respectivement un élément
du groupe structural et la représentation définissant le fibré as-
socié. Il existe une correspondance bijective entre ’ensemble des
sections d’un fibré associé E = E(M, F') et l’ensemble des applica-
tions équivariantes du fibré principal correspondant P dans la fibre
type F. On peut donc identifier TE = Q°(M, E) avec I'ensemble
des applications de P dans F' qui sont équivariantes, c¢’est a dire
QS(P, F). Cette identification se généralise au cas des p-formes sur
M & valeurs dans les sections de E : QP (M, E) ~ Qb(P, F).

3. On peut évidemment fixer —tout au moins localement— une sec-
tion de P, c’est a dire choisir un “repere mobile” et caractériser
v(z) par ses composantes dans le repere choisi. C’est cette méthode
qui est la plus utilisée dans les calculs pratiques (on ne regarde que
v#(x)) mais il faut alors se rappeler qu’on a effectué un choix et
que ce choix est d’ordinaire local.

4. Les trois descriptions ci-dessus suffisent généralement a discuter
le cas de la “géométrie commutative” (la géométrie tout court ?)
ou de son pendant physique, la théorie classique des champs. Cela
dit, dans le cas des espaces fibrés vectoriels, il existe une quatrieme
description que nous n’aurons pas le loisir de discuter plus avant
mais qui se généralise parfaitement au cas de le géométrie non
commutative. La voici. On sait que l’ensemble des fonctions sur
M constitue une algebre (commutative) ; soit v un élément de I'E
(un champ de matiére) et soit f une fonction sur la base, alors, il
est bien évident que fv est encore un élément de I'E. En d’autres
termes, les champs de matiere —les sections de E— constituent
un module sur l'algebre des fonctions sur M (il s’agit méme d'un
bimodule puisque l'algebre des fonctions sur M est commutative
et d’'un bimodule particulier puisque les deux actions a droite et a
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gauche coincident).

3.4 Changement de groupe structural dans
les fibrés principaux : élargissement et
réduction

3.4.1 Définitions

On considere la situation ot nous avons deux fibrés principaux Q(M, H)
et P(M,G) avec H C G et f, un difféomorphisme de @ sur f(Q) C P tel que
Vz € Q,Vs € H, f(zs) = f(2)s. En pratique il s’agira souvent d’une inclusion
@ C P, f n’étant autre que l'identité.

Dans une telle situation, on dit que P est un élargissement (ou un pro-
longement) de @ et que @ est une réduction de P.

Comme nous allons le voir, il est toujours possible d’élargir mais il n’est
pas nécessairement possible de réduire.

3.4.2 Elargissement (passage de H a GG avec H C ()

Soit @ = Q(M, H) un fibré principal. On veut “agrandir” le fibré @) sans
modifier la base M mais en agrandissant la fibre, c’est a dire en remplacant
le groupe de Lie H par un groupe G “plus grand”. La construction est la
suivante : on se choisit un groupe de Lie G tel que H C G et on construit le
fibré P associé a ) défini par P = Q) Xy G ou H agit sur GG par multiplication
a gauche. Les actions de H a droite de @) et a gauche de G s’annihilent, mais
il est évident que l'espace P = P(M,G) est un G-fibré principal puisque
G agit a droite de P via (z.k)k' = z.kk', avec z € Q et k, k' € G. Par
ailleurs, le difféomorphisme de @ sur f(Q) recherché est défini, pour z € @,
par f(z) = z.e (e désignant I’élément neutre de GG) et on notera simplement
f(z) ==

En conclusion, le passage de Q(M, H) a P(M,G) avec H C G est tou-
jours possible. On dit que P est obtenu a partir de () par élargissement du
groupe structural et que () lui-méme est une réduction de P. Notons que
les représentations de GG sont toujours des représentations de H, mais que le
contraire n’est pas nécessairement vrai (ainsi, il faut, en général, prendre
la somme directe de plusieurs représentations de H pour construire une
représentation de G); les fibrés associés a () ne sont donc pas forcément
toujours des fibrés associés a un élargissement P.
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3.4.3 Réduction (passage de G a H avec H C ()

Méthode Soit P = P(M,G) un fibré principal. On veut diminuer la
taille de P sans modifier la base M mais en “raccourcissant” la fibre,
c’est a dire en remplacant G' par un groupe “plus petit”. En d’autres
termes, si on considere les éléments de P comme des reperes généralisés,
on veut s’intéresser uniquement a une sous-classe particuliere de reperes,
sous-classe qui soit stable sous I'action d’un sous-groupe H de G. La
méthode du paragraphe précédent ne s’applique pas car le groupe
H(C G) n’est pas stable lorsqu’on le multiplie a gauche par des
éléments de G.

Enongons (et retenons) le résultat suivant que nous démontrerons un
peu plus bas :

Le choiz d’une réduction du fibré principal P = P(M,G) a un sous-
fibré Q = Q(M, H) de groupe structural H, lorsqu’il existe, n’est pas
en général unique, et est caractérisé par le choix d’une section globale
dans un fibré en espaces homogénes associé a P, en ['occurrence le
fibré associé P xqg G/H.

Ce théoreme est d'une importance fondamentale car il permet, comme
nous allons le voir, de donner un sens précis a I'idée intuitive de “choix
d’'une géométrie” pour la variété différentiable M.

Preuve. Soit o une section globale de £ = P mod H. Un théoreme
précédemment discuté (voir les diverses manieres de considérer les
sections de fibré associé) nous dit qu’on peut associer a o une ap-
plication 7 du fibré principal P dans la fibre type G/H, qui soit
équivariante (9 (ys) = s~1 7 (y)). Définissons Q = @ L(eH) C P. La
projection w : Q — M n’est autre, par définition, que la restriction
a () de la projection m de P. Considérons deux points y; et y, de la
méme fibre de @, c’est a dire 7w(y;) = 7(y2) ; nous savons qu’il existe
s € G tel que y2 = y15. Nous allons montrer qu’en fait, cet élément s
appartient au sous-groupe H. En effet,

Y1, Y2 € Q = 7(y1) =eHet 7(y2) —eH

mais o (o) = o (y18) = s (y1) et done, eH = s~'(eH), ce qui
montre que s € H. Ainsi () C P est un fibré principal de groupe
structural H.

Réciproquement, donnons nous H C G et une réduction Q = Q(M, H) C
P = P(M,G). Définissons o : P — G/H par Yy € Q C P, 0 (y) =
eH € G/H. La fonction @ est ainsi constante sur les fibres de Q.
Soient maintenant deux points yg € @) et y € P que nous prenons
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dans la méme fibre de P mais nous supposons que y n’appartient pas
nécessairement a (). Il existe donc un élément g de G tel que y = yog,
alors o (y) = 0 (yog) = g7 0 (o) = g 'eH = go'H € G/H. On
a ainsi construit une application 7P~ G /H équivariante sous
I’action de GG. Cela détermine, en vertu du théoreme énoncé au 2 du
une section globale de E(M,G/H) = Pmod H.

Réduction de GL(n,R) a SO(n) : structures riemanniennes

On peut rattacher canoniquement a une variété différentiable M son
fibré F'M des reperes linéaires. C’est un fibré principal de groupe struc-
tural GL(n,R). Choisissons maintenant une réduction a un sous-fibré
de groupe structural SO(n). Choisir une telle réduction consiste a
sélectionner une certaine classe de repéeres, que nous appellerons ortho-
normés, telle que I'un quelconque d’entre eux puisse s’obtenir a partir
de n’importe quel autre a I'aide d’'une matrice du groupe orthogonal
SO(n). Par définition, une variété riemannienne (M en 'occurrence)
est une variété différentiable de dimension n pour laquelle on a choisi
une réduction du fibré FM des reperes linéaires a un sous-fibré de
groupe structural SO(n). Le sous-fibré en question se note alors O F M
(“Orthogonal Frame Bundle”) et prend le nom de fibré des reperes or-
thonormés. Le lecteur peut se demander ou est la métrique dans cette
approche. .. La réponse est la suivante : le tenseur métrique s’identi-
fie précisément avec la section globale du fibré en espaces homogenes
GL(n)/SO(n) qui définit la réduction (nous oublions momentanément
les problemes liés a des exigences de non dégénérescence, de positivité
etc ). Noter que la dimension de cet espace homogene est égale a
dim(GL(n)) — dim(SO(n)) = n* —n(n —1)/2 = n(n + 1)/2, et ses
éléments peuvent donc s’identifier, comme il se doit, a des tenseurs
de rang deux completement symétriques. Intuitivement, choisir une
structure riemannienne revient a conférer une “forme géométrique” a
une variété différentiable; c¢’est ainsi que c’est le choix de la métrique
qui fait la différence entre un ballon de foot, un ballon de rugby et. ..
une bouteille de vin (bouchée!) et la multiplicité des réductions pos-
sibles coincide avec la multiplicité des métriques riemanniennes qu’on
peut choisir, pour une variété différentiable donnée. Vu I'importance
de cette notion, nous y reviendrons abondamment dans le chapitre
suivant.

Réduction de GL(2n,R) a GL(n,¢) : structures presque-complexes
L’idée est essentiellement la méme que dans 'exemple précédent, a
ceci pres que M est supposé étre de dimension paire et qu’on choisit
maintenant une réduction du fibré des reperes linéaires a un sous-
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fibré dont le groupe orthogonal doit étre SU(n). Les variétés pour
lesquelles on a effectué un tel choix se nomment variétés presque-
complexes et 'analogue de la métrique est ici la donnée, en chaque
espace tangent T'(M, z) d’un endomorphisme j de carré égal a —1. Cet
opérateur peut encore s’identifier a une section globale d’un fibré en
espaces homogenes GL(2n,R)/GL(n, ). Le lecteur peut sans doute
se demander pourquoi on parle ici de variétés presque-complexes et
non, tout simplement, de variétés complexes. Il se trouve que ces
deux notions sont de nature assez différentes (et la terminologie est
désormais consacrée) : la notion de structure presque-complexe est,
comme on vient de le voir, analogue a la notion de structure rieman-
nienne et est associée au choix d’une réduction du fibré des reperes
pour une variété différentiable; la notion de structure complexe est,
quant a elle, analogue a la notion de structure de variété topologique,
de variété linéaire par morceaux ou analogue a la notion de structure
différentiable elle-méme (on choisit des cartes a valeur dans €" et non
plus dans R" et on impose aux fonctions de transitions d’étre holo-
morphes). Nous n’aurons pas le loisir, dans cet ouvrage, d’étudier la
géométrie des variétés complexes ; notons simplement que la termino-
logie vient du fait qu’une variété complexe donnée fournit une variété
différentiable qui se trouve automatiquement munie d’une structure
presque-complexe (I’endomorphisme j de carré égal & —1 provenant
tout simplement de la multiplication par le nombre complexe 7). Le
passage inverse, celui d’une structure presque-complexe a une struc-
ture complexe, n’est pas automatique car il nécessite la vérification
d’une certaine condition d’intégrabilité.

On peut aussi parler de variétés presque-hermitiennes lorsque la réduction
du groupe structural va de GL(2n,R) a U(n) = O(2n) N GL(n, ).
Dans ce cas, il existe une métrique h compatible avec la structure
presque-complexe, en ce sens que h(vy, v2) = h(jvy, jus). On peut alors
construire une forme hermitienne H (v, v2) = 3(h(vy, v2) —ih(jvy, v2))

et une forme presque-Kéahlerienne w(vy, ve) = h(juy, va).

Réduction de GL(4,n) a Sp(n) : structures presque-quaternioniques
L’histoire est la méme que dans le cas précédent et les commentaires
sont analogues. La section globale du fibré en espaces homogenes
GL(4n,R)/Sp(n) caractérisant la réduction peut s’identifier a la donnée,
en chaque espace tangent T'(M,x) de trois opérateurs ji, ja, js, tous
trois de carré égal a moins I'identité, et satisfaisant aux relations 717, =
—JoJ1 = J3, J2J3 = —Jaje = J1 €t jaj1 = —Jjij3 = je. Laraison du “pres-
que” dans le presque-quaternionique est analogue celle donnée dans
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le paragraphe précédent a condition toutefois de remplacer nombres
complexes par quaternions. Ici Sp(n) désigne le groupe compact des
unitaires quaternioniques, quelquefois désigné par U(n, £)). Nous n’au-
rons pas le loisir de revenir sur ce sujet dans le cadre de cet ouvrage.

Remarques Avant de quitter cette partie consacrée aux réductions de
fibrés principaux, notons que les représentations d'un groupe G sont
aussi des représentations de tout sous-groupe H de G. Ainsi donc, les
fibrés associés a P(M, G) sont aussi associés a tout sous-fibré Q(M, H)
avec H C G. 1l est rassurant de savoir que le fibré tangent T'M défini
a partir du fibré des reperes linéaires F'M coincide avec celui qu’on
peut définir a partir du fibré OF M des repéres orthonormés!

3.5 Changement de groupe structural dans
les fibrés principaux : extension et quo-
tient

Les deux sous-sections précédentes étaient, en quelque sorte, complémentaires,
les deux qui suivent le seront aussi.

3.5.1 Extension (passage de G 4 G avec G ~ G|H)

Méthode générale Le probleme est le suivant : on part d’un espace
fibré P = P(M () et on veut remplacer le groupe structural G par
un groupe G tel que_ G soit isomorphe a G /H ou H est un sous-
groupe distingué de G. Le cas le plus fréquent est celui ou G est un
groupe qui n’est pas simplement connexe et ou on veut le remplacer
par son groupe de recouvrement universel G. H est alors un sous-
groupe discret du centre de GG et s’identifie au groupe d’homotopie
m(G) (voir le chapitre sur les groupes). Pour illustrer cette situa-
tion, voici un exemple dont l'importance physique est importante.
La variété différentiable M est un modele pour 'espace-temps et
P désigne le fibré des reperes orthonormés correspondant au choix
d’une certaine métrique sur M. Certains champs de matiere vont étre
représentés par des sections de fibrés associés a P. Ces fibrés seront
construits a partir de représentations du groupe SO(n) (en physique
quadri-dimensionelle, généralement SO(3,1) ou SO(4)). Dans bien
des cas, cependant, les champs de matiere qui nous intéressent ne cor-
respondent pas vraiment a des représentations de SO(n) mais a des
représentations de son groupe de recouvrement universel Spin(n) c’est
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a dire Spin(3,1) = SL(2,€) si G = SO(3,1) et Spin(4) = SU(2) x
SU(2) si G = SO(4). On se souvient en effet que les représentations
de G peuvent également étre considérées comme des représentations
de G mais que certaines représentations de GG ne correspondent a au-
cune représentation de G (ainsi, les spins demi-entiers correspondent
a des représentations de SU(2) mais pas a des représentations de
SO(3)). Lorsque la topologie de M et triviale, le fait de “considérer
des spineurs” n’offre aucune difficulté; les choses changent lorsque
M cesse d’etre trivial : en d’autre termes, il existe des espaces qui
n’admettent pas de spineurs! A I'opposé, il existe des espaces qui ad-
mettent plusieurs types de spineurs. Nous discuterons de nouveau de
ces problemes un peu plus loin.

Revenons a un cadre plus général. On se donne G = G /H. On a donc

un homomorphisme (surjectif) de groupe GG de noyau H = Ker\.
On appellera “extension de fibré principal P = P(M,G) a un fibré
de groupe structural G” 1a donnée dun fibré principal P= ﬁ(]\/[ , @)
et d’'un homomorphisme de fibré P\ : PP qui soit compatible
avec les actions respectives de G et G et avec 'homomorphisme de
groupe A; en d’autres termes, A doit préserver les fibres (c’est un
homomorphisme de fibré) et étre tel que

NGk)=zk on € Pke G,z = A(z) et k= (k)

L’existence d'une ou de plusieurs extensions correspondant a une si-
tuation donnée (c’est a dire le fibré P, le groupe G, etc ) dépend bien
entendu de la situation considérée . ..

Le probleme de 'extension d’un fibré principal (passage de G a G avec
G =03 /H) peut étre décrit de fagon imagée par la figure suivante
(13.18]).

On voit que P est aussi un H-fibré principal au dessus de P (voir
également la discussion menée en section et que P ~ P /H.

Structures spinorielles Dans le cas particulier o P = OF M désigne
le fibré des reperes orthonormés d’une variété riemannienne M, le
groupe structural est G = SO(n) et G = Spin(n). On dit que la
variété M est une variété spinorielle s’il existe une extension P =
P(M, Spin(n)). Choisir une structure spinorielle pour une variété rie-
mannienne donnée M consiste a choisir une extension P (s’il en existe
une). Le fibré ]3, s’il existe, est alors désigné sous le nom de fibré des
repéres spinoriels ou, tout simplement fibré de spin et dénoté OFM.
Dans les bons cas (“bon” signifiant qu’on peut ne pas se soucier du
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G=G/H
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= - P
FIGURE 3.18 — Extension d’'un fibré principal

probléme!), OFM existe et est unique, a isomorphisme pres. Notons
encore que le choix d'une structure spinorielle est tributaire du choix
d’une structure riemannienne (on choisit d’abord P = P(M, SO(n)),
puis P = P (M, Spin(n)), mais on doit se souvenir que deux métriques
distinctes définissent des fibrés P(M, SO(n)) différents. On sait que
la représentation fondamentale de SO(n) agissant sur 8" permet de
fabriquer le fibré tangent T'M = P X go(,) R" comme fibré associé a
P et de définir I’ensemble des champs de vecteurs I'T'M comme en-
semble des sections de T'M. De la méme fagon, la représentation fon-
damentale de Spin(n) agissant sur €° avec s = 2["/2 [n/2] désignant
la partie entiere de n/2, permet de fabriquer le fibré des spineurs
SM = P x Spin(n) € comme fibré associé a P et de définir I'ensemble
des champs de spineurs I'SM comme ensemble des sections de SM.
Pour ce qui est des rappels concernant la représentation fondamen-
tale de Spin(n), les algebres de Clifford, etc , voir la fin du chapitre
précédent.

On montre que 'existence d’une structure spinorielle, pour une variété
donnée, est liée a 'annulation d’une certaine classe caractéristique (la
deuxieme classe de Stiefel-Whitney). Mis a part une courte remarque
du méme type a la fin de cette section, ce phénomene ne sera pas
discuté dans le cadre de notre ouvrage.

Bosons et fermions En physique théorique, on montre que, dans le

cadre de la théorie quantique des champs, et en dimension égale a 4,
les particules obéissant a une statistique de Fermi-Dirac (les fermions)
sont des particules de spin demi-entier, alors que celles obéissant a
une statistique de Bose-Einstein (les bosons) sont des particules de
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spin entier. Nous n’expliquerons pas ici la signification de ce résultat
célebre (le théoreme spin-statistique) puisque nous n’aborderons pas
la théorie quantique des champs dans le cadre de cet ouvrage. Ce-
pendant, le résultat en question (qui n’est vraiment bien compris et
démontré qu’en dimension 4) nous permet d’introduire la terminologie
suivante en dimension quelconque : nous dirons qu’'un champ est un
champ bosonique s’il s’agit d'une section d’un fibré vectoriel associable
au fibré des reperes orthonormés d’une variété riemannienne M ; nous
dirons que c’est un champ fermionique s’il s’agit d’une section d’un
fibré vectoriel associable au fibré des repéres spinoriels d’une variété
riemannienne M, qui soit telle que la représentation correspondante
(celle qui définit le fibré associé) soit une représentation de Spin(n)
qui ne puisse pas étre considérée comme une représentation du groupe
SO(n) mais seulement comme une représentation de Spin(n).

Notons que, bien que moins proche de notre intuition, les champs spi-
noriels (sections de SM) sont plus “fondamentaux” que les champs
vectoriels (sections de TM). Ceci est déja évident au niveau de la
théorie des représentations de SU(2) : on peut construire n’importe
quelle représentation de ce groupe a partir de la fondamentale (qui est
spinorielle ). Cette derniere est de dimension 2 et correspond physi-
quement a ce qu’on appelle un champ de spin 1/2. Par ailleurs, il est
facile de voir qu’on peut construire un champ de vecteurs a partir de
(deux) champs de spineurs, mais pas le contraire. ..

Structure quarkique Nous venons de discuter le cas particulier de G =
SO(n) = Spin(n)/32 mais nous aurions pu également considérer le
cas de fibrés avec groupe structural G = SU(3)/33 : le fait qu’il
soit, ou non, possible, de définir des “champs de quarks” (associés
a la représentation fondamentale de SU(3), ou plus généralement des
champs associés a des représentations dont la trialité est différente
de zéro) pour une variété M considérée comme base d'un fibré prin-
cipal P(M,SU(3)/33) n’est pas quelque chose d’automatique. ... On
pourrait alors parler de “structure quarkique” !

Structure encordée Il ne faudrait pas croire que le groupe H, tel que
G = G/H dont il a été question dans ce chapitre consacré aux ex-
tensions d’espaces fibrés soit nécessairement discret. C’est ainsi qu’en
théorie des cordes, la variété M est remplacée par LM (le “loopspa-
ce” de M), c’est & dire ’ensemble des applications de S' dans M, G
est, de la méme facon remplacé par LG et P par LP. L’ensemble LG
est naturellement un groupe (de dimension infinie) et LP est fibré en
LG au dessus de LM. Dans ce cas, toutefois, ce ne sont pas tant les
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représentations de LG qui nous intéressent, mais celles d’une exten-
sion centrale LG de LG (on a Lie(LG) = Lie(LG) @ R). Dans ce cas,
H = U(1) et la question se pose de savoir si LP peut étre étendu a
un fibré LP de groupe structural LG. La encore, I'existence n’est pas
assurée, et, en cas d’existence, I'unicité non plus. Lorsque LP existe,
on dit que le fibré en boucles LP possede une structure encordée (“a
string structure for a loop bundle” .. .).

Interprétation cohomologique L’existence et I'unicité (ou non) des
extensions de fibrés peuvent se décrire de fagon cohomologique. Cette
interprétation dépasse le cadre que nous nous sommes fixés. Men-
tionnons seulement que l'existence de P peut étre lié a ’annulation
d’une certaine classe de cohomologie appartenant a H?(M, H). Dans
le cas des structures spinorielles, H = 3, et la classe en question, dont
'annulation fournit une condition nécessaire et suffisante a I'existence
de P, s’appelle deuxieme classe de Stiefel-Whitney . Dans le cas des
structures encordées, il faut considérer H*(LM, U (1)) puisque LM est
la base du fibré considéré, ce groupe de cohomologie (de LM) peut
alors étre relié & H3(M,3) et ... ceci est une autre histoire.

3.5.2 Quotient (passage de G a K avec K ~ G|H, H
sous-groupe distingué de G)

On part de P = P(M, G), on se choisit un sous-groupe distingué H de G
et on veut remplacer P par Q = Q(M, K), avec K = G|H. Cette opération
est, en un sens, inverse de celle précédemment considérée. La méthode est
simple puisqu’il s’agit de “diviser” P par H en considérant ’ensemble quo-
tient Q = P/H ou l'action de H sur P est obtenue par restriction de celle
de G. 1l est évident que ce type de changement de groupe structural n’offre
aucune difficulté, contrairement a la situation inverse décrite au paragraphe
précédent. Il faut évidemment veiller a ce que H soit distingué dans G, de
fagon a ce que le quotient G|H soit bien un groupe. Nous n’en dirons pas
plus sur ce sujet puisque la discussion résulte simplement des analyses déja
effectuées dans les sections précédentes. En particulier, P est un H-fibré prin-
cipal au dessus du fibré quotient @), lequel se trouve étre, également, dans ce
cas particulier, un fibré principal.
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3.6 Groupe des automorphismes. Groupe de
jauge

3.6.1 Remarque terminologique

Nous utiliserons souvent l’expression “repere en x” —sans mettre les
guillemets — pour parler d'un point z de P = P(M,G) se projetant au
point x, méme si le fibré considéré n’est pas un sous-fibré de l'espace des
reperes mais un fibré principal quelconque au dessus de M, avec groupe de
structure G. Le contexte devrait suffire a préciser s’il s’agit d’un repere de
I’“espace interne” —comme disent les physiciens— c’est a dire un élément
d’un fibré principal quelconque non relié au fibré F'M des reperes linéaires,
ou, au contraire, d'un repere de 1’“espace externe”, c’est a dire un élément
de FFM (ou de OF M, ou d’un autre sous-fibré de FM).

3.6.2 Automorphismes verticaux d’un espace fibré prin-
cipal (définition)

— L’action du groupe structural G sur un fibré principal P = P(M,G)
est une notion qui nous est maintenant familiere. Soient z; et 2o deux
éléments de P appartenant a des fibres différentes (en d’autres termes,
on considére un repere z; en z; et un repere zo en Tp) et soit g un
élément de G. L’action de G —d’ordinaire un groupe de Lie de di-
mension finie— étant globalement définie, nous savons ce que sont les
points 2] = 219 et zb = 25¢, mais il faut bien voir que “c’est le méme
g” qui agit en z; et en z,. Ce que nous voulons maintenant, c’est
considérer des transformations plus générales (soit ¢ une telle trans-
formation —une application de P dans P—) qui, en un sens, autorise
le “petit g” qui précede, a dépendre du point x de la variété M : on
veut remplacer g par g(z), c’est a dire remplacer les transformations
de jauge globales par les transformations de jauge locales. Passons
maintenant a une définition précise.

— On dira que ® est un automorphisme vertical du fibré P si et seulement
si les trois conditions suivantes sont vérifiées

1. ® est un difféomorphisme de P.

2. ®@ préserve les fibres, au sens suivant : la fibre 77! (x) au dessus de
x est stable par ®.

3. ® commute avec I'action du groupe structural G, c’est a dire que

Vz € PVg € G,®(zg9) = P(z)g
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— 1l est immédiat de constater que l’ensemble & des automorphismes
verticaux est un groupe pour la loi de composition. Nous désignerons &
sous le nom de groupe des automorphismes verticaux du fibré principal
P, ou plus simplement sous le nom de “groupe de jauge de P”. Nous
noterons également & = IntP = Auty P. Par I'expression “transfor-
mation de jauge” nous désignerons toujours un automorphisme verti-
cal, c’est a dire une “transformation de jauge locale”.

L’action de & commutant avec celle de G, il est commode d’écrire
l'action de & a gauche et d’oublier les parentheéses, on voit alors (la
notation est faite pour cela!) que

Dzg=0(z9) = P(2)g

3.6.3 Ecriture locale des transformations de jauge

Soit ® une transformation de jauge, z un élément de P et ¢ une section
locale au voisinage de © = m(z) € M. Le repere ®(o(z)) étant dans la
méme fibre (au méme point!) que le repére mobile o(x), il doit étre possible
d’atteindre le premier a partir du second par I'action d’un élément approprié
de G que nous noterons g(z), puisque G est transitif sur les fibres. Cet élément
est donc défini par I'équation ®(o(x)) = o(z)g(x) c’est a dire encore par

9(z) = o(x) '@ (0(x)),

en utilisant la notation introduite en fin de section [3.2.1] Notons que g(x)
dépend non seulement de & mais aussi de la section ¢ choisie; on pourrait
utiliser la notation un peu lourde “g(x) pour désigner cet élément.

Lorsque P est trivial, on sait qu’il existe des sections globales. Soit o une
telle section, alors, I’équation précédente définit une application de M dans
G ; réciproquement, la donnée d’une application g(z) de M dans G permet,
lorsque le fibré principal est trivial, de définir, via le choix d’une section glo-
bale o, une transformation de jauge ® par la méme équation. Lorsque P est
trivial, on peut donc identifier le groupe de jauge & avec le groupe Q°(M, G)
des applications différentiables de M dans G. La correspondance n’est ce-
pendant pas canonique puisqu’elle dépend du choix d’une section globale o.
Cette identification “explique” pourquoi les automorphismes verticaux sont
désignés par les physiciens (des particules) sous le nom de “transformations
de jauge locales”, le mot “local” se référant ici a la dépendance “en x” car la
transformation g(.) elle-méme est globalement définie lorsque P est trivial.
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3.6.4 Deux autres définitions des transformations de
jauge

— Soit @ : P +— P une transformation de jauge. On sait que ®(z) est
dans la méme fibre que z, on doit donc pouvoir obtenir ®(z) a partir
de z par action a droite d’un élément de G que nous désignerons par
¢(2) :

®(z) = z.9(2)
Nous obtenons donc ainsi une application ¢ de P dans G, mais cette
application n’est pas quelconque; en effet, I'égalité ®(zg) = P(z)g
peut s’écrire également zgp(zg) = z¢(2)g et on obtient donc la condi-
tion
#(z9) = g d(2)g

Il est évident que ® et ¢ se déterminent I'un 'autre; on peut donc
identifier le groupe de jauge & avec I'ensemble Q9,(P, G) des appli-
cations de P dans G qui sont équivariantes par ’action adjointe de
G.

— La troisieme définition de & résulte en fait de la précédente et de
la discussion menée en section (description 2). Soit, en effet

Ad P = P X 44G le fibré adjoint, défini comme fibré en groupes, associé
a P grace a I'action adjointe de G sur lui-méme (voir section, les
éléments ¢ de AdP sont des classes d’équivalences z.k = zg.g 'kg et
les sections ¢ (x) de Ad P peuvent donc s’identifier aux applications
de P dans GG qui sont Ad-équivariantes. Ainsi, nous pouvons également
définir le groupe de jauge & comme ’ensemble des sections du fibré

adjoint Ad P.

3.6.5 Automorphismes quelconques d’un espace fibré
principal

Soit P = P(M,G) un fibré principal et & son groupe d’automorphismes
verticaux (groupe de jauge). Nous allons & présent considérer des automor-
phismes plus généraux que ceux considérés dans les sous-sections précédentes.
Jusqu’a présent, nos automorphismes étaient verticaux, en ce sens que 'image
®(2) de z par @ était dans la méme fibre que z. Nous allons garder les condi-
tions 1 et 3 données dans la définition du groupe de jauge (section
mais atténuer la deuxieme condition ; les automorphismes devront préserver
les fibres au sens suivant : I'image d’une fibre devra étre une fibre, mais on
n’imposera pas le fait qu’image et antécédent appartiennent a la méme fibre!
En d’autres termes, si x désigne un point de M, 'ensemble ®(7~!(z)), image
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de la fibre au dessus de = par ® doit étre une fibre de P. Cette fibre image
se projette en un certain point y de M. L’action d’un tel automorphisme
® définit donc également une application de M dans M (a z on associe le
point y tel que y = w(®(7~'(x)))). Cette application est, par construction,
un difféfomorphisme. On obtient donc de cette fagon une projection du groupe
Aut P des automorphismes de P (le groupe engendré par les automorphismes
que nous venons de définir) sur le groupe Dif f M des difféomorphismes de
M. Deux automorphismes de P se projetant sur le méme difféomorphisme
de M différent manifestement (au sens de la composition des morphismes)
par un automorphisme ne changeant pas le point de base, c’est a dire par un
automorphisme vertical. Localement, ces “symétries de jauge” (nom qu’on
donne quelquefois aux éléments de Aut P) sont donc codées a 'aide d'un
difféomorphisme de M et d’une transformation de jauge. Plus précisément,
on a la fibration principale & — Aut P — Diff M (noter que & est un
groupe de dimension infinie) qu’on peut représenter par la figure m

G P Int P Aut P
0.7 Oz (0
7y
XL\?/ y M ] Diff M

F1GURE 3.19 — Automorphismes de fibrés principaux

3.6.6 Action des automorphismes sur les espaces fibrés
associés

— Soit £ = P Xg F un espace fibré associé au fibré principal P =
P(M, Q) obtenu a partir de I'action a gauche p de G sur F, z.f =
29.p(¢g7 1) f € E. L’action a droite de G sur P n’existe plus au niveau
de E puisqu’on a fabriqué un espace quotient en divisant par cette
action. Par contre, on peut utiliser 'action a gauche de & sur P pour
définir une action (a gauche) de ¢ sur n’importe quel fibré associé a
P. Ainsi,

PeB, 2P fcF2fcE-2drfcR
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— & agit non seulement sur £ mais sur 'espace I'E de ses sections. Soit
u€eTE, xe M, u(x) € E;on définit

[Pul(z) = ®(u())

3.6.7 Le cas des espaces vectoriels (un cas trivial mais
instructif!)

Un fibré vectoriel n’est autre, intuitivement, qu’une famille £, d’espaces
vectoriels de méme dimension, “collés” ensemble, et paramétrisés par une
variété (r € M). Lorsque M se réduit a un seul point, on n’a qu’'une seule
fibre et donc un seul espace vectoriel. On peut donc considérer un espace
vectoriel £ comme un fibré vectoriel au dessus d’un point! Ce fibré vectoriel
particulierement trivial est associé a un fibré principal également constitué
d’une seule fibre, fibre qui n’est autre que ’ensemble P des bases de I'es-
pace vectoriel E. Si on suppose que E est isomorphe a fR™, on voit que
cette fibre est difféomorphe au groupe GL(n,fR). Si on choisit une base
o = {o,} de référence (une section!), on obtient une correspondance bi-
univoque entre bases (éléments de P) et matrices inversibles (éléments du
groupe GL(n,fR)). L'identification de P avec GL(n,R) dépend de la base o
choisie. Le groupe matriciel GL(n,fR) agit sur P ; cette action ne dépend pas
du choix de 0. En effet, si e = (e,) € P et A = (A¥) € GL(n,R), on obtient
¢ =el € P via e, = e, A" Les vecteurs u de I'espace vectoriel E sont
des classes d’équivalence u = e,.u* avec e = {e,} € P et u* € R", la rela-
tion d’équivalence identifiant e,.u* avec eZ,AZ.(A_l)fOLuP. Le groupe GL(n,R)
n’agit donc pas sur F (il n’agit que sur les composantes des vecteurs de E).
Par contre, I'espace vectoriel E possede un groupe d’automorphismes Aut £
(les applications linéaires bijectives). Si u € E et ® € Aut E alors ¢u € F;
les automorphismes ® agissent aussi sur les bases e = {e, }, I'action en ques-
tion résultant de I’action sur chacun des vecteurs de base. Il faut bien voir
que les groupes Aut E et GL(n,fR) sont différents! Cependant, si on se choisit
une base ¢ = 0, de référence, on peut, de facon élémentaire —voir cours de
Terminale de nos lycées— associer, a tout élément ® de Aut E, une matrice
A de GL(n,R). Dans le cas d'un espace vectoriel, donc, le groupe structural
et le groupe des automorphismes (qui, dans ce cas, sont nécessairement ver-
ticaux), bien que conceptuellement distincts, sont identifiables des qu’on se
choisit une base de référence (c’est a dire une section de ce fibré!). En parti-
culier, lorsque E est de dimension finie, ces deux groupes sont de dimension
finie. Des qu’on passe au cas de fibrés vectoriels au dessus d’une variété M
non réduite & un point, l'identification n’est plus possible : G = GL(n,*R)
reste ce qu’il était mais & = Auty P devient un groupe de dimension infinie
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qu’on peut se représenter intuitivement comme une famille de groupe d’auto-
morphismes d’espaces vectoriels (les fibres de F) paramétrisés par les points

de la base M.



Chapitre 4

Connexions

4.1 Connexions dans un fibré principal

4.1.1 Motivations

On veut donner un sens a 1'idée de vouloir “garder un repere fixe” ou de
“transporter son repere avec soi” ; il s’agit la d’une notion intuitive qui n’a,
a priori, pas de sens lorsqu’on se déplace sur une variété différentiable quel-
conque munie de sa seule structure de variété. Intuitivement, on souhaite dis-
poser d’un moyen d’assujettir le déplacement d’un repere choisi (déplacement
qui a donc lieu dans ’ensemble des repéres) lorsqu’on déplace 'origine de ce
repere dans l'espace qui nous intéresse. Puisque nous avons maintenant a
notre disposition la notion d’espace fibré, nous nous plagons dans le fibré
des reperes correspondant a une variété M (la base du fibré en question)
et nous souhaitons donc pouvoir disposer d’une méthode nous permettant
d’associer, a tout chemin allant du point P au point Q sur la base, et a tout
repere au point P, un certain chemin dans I’espace des reperes. Choisir d'une
telle méthode revient précisément a choisir ce qu’on appelle une connexion
dans le fibré principal des reperes linéaires. Le mot “connexion” — en anglais
“connection”— est bien choisi puisqu’il nous permet effectivement de connec-
ter (de comparer) des vecteurs (plus généralement des éléments d’un fibré
associé) situés en des points différents de la variété. Le cas de 'espace affine
R™ est tres particulier puisqu’on peut disposer la de reperes globaux permet-
tant de comparer des vecteurs situés en des points différents ; il existe d’autres
variétés pour lesquelles cette propriété est également valable et ou le choix
d’un repere mobile global est possible : ce sont les variétés parallelisables
déja mentionnées dans le chapitre précédent. Nous allons, dans un premier
temps, définir la notion de connexion de facon infinitésimale, comme étant
un moyen d’associer un déplacement infinitésimal dans ’espace des reperes

141



142 CHAPITRE 4. CONNEXIONS

a un déplacement infinitésimal du point de base (c’est a dire du point ou le
repere est situé). En fait, la seule structure utilisée dans la définition de la
notion de connexion est celle de fibré principal et tout ce qu’on écrira aura
encore un sens si on remplace le fibré des reperes par un fibré principal quel-
conque (cela dit, il est bien commode de visualiser les choses en utilisant des
reperes, nous nous permettrons donc d’utiliser le mot “repere” pour désigner
un élément d'un espace fibré principal quelconque).

4.1.2 Distributions horizontales équivariantes

Soit P le fibré principal des reperes linéaires de la variété M, avec groupe
structural GL(n). Soit e € P un repére au point P € M (attention e ne
désigne pas I’élément neutre de G'!). L’espace tangent T'(P, e), tangent a P en
e est, intuitivement, I’ensemble des déplacements infinitésimaux de reperes,
issus du repere e. Nous savons déja nous déplacer dans la direction verticale
puisque cela correspond a un déplacement infinitésimal induit par 'action
du groupe GL(n) : on fait “tourner” le repere e sans faire bouger le point
P. Le sous espace vertical V (P, e) est donc déja bien défini. Une connexion
sera caractérisée par le choix d’'un sous-espace supplémentaire a V (P, e) dans
T(P, e), sous-espace qui sera bien évidemment qualifié d’“horizontal” et noté
H(P,e). Par ailleurs, on veut que ce choix puisse étre effectué, de fagon
continue et différentiable, pour tout repere, c’est a dire en tout point e de P.
Enfin, on veut que ce choix soit également équivariant sous ’action du groupe
structural : nous savons que GL(n) opere transitivement sur les fibres (par
exemple sur les repeéres au point P), 'image du repere e sous I'action d’ un
élément g du groupe structural est un repere e.g de la méme fibre (R,(e) =
e.g) et I'application tangente dR, = (R,). en e envoie donc l'espace tangent
T(P, e) dans I'espace tangent T'(P, e.g). Il est commode de noter simplement
T(Pe)g = (Ry).T(P,e) C T(P,eg) puisque, formellement 0(ge)/de = g.
La propriété d’équivariance requise signifie simplement ceci : on veut que le
choix de I'espace horizontal H(P, e.g) en e.g puisse également étre obtenu en
utilisant l'action du groupe structural sur les fibres, en d’autres termes on
impose H(P,e.g) = H(P,e).g

Noter que la discussion qui précede ne dépend pas du type particulier
de fibré principal considéré et le lecteur est invité a remplacer partout le
groupe GL(n) par un groupe de Lie quelconque (et le mot “repeére” par les
mots “élément du fibré principal P”). Le choix, en tout point e d'un fibré
principal P, d’un tel espace vectoriel H(P,e) supplémentaire & V' (P, e), ¢’est
a dire, T'(P,e) = V(P,e) & H(P,e), est désigné sous le nom de distribution
horizontale ; noter que le sens de ce mot “distribution” n’a ici aucun rapport
avec celui utilisé en théorie de la mesure (la théorie des distributions!). Notre



4.1. CONNEXIONS DANS UN FIBRE PRINCIPAL 143

premiere définition d’une connexion principale est donc la suivante : ¢ ’est la
donnée, dans un fibré principal P, d’une distribution horizontale équivariante
sous ’action du groupe structural.

4.1.3 Relevement horizontal

Soit P = P(M,G) un fibré principal, on dispose donc d’une projection
7w P — M et donc également de son application tangente 7,. Cette applica-
tion linéaire envoie 'espace tangent T'( P, e) sur l'espace tangent T'(M, w(e)) ;
en d’autres termes, elle nous permet d’associer, a tout déplacement infi-
nitésimal d’un repere e dans I’espace des reperes, le déplacement infinitésimal
correspondant du point x = 7(e) dans la variété M (z est le point ou le repére
est centré). Comme nous 'avons remarqué a plusieurs reprises, étant donnée
une application d’une variété dans une autre, nous pouvons faire “voyager”
les vecteurs dans la méme direction —il s’agit d’'un “push-forward”— et les
formes dans la direction opposée (“pull-back”)

De fagon générale, soit (t) une courbe dans M, on dira qu'une courbe
['(t) dans P est un relevement de «(t) si I' se projette sur vy (intuitivement
“on” —un voyageur qui se promene sur M- s’est choisi un repere mobile
quelconque en tout point du chemin qu’il suit). Supposons maintenant que
nous nous sommes donnés une connexion (au sens donné dans la sous section
précédente) dans le fibré principal P, nous savons donc définir I’horizontalité
des vecteurs de T'P; on dira qu’un relevement est horizontal si les vecteurs
tangents au relevement sont horizontaux. Considérons une courbe ~y(t) dans
M allant de Py = v(0) a Py = (1) et son relevement horizontal issu de
eg € P, c’est a dire la courbe I'(t) dans P. En utilisant les théoremes habi-
tuels concernant les équations différentielles, on montre qu’il y a unicité du
relevement I' de v issus de eg. On dira que e; = I'(1) est le transporté par
parallélisme de eg le long de v par rapport a la connexion choisie.

Nous définirons 'application de relevement horizontal comme suit : soit x
un point de M et e un repere quelconque en x (c’est a dire un élément de la
fibre au dessus de x), soit v, un vecteur appartenant a l’espace tangent a M
en x, on désignera par \.(v,) I'élément de I’espace tangent T'(P, e) qui, d'une
part, est horizontal et qui, d’autre part, se projette sur v, grace a I’application
m,. Il est bien évident que ce vecteur est unique : Il suffit de choisir un relevé
quelconque de v, en e (c’est a dire un vecteur quelconque V, de T(P,e)
qui se projette sur v,, puis de le décomposer en une partie verticale V" et
une partie horizontale V" = X\ (v,) (c’est le vecteur cherché) en utilisant la
décomposition de T'(P,e) en deux sous-espaces supplémentaires.

La distribution horizontale n’étant pas quelconque (elle est équivariante!),
I’application de relevement horizontal n’est pas quelconque non plus : le relevé
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du vecteur v en eg doit coincider avec I'image, par I’application tangente du
relevé de v en e. En clair, A\y(v) = (Ry).(Ae(v)), qu'on peut écrire plus
simplement

Aeg(v) = (Ae(v)g)

On vient de décrire la fagon dont on peut, grace a la donnée d'une connexion,
relever les vecteurs tangents de M a P. Bien entendu, a condition de tra-
vailler de facon duale, on peut faire quelque chose d’analogue avec les formes
différentielles. Plus précisément, le “pull-back” de la projection 7 est défini
sur les vecteurs cotangents a M et a valeurs dans le fibré cotangent de P. La
donnée d'une connexion (et donc de l'application de relevement horizontal)
permet, a I'inverse, de projeter les formes de TP sur les formes de T* M.
Toute cette discussion peut étre résumée a l'aide de la figure ci-dessous.

‘ H(P,eg)=H(P,e)g
eg—

H(P.e)

|
|
|
1
X VX M

FIGURE 4.1 — Relévement horizontal et connexion

4.1.4 Forme de connexion

Il existe plusieurs fagons de définir la notion de connexion et nous ve-
nons d’en mentionner deux (distribution horizontale équivariante et appli-
cation de relevement horizontal) dont I'interprétation géométrique est intui-
tive; en pratique, cependant, c’est une troisieme méthode qui va nous per-
mettre de traduire cette notion sous forme analytique. Nous supposons donc
donnée sur l'espace fibré principal P = P(M, G) une distribution horizontale
équivariante. La forme de connexion w est une forme sur P et a valeurs dans
I’algebre de Lie g du groupe structural (nous verrons que cette forme doit, en
outre, étre équivariante). Elle est définie comme suit. Soit e un élément de P
(un repere de M), et X, une base de Lie(G). Nous décomposons 'espace tan-
gent T'(P,e) en un sous espace vertical TV(P,e) = V(P,e) engendré par les
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champs fondamentaux X, et un sous espace horizontal T"(P,e) = H(P, E)
défini par la donnée de la distribution horizontale. On pose

we(Xale)) = Xa
Kerw, = T"(P,e)

Ainsi donc, on peut décomposer tout vecteur V' € T'(P,e), comme suit :
V = VeX,(e) + VP avec VP € H(P,e) et w(V) = VeX,. La forme w est
donc bien définie. Sa signification est claire : si on effectue un déplacement
infinitésimal du repere e (sans changer I’origine), on associe a ce déplacement
la rotation infinitésimale V* X, correspondante ; si, au contraire, on effectue
un déplacement infinitésimal du repere e en déplagant l'origine mais sans
faire “tourner” le repere, on obtient w(V) = 0. Bien évidemment, on peut
analyser les choses différemment en décidant que la connexion est définie
par la forme de connexion w, la rotation du repere e lors d’un déplacement
infinitésimal V' étant précisément mesurée par la rotation infinitésimale w(V)
et ceci donne alors un sens au verbe “tourner”. La distribution horizontale
étant équivariante, il s’ensuit que les noyaux de w en e et en eg, g € G sont
reliés par

Kerwe, = (Kerw.)g

Ici encore, 'application tangente est simplement notée g.

Nous reviendrons un peu plus loin (en sur la théorie des connexions
dans les fibrés principaux mais nous allons, pour des raisons aussi bien
pédagogiques (c’est plus simple!) que pratiques (on mene en général les cal-
culs sur la base), passer a une expression locale de la forme de connexion,
puis, a partir de la, développer la théorie dans les fibrés vectoriels associés.

4.1.5 Ecriture locale de la forme de connexion : le
potentiel de jauge

Le fait que tout fibré principal soit localement trivial va nous permettre
- moyennant le choix d’une section locale - d’écrire la forme de connexion w,
non pas comme une forme sur P a valeurs dans g mais comme une forme
sur M & valeurs dans g. Choisissons donc une section locale M v P et
notons de : T'M — TP I'application linéaire tangente. Rappelons que, si P
est un fibré de reperes, la section locale e(x) n’est autre qu’'un repere mobile
e(x) = (e,(x)) défini dans le domaine d'un certain ouvert et que, dans le cas
ou P désigne le fibré des reperes d’un certain “espace interne” (terminologie
utilisée en physique des particules) on dira plutot que e(x) est un choix de
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jauge. Supposons qu’on s’est fixé une connexion caractérisée par la forme de
connexion w, on défini le potentiel de jauge A

A(w) = we(es(v)), veTM

ou e, = de désigne I'application tangente a la section locale e.
A est donc une 1-forme sur M a valeurs dans g. Soit {X,} une base de g
et {0/0x*} une carte locale sur M, on pourra écrire :

A= AﬁXadx“

En fait, il faudrait noter cet objet €A et non pas A de facon a se rappeler
du fait que la définition de A dépend du choix de la section locale e mais on
omet généralement d’y faire référence. Par contre, il est tres important de
savoir comment se transforme A lorsqu’on effectue un choix différent. Posant
A=rcAct A=A, et supposant que ¢'(x) = e(z).g(x) avec g(.) : M — G,
nous verrons un peu plus loin que la propriété d’équivariance de w se traduit
pour A, par la propriété suivante :

A'=gtAg+ g ldg

Pour finir, notons qu’en pratique les calculs sont effectués sur la base
M et non sur le fibré P; en d’autres termes on préfere utiliser le potentiel
de jauge A plutot que la forme de connexion w, quitte a devoir recoller les
morceaux puisque le fibré P considéré n’est pas en général trivial et qu’il faut
donc définir A sur toutes les cartes d’un atlas de M. Le potentiel de jauge
A est quelquefois désigné sous le nom “pull back de la forme de connexion”
et il possede des interprétations physiques variées, dépendant, bien sur, de la
nature du fibré principal P (et donc du groupe structural ). Citons quelques
unes de ces interprétations ainsi que la terminologie correspondantes :

G = U(1), A est le potentiel électromagnétique (ou champ de photons)

G = SU(3), A est le potentiel chromodynamique (ou champ de gluons)

G = SU(2) xU(1), A est le potentiel du champ électro-faible (champ des
bosons v, W# et Z).

Dans le cas des théories gravitationnelles ou G désigne GL(n) et plus
généralement un groupe de changement de reperes d’une variété de dimension
n, on parle plutot de “symboles de Christoffel” pour désigner les composantes
de A; nous y reviendrons dans la section consacrée aux connexions linéaires.

Le lecteur aura compris (chose qu’il sait sans doute depuis longtemps)
que les potentiels de jauge -et la théorie des connexions en général - per-
mettent de représenter mathématiquement toutes les forces fondamentales
de la physique.
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4.2 Connexions dans les fibrés vectoriels as-
SOCl1és

4.2.1 Matrice de connexion A;, coefficients de connexion
Ay

Soit A = Af, X,dz" le potentiel de jauge définissant une forme de connexion
w sur le fibré principal P = P(M,G) et soit E = P x, V un fibré vectoriel
associé a P via la représentation p sur l'espace vectoriel V' de dimension p.
En utilisant la représentation p nous allons représenter le potentiel de jauge
lui-méme et obtenir ainsi une notion de connexion pour tout fibré vectoriel
associé. Soit {Xq}ac(1,dim(c)}, une base de g. Nous désignerons encore par p
la représentation de g correspondant a celle de G'; ainsi p(Xo) = (p(Xa)")
est une matrice p X p décrivant un endomorphisme de 'espace vectoriel V.

Dans ce paragraphe nous noterons :

W, v, p ... les indices de base (variété M de dimension d)

i, 7,k ... les indices de fibre (espace vectoriel V' de dimension p)

a, 3,7 ... les indices d’algebre de Lie (Lie G de dimension n)
L’image p(A) du potentiel de jauge par la représentation p s’appelle la matrice
de connexion

p(A) = A3 p(X,)da"

et ses éléments sont les quantités

p(A); = A%(p(Xa));

avec

A% = Ada

La représentation p étant choisie une fois pour toutes (le fibré vectoriel
E étant choisi) on peut omettre le symbole p lui-méme, et si nous posons

Ty = p(Xa)

alors ‘ .
A} = A® (Ta);

Ses éléments de matrice sont des 1-forme puisque

Al = A% dat avec Al = AT,

J

Les nombres A;'ﬂ sont les coefficients de connexion . Revenons une fois
de plus sur ces problemes de notations, de terminologie et d’habitudes : les
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physiciens des particules utilisent les A7, les spécialistes de la gravitation
préferent les A;'.# (la relation précédente permettant de faire le lien entre les
deux) ; ces derniers ont d’ailleurs I’habitude de noter I' (plutot que A) les
coefficients de connexion, ils utilisent donc des F;M, les indices ; étant les
indices de fibre et p l'indice de forme. La ol les choses se compliquent, c’est
que le fibré E peut désigner le fibré tangent T'M et que, dans ce cas, les
indices de fibre peuvent appartenir au méme jeu d’indices que les indices de
forme (on a donc des objets I';,) mais il faut toujours se rappeler qui est
qui. Les conventions, comme d’habitude, n’étant pas universelles, le lecteur
est prié de se rappeler que, pour nous, I'indice de base c’est a dire encore
I'indice de forme (noté u ci-dessus) est situé en bas, et en derniére position.
Nous reviendrons un peu plus loin sur le cas particulier £ = T'M (connexions
linéaires). En attendant, il convient de se rappeler que, dans la notation A’

Jw
'indice p se réfere au choix d'un repere naturel associé a une carte (e, = %)
ou d'un repere mobile quelconque ([e,,e,] = ff,e,) et que les indices i, j se

réferent au choix d’une base (e;(x)) dans la fibre de E située au point x de

M.

4.2.2 Différentielle covariante des sections V, dérivée
covariante V,, parallélisme

La différentielle covariante

V:[(E) = Q(M,F) =T(E) ® Q'(M)

transforme les sections de E en sections—1-formes et vérifie, par définition,
la propriété

V(vf)=(Vo)f +vdf

pour toute section v de E et toute fonction f définie[[] sur M. L’opérateur
V sera donc connu des qu’on connaitra la valeur de Ve; ou les e; : x €
M — e;(x) € E désignent p sections indépendantes dans un voisinage de z;
I'ensemble {e;(x)} est donc une base de l'espace vectoriel E,. On pose (voir
aussi la discussion

— J
Ve; = e;A]

ou les A7 sont les éléments de la matrice de connexion (par rapport au méme
choix de base). Soit v une section quelconque de E, ainsi v = e;v’ ou les v?

1. Bien évidemment, la notation v f désigne simplement le produit de la fonction f par
la section v, et donc vf = fv, avec (vf)(z) = v(z)f(x); nous écrirons néanmoins souvent
les fonctions “a droite” pour des raisons liées au désir de présenter a la fin de cet ouvrage
certaines généralisations non commutatives de la géométrie.
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~les composantes de v suivant la base {e;}- sont des fonctions sur M. On
obtient donc

Vo = V(ejvj) = (Vej)vj + ejdvj
= eiAé-vj + e;dvt = ei(Aj.vj + dv')
= ei(A;'-'uUj + ('Lvi)dx“

Une section v est dite paralléle (ou transportée par parallélisme) lorsque
Vv =0

Puisque Vv possede un indice de forme (c’est un élément de I'(E) ®
Q' (M)), on peut Pévaluer sur les vecteurs tangents. Soit £ = £#9), un vecteur
tangent. La dérivée covariante de v dans la direction £ se note Vev et
s’obtient en évaluant Vo sur & :

Vev = (Vu,§) = <ei(A§ij + vfu)dx”,f”@)
= ei(Aé»Mvj + Ufu)f“

Notons que Vv, ainsi que v, est une section de £ alors que Vv est une
section-1-forme. On note souvent v, les composantes de V, v =V _o U par
’ ox

rapport au repere {e;} de la fibre :

i i i
Vo = el = (Vv,0,) avec v!, =0, + Aj v

Remarque : 'opérateur que nous appelons “différentielle covariante” est par-
fois désigné, dans certains ouvrages, sous le nom d’ “opérateur de dérivée
covariante”.

4.2.3 Remarques concernant les notations
Mise en garde concernant la notation V,

Nous attirons 'attention du lecteur sur le fait que la moitié des physiciens
n’utilisent que des objets “indexés”. Ces derniers ne considerent jamais ni v
ni V,v mais seulement leurs composantes v’ et U;iu' Cette habitude n’entraine
généralement aucune confusion. Par contre, cela devient un probleme si on
décide, simultanément, d’utiliser également la notation V, et de décider que
V,v' est un synonyme de vfﬂ. Nous estimons qu’il s’agit la d’un abus de
notations particulierement dangereux pouvant facilement conduire a des er-
reurs. En effet, v’ est une composante de v, c’est & dire une fonction de z;
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sa dérivée covariante existe bien, mais, puisqu’il s’agit d’une simple fonction,
elle est égale & sa dérivée ordinaire, ainsi V0" = 90" = vf#, ce qui n’est pas
du tout égal a v!,. Si le lecteur ne souhaite pas manipuler des objets comme v
ou V,v mais seulement leurs composantes, nous lui suggérons tres fortement
de se contenter de la notation “point-virgule”.

Remarque sur les produits tensoriels

Lors de la définition de Ve; = ejAz en le lecteur a pu étre surpris de
I’absence du signe de produit tensoriel entre le vecteur e; qui est une section
locale du fibré vectoriel considéré et la 1-forme A’ qui est une section locale
du fibré cotangent T*M (puisque A7 = Afud:c“).

Un peu plus loin, le lecteur a pu étre de nouveau surpris, lors du calcul
de Vv et de Vv, car nous avons allegrement commuté les formes sur M (par
exemple e# = dz*) et les sections de E (les ¢;).

Mis & part le fait qu’il existe un isomorphisme canonique entre I'(E) ®
QY M) et QY (M) @ T'(F) et que le produit tensoriel utilisé est un produit
au dessus de C*°(M) et non au dessus de R, les manipulations précédentes,
sur lesquelles nous ne nous étendrons pas, sont justifiées par le fait qu’il est
possible de remplacer, dans la plupart des calculs de géométrie différentielle,
I'algebre commutative C°° (M) par 1'algebre commutative graduée Q(M).

Les espaces E et T*M étant, en général bien distincts, nous décidons
d’identifier par exemple dz*e; ® e; ... et e; ® ;... dz" et nous n’utiliserons
pas de symbole de produit tensoriel entre les p-formes sur M et les sections
de F, traitant ainsi les dz* comme des fonctions. Par ailleurs nous écrirons
toujours les formes “en dernier”.

Cette identification nous permet d’écrire aussi bien

Viv®@w)=V{@)@w+uv V(w)

que
Vi(vow)=V,(v)@w+v® V,(w)

Les auteurs s’interdisant d’effectuer cette identification (pourtant sans dan-
ger!) imposent la régle de Leibniz pour V, mais ne peuvent pas l'imposer
pour V.

Il existe cependant un cas particulier ou il existe une confusion possible
entre les fibrés E et T*M, c’est précisément le cas ou on choisit £ = T*M.
Dans ce cas, il faut se rappeler “qui est qui”, c¢’est a dire quels sont les indices
de forme et quels sont les indices de fibre. Cette possible identification permet
en fait d’enrichir la théorie. Nous y reviendrons.
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4.2.4 Loi de transformation des coefficients de connexion

Soient e = (e;) et € = (€},) deux reperes dans les fibres. L'un s’obtient a
partir de I'autre par une transformation linéaire A :

I AT
ey = ej\},

olt A, est la matrice de changement de repeére (on écrira simplement ¢’ = e.A)
. y i’ . .
et soient A’ et A’;-, les matrices de connexion correspondantes. On a

Ve =e'A =e. ANA

c’est a dire
V(e.A) = (Ve). A+ e.d\ = eAN + edA

et donc
A = ATAAN + ANAA

Si on écrit explicitement les indices, on a

A% = (AN AL AL + (ATDL0,AN,
Cette relation traduit simplement 1’équivariance de la forme de connexion
w. On dit quelquefois (terminologie un tantinet archaique) que Aéﬂ “ne se
transforme pas comme un tenseur”. .. les indices ¢, 7 d’'une part et p d’autre
part étant de nature différente, cette remarque n’est pas trop surprenante!
Notons que, dans la relation précédente, nous avons transformé le repere

“interne” e; (base de la fibre) mais pas le repére “externe” e, = 52 (base
de T(M,z)); on pourrait aussi changer de base dans T'(M, z) et poser e,; =
euliyy.

On obtient alors immédiatement

A = L (AYE AR AL + L (A0,

Jw ln >y’

4.2.5 Dérivation covariante des sections du fibré dual

Apres avoir défini V sur les sections de E grace a la relation Ve; = ejAz ,
{e;(x)} désignant une base de la fibre au point x, nous considérons le fibré
dual E* et I'action de V sur ses sections. Désignons respectivement par o
et v une forme différentielle et un champ de vecteurs, on aura : V(o,v) =
(Vo,v)+ (0, Vv). Notons {e'(z)} la base duale au point z; alors (¢/, ¢;) = d%.

La quantité 47 est une fonction constante, et donc Vo; = 0. On impose

(Ve ei) + (¢!, Ve;) =V =0
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Cette relation conduit a poser

Vel = — Al eV

Vérifions que c’est bien le cas
(—Aje" eq) + (e, exAl) = —ALST + 5L AT = —A] + A] =0

On aura donc un signe — lorsqu’on “corrige” un indice covariant.

4.2.6 Dérivation covariante dans les puissances tenso-
rielles d’un fibré vectoriel

Notre but est ici d’étudier la dérivation covariante des éléments de E*P ®
(E)®1.

Considérons le fibré vectoriel £ ® F, c¢’est un fibré associé comme un
autre... Ses éléments peuvent s’écrire

t:€i®€jtij

Si X € LieG agit via la représentation p : X € LieG +— p(x) € EndV sur
I'espace vectoriel V, il agit via p(x) ® 14+1® p(z) sur 'espace vectoriel V@V,
d’ou il s’ensuit que 'opérateur V vérifie la propriété

V(Ul &® UQ) = V<U1) &® V2 —+ U1 &® (VUQ)

Le lecteur ayant quelques notions sur les algebres de Hopf aura reconnu la
relation directe existant entre la regle de Leibniz pour V et le coproduit
standard sur I'algebre enveloppante de LieG.

On écrira par exemple, pour ¢t = e; ® ;"

Vt = (Ve;) @e; t7 +e; @ (Ve;) t7 + e; @ e;dt"
= Afek & €; tij +e ® A?Gk tij +e Q& ejdtij
=e®e€ tlfL dx*
ol
ij g i kj i ik
by =1tu+ Akut T Akut
Le lecteur n’aura aucun mal a généraliser cette derniere formule a des situa-
tions plus générales; mnémotechniquement la dérivation covariante dans la

direction p s’obtient en rajoutant a la dérivée ordinaire (le premier terme
dans I'expression ci-dessus) un terme de type ” A.t 7 pour chaque indice de
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fibre (on “corrige” chaque indice en le remplagant par un indice muet sur le-
quel on somme). Attention : si les indices de fibre sont en bas, il faut utiliser
un signe moins (voir l'explication dans la sous-section précédente).

Voici un dernier exemple : Soit t € F ® F ® E*,

t=e;@e; @)

alors Vit € E® E® E* @ QY(M),
Vt=r¢; ® e ® eF tzudx“

avec

#i

kip t;‘cj;u + 4y, t;j - A{u ty — téjAgw

Le premier terme ¢} est défini comme -2:[t7] si on travaille dans repere
k. ozt "k

naturel, mais il doit étre compris comme e, [t’] si on utilise un repere mobile
quelconque, et, dans ce cas, on a

Vt:ei@)ej@ektzue”

ou {e*} désigne le co-repére mobile dual.
La dérivée covariante d'un tenseur quelconque t = e;®e; . . . eF@el . .. ty
dans la direction du champ de vecteurs e, est définie par

Vut(...)=Vi(...;e,) =e;Qe;...e" @€ ... tzf_'_u

4.2.7 L’opérateur D

On introduit le symbole D sur ’exemple suivant : prenons
t=e;®e;@c" 1

On pose

Vt:ei®ej®ek thj

ainsi

i _ 4ij
Dt; tkwe

Il faut bien voir que th est ici considéré comme une zéro-forme sur le fibré
principal P a valeurs dans un espace vectoriel (la fibre type du fibré vectoriel

approprié).



154 CHAPITRE 4. CONNEXIONS

Il est facile de généraliser cette notation Dt;;j au cas ou l'objet considéré
n’est pas une O-forme a valeurs dans un espace vectoriel mais une p-forme a
valeurs dans un espace vectoriel.

Il n’existe pas de de convention d’écriture qui soit universelle, pour désigner
cet opérateur. Certains auteurs, par exemple, le notent d(gras). Méme re-
marque d’ailleurs pour l'opérateur de différentielle extérieure covariante dv
défini ci-dessous, que certains auteurs notent souvent... D!

4.2.8 Différentielle extérieure covariante dV
Définition

Soit £ = E(M, F') un fibré vectoriel ; on a défini V comme un opérateur :
I'E — I'E ® Q'(M); on définit maintenant d¥ comme 1'unique opérateur
prolongeant V comme dérivation graduée de l'algebre B, £ ® QF(M). Ainsi
donc

dV :TE®QP(M)— TE @ Qrtt

satisfait la propriété

AV (i) A X) = dY (1) A X+ (—1)Ftp A dA

lorsque ¢ € TE ® QF(M) et A € Q*(M). Les éléments de (M, E) =
['E ® QP(M) sont appelés p-formes sur M a valeurs dans le fibré vectoriel F
ou, plus simplement “tenseurs-p-formes”. Lorsque p = 0, les deux opérateurs
dV et V coincident.

Le lecteur peut, a juste titre, se demander pourquoi nous distinguons les
deux notations dV et V. La raison en est la suivante : nous réservons la
notation V au cas ou l'on agit sur une 0-forme. En effet, il est des cas ou
un objet mathématique donné peut étre considéré soit comme une p-forme
a valeurs dans un certain fibré, soit comme une O-forme a valeurs dans un
fibré différent. Ecrire Vw signifie (pour nous) “w est une 0-forme a valeurs
dans un certain fibré vectoriel (c’est a dire une section de ce dernier) et nous
calculons sa différentielle extérieure covariante, qui est donc une 1-forme a
valeurs dans le méme fibré”. Cette distinction que nous opérons, au niveau
des notations, permet d’éviter des confusions possibles, en particulier lorsque
le fibré E peut désigner le fibré tangent, son dual, ou une puissance tensorielle
de ces derniers.

Les opérateurs D et dV

Complément concernant la notation D introduite plus haut :
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Si V est, par exemple, un élément de N(EQ E*Q E*) @0 (M) = Q*(M, E®
E*® E*), c’est a dire

V=e®e e L et A e

1
2! Y jkpv

on écrira simplement

V:ei®ej®ekvjik

en ne faisant pas apparaitre explicitement les indices de forme. On utilisera
également la notation D introduite précédemment en écrivant

AV =e; @ ¢/ @ F DV},

avec

DV}, = dVjj + Aj AV, = AL AV = AL AV

En effet :
AV =dV(e; @ el ®@e") A e ® erd ¢

ou

e, @ @) =V(e)@ed @ +e V() ek +e;®ed ®V(eh)
= Aéel®ej®ek—ei®A{el®ek—ei®ej®Afel

On obtient donc l'expression donnée plus haut pour les composantes DV}’
de dVV. Le lecteur généralisera sans peine ’expression donnée pour D A
un tenseur-p-forme de rang quelconque.

Autre exemple

A titre d’exercice, calculons d¥u ot u est un élément de TE® Q'(M). On
choisit un repere (e;) dans T'E et un repere (e#) dans Q'(M) il peut s’agir
d’un corepere naturel par rapport a une carte (e* = dz*) ou d’un corepere
mobile quelconque e avec de* = —% ole” A ef. On éerit done u = e;u’ et
L’ordre des symboles n’a pas trop d’importance —tout au moins en géométrie
commutative — mais nous suggérons fortement au lecteur d’adopter cette
écriture, c’est a dire 'ordre 1)2)3) avec 1), un élément de I'F, 2), un coeffi-
cient, c’est a dire un élément de l'algebre (commutative) C*°(M) des fonc-
tions sur M, et 3), une p-forme. Le lecteur aura sans doute également noté
que, conformément a nos habitudes, nous avons omis d’écrire explicitement le
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symbole ® du produit tensoriel entre les sections de F (les ¢;) et les p-formes
(ici, les e*).

La premiere méthode permettant de calculer d¥u est d’utiliser la regle de
dérivation généralisée qui définit 'opérateur dV :

Vo — dV(e.l © P B
d’u = d”(eju,) N et + eu;de
= (Ve)u, N e + eiduy, A et + eguy, de”
— AT ooVt Iz PTG I 0t et
= Ajeje’u, N et + e, e Ne' + e de

Si et = dx*, le troisieme terme est nul. Par contre, si e# est un corepere mobile
. . . 7/ o /L
avec fonctions de structure f,,*, il vient (rappelons que u;, , = e,[u;,]),

Vo, — o.(2] Joat 0l p) oV A ol
d u-e](uMV—I—Aiyuu ul s fuu el Ne

= ej(ul,, — u{)%f,,up) e’ A et

La deuxieme méthode pour calculer d¥u n’est pas vraiment une méthode
puisqu’elle revient & utiliser une formule générale. Posons u = e;u’ en ne
faisant pas apparaitre explicitement 'indice de forme dans I'expression de u,
bien que u’ = uie“. On écrit immédiatement (voir 'expression “modele” de
DV}, donnée précédemment)

d¥u = ejDuj

avec

Du! = du’ +A{ A !

Le passage d’'une expression de dYVu & 'autre utilise les relations A{ = A{Me“
et du = d(ule*) = (dul,) A et + ul de”.

Une forme extérieure de degré p a valeurs dans un fibré vectoriel E peut,
bien sur, étre évaluée sur p vecteurs vy, v, . .., v, tangents a M. Par exemple,
siu € QYM, E), en évaluant d¥u € Q*(M, E) sur deux vecteurs v; et vg, on
obtient

dvu(vl, v2) = Vi, u(v2) — Vy,u(vr) — u([vr, va))

en effet,
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. 1 )

dVU(€a7€T) = 6]'(”]; _ujp§fupu)e /\eﬂ(eo_’eT)
. 1 ) )

= (U — w5 fu")007 = 0307)

=6 (uz';a - uja;fr - eju,]gé(faﬂ'p - fTO'p))

= ej((uz';o - u{;’;f) - u.;fg‘rp)

= Ve, u(er) — Ve ules) — u(les, e;])
Plus généralement, si u € QP(M, E),

AV u(vy, vy, .. vpp1) = SN (1) u(vr, G, vp)

21§i§j§p+1(—1>i+‘ju<[?}i, 'Uj], Viy. .. ,’ZA},L', Ce ,’lAJj, Ce 7Up+1)

Pour conclure cette section, nous attirons 'attention du lecteur sur le fait
que, malgré la notation utilisée, le carré de 'opérateur dV n’est pas nul. C’est
d’ailleurs la présence d’un second membre non nul dans I’équation (dV)? = F
qui va nous permettre un peu plus loin de définir 'opérateur de courbure.

4.2.9 Différentielles et dérivées covariantes généralisées V
Remarques

La différentielle covariante Vo d'un élément de I'E est un élément de
I'E®QYM). En général, les fibrés E et TM sont distincts (sauf dans le cas
particulier . Il n’empéche que Q'(M) peut étre considéré comme 1'en-
semble des sections de T*M, et, qu’en conséquence, cet élément Vo, au
lieu d’étre considéré comme une 1-forme a valeurs dans le fibré vectoriel
E peut étre considéré comme une O-forme a valeurs dans le fibré vectoriel
T*M ® E, c’est a dire un élément de I'(T*M ® FE). Nous désignerons en
général par le symbole 7( X, Y') 'ensemble des p-formes sur X a valeurs dans
Y. Avec ces notations, nous voyons qu'il est possible d’identifier Q'(M, E)
et QO(M, T*M @ E).

Jusqu’a présent, la connexion (le potentiel de jauge Aé = A;de“) avait
trait au fibré £, mais il peut se faire...(et généralement il se fait) que T*M
lui-méme soit muni d'une connexion (un potentiel de jauge I'j, = T} da*).
Nous étudierons plus loin, et en détails, le cas particulier des connexions
lindaires (du type I'y ), mais dans le présent paragraphe, nous souhaitons
seulement attirer 'attention du lecteur sur I'existence d’une ambiguité (le fait
qu’une 1-forme a valeurs dans un fibré puisse aussi étre considérée comme
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une 0-forme a valeurs dans un fibré différent) et sur le fait que cette am-
biguité permet, en quelque sorte, d’enrichir la théorie. Reprenons I’exemple
deoc e '(E);onau=d e =Vo e Q(M)®T(E). En tant que 1-forme
a valeurs dans le fibré vectoriel F, nous pouvons faire appel a la théorie des
différentielles extérieures covariantes et calculer d¥u = (dV)%o, qui est un
élément de I'(E) ® Q*(M). Cependant, en considérant u comme une O-forme
a valeurs dans le fibré T*M ® E, nous pouvons — dans la mesure ou les
deux fibrés E et T*M sont équipés de connexions — calculer la différentielle
covariante Vu = VVo. Lorsque o € I'(E), le calcul de Vo ne fait appel qu’a
la connexion A;'-, mais celui de Vu (avec u = Vo) fait appel simultanément a
la connexion Aj sur F et a la connexion I') sur T M. Plus généralement, si u
désigne un objet ayant un certain nombre (p, ¢) d’indices de type E (ou E*)
et un certain nombre (p/, ¢') d'indices de type TM (ou de type T*M), nous
pouvons le considérer comme une 0-forme & valeurs dans TM?4 @ EP4, et
calculer Vu, qui sera un élément de I'(T'M?"9 @ EP7)@Q (M). Nous pouvons
aussi, dans le cas ol u est antisymétrique en s indices de forme (s indices de
type T*M), considérer u comme un élément de T'(TMP 9 ~* @ EP9) @ Q(M)
et calculer sa différentielle extérieure covariante d¥u qui sera un élément de
D(TMP =5 @ EP9) @ Q1 (M). On imagine aisément la richesse des possi-
bilités... Au niveau des notations, nous adoptons la convention suivante :
si on écrit Vu, c’est que u doit étre considéré comme une 0-forme dans un
fibré approprié (méme si u = Vo ); par contre, si on écrit d¥u, c’est que u
doit étre considéré comme une p-forme sur M et que d¥ est une différentielle
extérieure covariante. En d’autres termes, I'utilisation de dV conduit toujours
a des objets possédant une certaine antisymétrie, ce qui n’est pas le cas pour
V. Il est bien évident que ces notations sont insuffisantes pour couvrir tous
les cas possibles, mais en général le contexte devrait permettre de préciser.

Exemple

Soit u = e;ul,e’ € TE ® Q'(M). En tant que tenseur-1-forme, on écrira
plutdt u = e;u’ sans faire apparaitre explicitement 1'indice de forme; on a
déja calculé sa différentielle extérieure covariante

d¥u = e;Du’ € TE @ Q*(M)

Par contre, en tant que 0-forme a valeurs dans le fibré T*M ® F, on fera ex-
plicitement apparaitre tous les indices uL, et, dans I’hypothese ou le fibré tan-
gent est lui-aussi muni d’une connexion I'; on pourra calculer la différentielle
covariante

Vu e I(T"M @ E) ® QL(M)
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I1 vient
Vu=V(e'®eu,)=e'®eu,,e"
ou
i i i gk _ T i
Upy = U + Akvuu FMVUP
i i
et u, , = e,[u;]. En effet

Vu = e ® e;.dul, + e @ (Ve;).ul, + (Ve') @ e;.u,
Par ailleurs,
Vu(eq, es) = e“(ea)eiuz;ye”(eg) = 55@%;”5% = eiufw
et donc Vu = e*Vu(e,, e,)e’. On voit que Vgu = e“eiuiﬁﬁ, par conséquent,
Vsu(eq) = Vu(eq, eg). Plus généralement
Vu(ea:Cass -+ Capi1) = Vapr U(€ars Cags - - -5 €ay)

Notons que, conformément a nos conventions, nous avons écrit les vecteurs
de base (les et'e; = e/ @ ¢;) a gauche des composantes (les u;,) et la base des
1-formes (les €”) a droite des composantes.

Comparaison entre V et dV

On pourra utilement comparer 1'expression de Vu obtenue ci-dessus avec
celle de dYVu calculée auparavant :

M, (s, i ok mp i\, V
Vu = ele;(u,, , + Ay u, —Th up)e

i i L v
d¥u = ei(u, , + Akuuﬁ —0— §upf,wp)e A et
On voit que d¥u = —2Alt Vu ou Alt désigne I'opérateur d’antisymétrisation.
De fagon générale, si u € QP(M, E), on peut fabriquer d¥u € QP (M, E) ou
Vu e N(T*P"M@E)RQY M) = QY (M, T**M ® E) ; la relation entre les deux
est

d¥u = (=1)P(p+1) Alt Vu

ou l'opérateur d’antisymétrisation Alt n’agit pas sur E.

Notons enfin que dV ne fait explicitement intervenir que la connexion
A sur E alors que V fait appel a la fois a la connexion A sur F et a la
connexion I' sur T'M. Il existe un cas particulierement intéressant ou les
fibrés E et T'M colincident ; nous y reviendrons dans la section consacrée
aux connexions linéaires.
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4.3 Courbure

4.3.1 Linéarité de (dV)?

Comme nous ’avons vu, l'opérateur
V=dv:T'(E)=Q"(M,E)—T(E)2 Q" (M)=Q"M,E)
s’étend & un opérateur dV : QP(M, E) — QPTY(M, E) et vérifie la propriété
dV (P AX) =dY () AN+ (=1)F) Ad)

lorsque ¢ € QF(M, E) et X € Q¥(M). On peut donc considérer 1'opérateur
(dV)? agissant sur les sections de E

(d)2 . T(E) — T(E) ® Q*(M) = Q*(M, E)

La propriété fondamentale de cet opérateur est d’étre linéaire par rapport
a l'algebre des fonctions sur M. On se souvient que I'(E) est un module
sur C°°(M), mais d¥ n’est pas linéaire par rapport aux fonctions (il Pest
seulement par rapport aux scalaires), en effet, lorsque o € I'(E) et f €

C>®(M), on a
d¥(o.f) = (d"o)f + odf # (dVo)f
par contre
(dV)(o.f) = d¥(dVo.f + o.df)
= ((dV)?0).f — dYodf +dY¥odf + od*f

et donc

(dV)*(o-f) = (d¥)*(0).f

Cette propriété de linéarité est absolument fondamentale. C’est elle qui,
en définitive, est responsable du fait que la courbure est caractérisée par un
tenseur. Par ailleurs, le fait que (dV)? envoie I'(E) dans ['( E) @Q?(M ) montre
que, si on “gele” les indices de forme (correspondant & l'espace Q*(M)), cet
opérateur envoie —linéairement— les sections de F dans les sections de F.
En d’autres termes (dV)? peut étre considéré comme une 2-forme & valeurs
dans le fibré des endomorphismes de E.

4.3.2 Expression de 'opérateur de courbure dans les
fibrés vectoriels associes

Remarque : On peut directement définir la courbure sur un fibré prin-
cipal en restant “dans le fibré principal” c’est a dire sans avoir besoin de
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se placer sur la base et sans méme considérer les fibrés associés. Une telle
définition, dans la lignée de celle donnée en section[].2.1], peut alors se trans-
porter au niveau des différents fibrés vectoriels associés, grace au choix de
la représentation définissant le fibré en question. Il s’agit la d’une méthode
élégante mais un peu abstraite en premiere lecture ... Nous y reviendrons un
peu plus loin (cf. paragraphe . En attendant, nous préférons définir la
courbure plus simplement, dans chaque fibré associé, en utilisant les résultats
déja obtenus pour l’écriture de la dérivée covariante et de la différentielle
extérieure covariante.

Nous venons de voir que le carré de la différentielle extérieure covariante
est un opérateur (en général non nul!) qui est linéaire par rapport aux fonc-
tions sur la variété. Appliqué a une section d’un fibré vectoriel E, il lui fait
correspondre une 2-forme (sur la base M) a valeurs dans FE ; I’écriture locale
de cet opérateur fera donc appel a deux jeux d’indices différents : des indices
1t et v en position basse, parce qu’il s’agit d'une 2-forme, et deux indices 7 et
j, 'un en position haute et 'autre en position basse, en effet, les indices de
forme étant fixés, I'opérateur agit comme un endomorphisme de la fibre (il
transforme les sections en sections). Cet objet est, de surcroit, antisymétrique
par rapport aux indices de forme p et v puisqu’il s’agit... d'une 2-forme! La
donnée de cet opérateur fera donc intervenir n(n — 1)/2 + p* nombres F;,,
si on suppose que dim M = n et que la fibre type est un espace vectoriel de
dimension p.

L’objet fabriqué peut étre considéré de bien des facons. En effet, si on gele
les indices de forme, on obtient F),, qui est une matrice p x p dont les éléments
de matrice sont les F! JZ uv- Si par contre, on gele les indices de fibre, on obtient
F} qui est une 2-forme sur la base. Nous verrons méme un peu plus loin en-
core d’autres facons de considérer cet objet. Certains auteurs réservent des
notations différentes pour ces objets qui sont mathématiquement distincts.
Nous ne le ferons pas car ne pas vouloir commettre de tels abus de notations
nuit, a notre avis, a la compréhension. Chaque fois qu’on a un tenseur ap-
partenant a un espace vectoriel £ ® F'® (G, on peut le considérer comme un
élément de Hom((E® F ® G)*, €) ou comme un élément de Hom(E*, F® Q)
ou comme ... Cela ne nous semble pas raisonnable de vouloir, a chaque fois,
changer la notation désignant ’objet en question !

Nous poserons donc simplement

F = (dV)?

et nous ferons apparaitre tel ou tel jeu d’indices suivant qu’on décidera de
saturer le tenseur I’ avec tel ou tel indice, conformément aux conventions
déja utilisées maintes fois dans ce qui précede.
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Nous calculons maintenant 1’expression de 'opérateur de courbure F' en
terme de la connexion A. Soit e; une famille de sections (locales ou non)
constituant, en chaque point x d’un certain voisinage de la base M une
base de la fibre V, au dessus de z. On sait que (dV)? : TE = Q(M, E) —
Q?(M, E). On va calculer

, 1 .
(dVQ)ej = ei_ijz =€; 5 F;#V dIH A dl‘y

11 vient :
(dV)%e; = d¥ (Ve;) = d¥ (e; Al dz")
= (dVe;) A (A]) + e;dA] = ex A N AL + e;d Al = ej(dA] + A N AF)

et donce

F) = (dA] + Al A AF)

4.3.3 Equation de structure pour la courbure

Il existe essentiellement deux fagons d’exprimer I'opérateur de courbure.
la premiere, en fonction des coefficients de connexion (potentiels de jauge) est
celle que nous venons de voir. La seconde, baptisée “équation de structure”
exprime directement la courbure en fonction de l'opérateur de dérivée cova-
riante. A titre d’exercice préliminaire, nous avons déja calculé explicitement
les composantes de la différentielle extérieure covariante d¥o d'une 1-forme
o a valeurs dans un fibré vectoriel E. Soit {e#} un co-repére mobile (base
constituée de sections locales de T*M) et {e;} un repere local du fibré F
(base constituée de sections locales de E). Soit o € Q'(M, E). On peut donc
écrire o = emie“. Nous avons déja vu que

dvd(eg, er) = Voo(er) — Vio(es) — o([es, er])

Supposons maintenant que la 1-forme o, a valeurs dans E soit elle-méme
obtenue comme la différentielle d’une section v de F : ¢ = Vw. Dans ce cas
(dV)?v = dVo. Nous utilisons le calcul précédent ; il vient

(dV)*v(e, er) = dYo(ey, ev)
= Vyuo(ey) = Vio(en) — o([en, ev])
= VMVVU — V,,VMU — V[My]v
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Mais, par définition,
(dv)%(eu, e,) = Fv

Nous obtenons donc ’équation de structure pour la courbure F' :

FIW = [vu’ vu] - V[#J’]

Comme d’habitude, nous avons posé V,, = V., et méme [, V] = [e,, e,] pour
alléger les notations. Noter que le second terme de ’équation de structure
pour 'opérateur de courbure s’annule lorsque le repere choisi dans T'M est
un repere naturel, puisque, dans un tel cas, [e,, e,] = 0. Rappelons que, p et
v étant fixés, F),, est un opérateur (linéaire), plus précisément un endomor-
phisme de la fibre au dessus du point  dont les éléments de matrice sont des
nombres F f,“,. Rappelons également que nous écrivons toujours les indices
de forme “en dernier”, c’est a dire F' G €6 mon F e

4.3.4 Identité de Bianchi pour la courbure

Cette identité, désignée souvent sous le nom de deuxiéme identité de
Bianchi (nous verrons la “premiere” dans le chapitre consacré aux connexions
linéaires) est une identité satisfaite par 'opérateur de courbure. Elle s’obtient
en utilisant la définition de FF = dA + A N A et les propriétés élémentaires
suivantes : > =0et AN (ANA) = (ANA)AA.

Tout d’abord F' = dA+ANA = dF = d?A+dANA— ANdA. On utilise
alors une deuxieme fois la définition de F' en remplacant dA par F'— AN A
dans la derniere expression. Il vient dF' = 04 (F —ANA)ANA—AN(F—ANA),
d’ou

dF + ANF = FAA]

On peut écrire explicitement les indices de forme : voir page 206

Notons que, lorsque le groupe structural est abélien, ANF — FAA=0
puisque ces formes sont a valeurs réelles. L’identité de Bianchi s’écrit alors
simplement dF' = 0, ce qui nous donne la “moitié” des équations de Maxwell
décrivant le champ électromagnétique (celles qui ne font pas intervenir les
sources). Dans le cas non abélien, et dans le contexte de ’étude des parti-
cules élémentaires (par exemple dans ’étude du champ chromodynamique),
la méme équation de Bianchi nous donne la “moitié¢” des équations de Yang-
Mills (celles qui ne font pas intervenir les sources).
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4.3.5 Transformation de jauge pour la courbure

Soit w une forme de connexion sur un fibré principal P et {2 = Dw la forme
de courbure correspondante. Nous avons vu que la définition du potentiel de
jauge A et de la courbure F' faisait appel au choix d’une section locale

oc:x €M —o(x)eP
Nous allons momentanément désigner par A et °F le potentiel de jauge et
la courbure correspondante. Soit

T:xeEM—rT1(x)€EP

une autre section locale qu’on obtient a partir de ¢ par une fonction de
transition

Jor - T EM — gor(z) €G
Rappelons que

7(z) = 0(2)gor ()
Nous avons étudié au [4.2.4] comment se transformaient les potentiels de

jauge par changement de section, a savoir,

TA= go_'Tl UAgUT + g;TlngT

La courbure associée a "A est égale a "TF = d"A+"A ATA. En remplacant
TA par son expression en fonction de A, nous allons découvrir la loi de
transformation pour la courbure. Notons provisoirement A = %A et g = ¢, ;
il vient

TF=d(g ' Ag+gdg) + (9 Ag+ g dg) A (g7 Ag + g dyg)
= (—g 2dg AN Ag+ g 'dAg — g ' ANdg) + (g Pdg Adg + g d’g) +
g ANAg+ gl dgNgT Ag+ g ANdg + g dg A g dy
= (=g 2dgNAg+ g H(dA+ANA)g—g tANdg
+0+0+g 'dgng " Ag+ (97" Ag) A (g 'dg)
=g '(dA+ANA)yg
En utilisant les propriétés élémentaires de la différentielle d, nous voyons que

tous les termes se compensent a ’exception de deux, et, qu’en conséquence,

TF:g;Tl “F gor

Attention : il n’y a aucune sommation sur o et 7 (les indices ne désignent
pas ici des composantes mais servent seulement a désigner les objets eux-
meémes). Il faut remarquer la simplicité de cette loi de transformation, lors-
qu’on la compare a celle du potentiel de jauge. Noter qu’en particulier, le
terme “dérivatif” ¢g~'dg a disparu.
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4.3.6 Forme de connexion, différentielle covariante et
courbure dans les fibrés principaux (compléments)

Remarque générale

Nous avons tout d’abord défini la forme de connexion w au niveau de fibré
principal, puis le potentiel de jauge A} sur la base (A n’est rien d’autre qu'une
écriture locale de w), puis nous avons défini la matrice de connexion A; ., dans
chaque fibré associé. Il est possible d’adopter une démarche similaire pour
la courbure associée a une connexion : il est possible de définir une 2-forme
de courbure €2 au niveau du fibré principal, puis son écriture locale F, sur
la base, puis enfin le tenseur FJ?W = F5, p(Xa)z- dans chaque fibré associé
caractérisé par une représentation p du groupe structural. Bien entendu,
l’objet ainsi obtenu doit coincider avec la courbure introduite et étudiée dans
les sous-sections précédentes ot nous avons travaillé tout du long dans les
fibrés vectoriels. Cela dit, nous avons préféré, dans le cadre de cet ouvrage,
pour des raisons d’ordre aussi bien pédagogiques que pratiques, développer
le formalisme de la courbure dans les fibrés vectoriels. Nous allons néanmoins
énoncer quelques définitions et résultats généraux, de fagon a ce que lecteur
se fasse une idée de ce qu’aurait pu étre une autre facon de présenter le sujet.
Nous laissons au lecteur le soin de démontrer 1’équivalence des différentes
approches.

Forme de connexion

Compléments sans démonstration. Soit P = P(M,G) un fibré principal
muni d’une forme de connexion w. Nous savons déja que les noyaux de w en
e et en eg,g € G sont reliés par Kerw., = (Kerw.)g. Par ailleurs, on sait
que la composée de w avec I'application (R,). : Lie G — T'(z, P) qui, a tout
élément de 'algebre de Lie associe un vecteur tangent en z, doit coincider
avec l'application identique. On en déduit la loi de transformation suivante
pour w :

Riw = Ad;lw

ou R, est définie par z € P — zg € P. Pour conclure ce paragraphe, notons
qu’on aurait pu définir la connexion comme la donnée d’une forme w sur P,

a valeurs dans Lie G, telle que w(X,(z)) = X, et satisfaisant a la propriété
d’équivariance ci-dessus.
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Différentielle covariante

La différentielle covariante sur un fibré principal , que nous noterons

D et non V se définit comme suit. Si A est une p-forme sur P (& va-
leurs réelles ou complexes, a valeurs dans un espace vectoriel, ou encore

a valeurs dans une algebre de Lie), on définit D A comme la différentielle
extérieure (usuelle) de I'horizontalisée de A . Cela signifie que pour calculer

D X (wy,ws, ..., wy, wpy1) on évalue la différentielle d A sur 'horizontalisé
des vecteurs wy, wo, ..., Wpi1.
= =
_ h h
DX (wy, .., wpp1) =d X (wy, ..., wy, )

Cette définition est générale et ne suppose ni que Y est horizontal, ni qu’il est
éﬁquivariant. Lorsque p est une représentation du groupe structural G et que
A est horizontal et équivariant de type p, c’est a dire qu’il est a valeurs dans
I'espace vectoriel support de la représentation p et que X . (wy,...,w,) =

%
p(g71) X o(wy, ..., wp), on démontre que

DX =dX +pw) A X

C’est volontairement que La notation D utilisée ici cgincide avec celle intro-
duite au paragraphe . Notons égalemeg que D A s’annule des que 1'un
de ses arguments est un vecteur vertical : D A est donc une forme horizontale.

L’opérateur de courbure dans les fibrés principaux

Aspect global La 2-forme de courbure sur P, que nous noterons €2 (et
non F) est définie tres simplement comme

) est donc une 2-forme a valeurs dans Lie G. Par construction, c’est une
forme horizontale. Noter que la forme de connexion, au contraire, est verti-
cale puisque les vecteurs horizontaux constituent son noyau. A 'aide de la
définition générale de D, on montre alors que

Q=dw+ 3w Aw

Il ny a _aucune contradiction entre les expressions données précédemment
pour DX et Dw (présence du facteur 1/2) car la forme w est a valeurs

dans Lie GG. Notons aussi que le résultat obtenu pour A supposait ce dernier
horizontal, ce qui n’est manifestement jamais le cas pour w.
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Aspect local De la méme facon que nous sommes passés de w, défini
sur P a son expression locale, le potentiel de jauge A (la 1-forme définie
sur M par A(v) = w(o.w)), nous pouvons passer de €2 (défini sur P) a son
expression locale, qui est une 2-forme F' définie sur M et a valeurs dans
Lie G. Choisissons en effet une section locale x € M — o(z) € P, et vy, v,
deux vecteurs en x. On pose

F(v1,v9) = Q(0.v1, 0,02)

On transporte (“push forward”) donc d’abord v; et vy par Iapplication
linéaire tangente a o puis on utilise €2 pour obtenir un élément de Lie G.

Si vy et vg sont deux vecteurs e, e, appartenant a un repere mobile {e, },
on pose F,, = F(e,, e,). Cette expression appartient a Lie G. Si on choisit
une base {X,} de cette algebre de Lie, on peut décomposer F),, sur cette
base, et on écrit donc

F, = FoX,

Les indices p et v peuvent prendre des valeurs allant de 1 a n = dim M mais
I'indice o va de 1 a dim G.

Passage aux fibrés associés

Soit maintenant £ = E(M,V) un fibré vectoriel associé a P via une
représentation p de G sur un espace vectoriel V' de dimension p.

Aspect global La forme de connexion w, a valeurs dans g devient p(w)
et, de la méme fagon, la forme de courbure €2, & valeurs dans g devient p(2)
et est a valeurs dans les endomorphismes de V. On a encore

() = pd() + 3 p() A p(w)]

Aspect local Pour obtenir I'expression locale de I'opérateur de cour-
bure, il existe deux possibilités. La premiere est de transporter 1’expres-
sion de F, un élément de Q?(M,g), dans le fibré vectoriel caractérisé par
la représentation p (il s’agit donc en fait de p(F) € Q*(M, End(V)) mais
nous continuerons a le noter abusivement F') en posant

F = 1F,dz" Adz” avec F,, = Fo, Ty et Ty = p(Xa)

=3 9

Notons que X, est un élément de Ialgebre de Lie de G mais que T,, = p(X,)
est un endomorphisme de ’espace vectoriel V. Relativement a un repere local
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e; du fibré E (c’est a dire le choix, en tout point z appartenant a un ouvert
U C M, d’une base de la fibre V,, au dessus de z) on pourra noter F;W les
composantes de I'endomorphisme F),,.

La deuxiéme possibilité est de représenter localement la 2-forme p(€2).
Notons & ce propos que

i j 1 i
ASN AL = §[AAA]k

en effet
A AL = ANT); N A (To)) = A% A AT T),
_ %(Aa N AP (TWTs)i + AP A A(T5T)L)
= S(A° A AT, Tolf) = S[A A Al
Ainsi

F:dA+§[AAA]<:>JTj:dAj+AkAA§

chose que nous savions déja.

Rappelons une fois de plus que la courbure €2, dans P, ne dépend que du
choix de la connexion, alors que 1’objet F' qui lui correspond sur la base (ou
dans un fibré associé) dépend également du choix d’une section locale o. Nous
notons encore F' cet opérateur de courbure, mais un “puriste” rajouterait
quelque part les symboles o et p pour se rappeler que la définition dépend de
la section locale o (dépendance “de jauge”) et de la représentation p choisie.

Encore une fois, nous laissons au lecteur le soin de démontrer que cette
définition de la courbure au niveau des fibrés associés coincide avec celle
donnée dans les sections précédentes.

%
L’opérateur D? Les expressions données pour D X et Dw conduisent
a l'identité de Bianchi que nous avons déja étudiée auparavant (mais écrite
a laide de de F)

DO = D*w=0

ainsi qu’a

_>
lorsque A est horizontale et équivariante.
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Mise en garde concernant I'utilisation de la notation D

La différentielle covariante D agit sur les formes (n’importe quelles formes)
définies sur le fibré principal P. Certaines de ces formes sont verticales (c’est
le cas de la forme de connexion w), et les autres sont horizontales (c’est le
cas de la forme de courbure). Par ailleurs, on sait comment associer, a toute
p-forme A sur M a valeurs dans le fibré vectoriel E, une p-forme Y sur P,
équivariante, a valeurs dans la fibre type; par construction, A\ est aussi une
forme horizontale. La différentielle covariante D agit aussi bien sur w que sur
Q ou Y Cependant, nous avons déja introduit un opérateur D agissant sur
les sections de fibrés associés (ou plus généralement sur les sections-p-formes)
ainsi que les regles de calcul correspondantes. Pour un objet équivariant et
horizontal, il est facile i‘f voir que les notations sont ggmpatibles en ce sens
que, si A = classe((z, X)) alors dV\ = classe((z.D \)). Par contre, il est
dangereux d’utiliser la notation D en dehors de ce contexte; c’est ainsi, par
exemple, que nous nous garderons d’appliquer D (ou d¥) au potentiel de
jauge A lui-méme (car il s’agit alors du pull-back, via une section locale,
d’une forme verticale).

4.3.7 Ecritures diverses de la courbure F' (récapitulatif)

Nous avons déja mentionné les diverses facons de considérer cet objet.
Nous nous contentons ici de rassembler les diverses notations et formules
essentielles. On pose T, = p(X,).

F = (dV)?
Fw{ = [V,%,V,,]‘— V[MW]
Fi =dA,+ AL NAY & F=dA+ANA

J

1
F = EFWd:v“/\dx”

F,, = FoT,
‘Fjiﬂl’ = FSV(TQ);'

Les physiciens des particules ont I’habitude de développer la courbure
sur les générateurs de ’algebre de Lie, et pour cette raison utilisent le plus
souvent les composantes Fy7,. Par contre, les astrophysiciens, cosmologistes
et autres spécialistes des phénomenes gravitationnels ont plutot I’habitude
d’utiliser les composantes Fj,w. Le lien entre les deux sortes de notations
se fait grace aux relations précédentes (rappelons que (7, a); désigne, dans le
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repere {e;} du fibré vectoriel, les éléments de matrice (i, j) de la matrice T,
image du générateur X, de Lie G dans la représentation considérée.

4.3.8 Connexions et opérations de Cartan

Dans le chapitre précédent, nous avons vu qu'un espace fibré principal P
permettait automatiquement de définir une opération de Cartan de ’algebre
de Lie g sur l'algebre différentielle Q(P) des formes différentielles sur P, c¢’est
a dire un produit intérieur ix et une dérivée de Lie Ly, indexés par X € g
obéissant aux relations usuelles. La seule structure de fibré principal nous a
ainsi permis de définir et de caractériser les notions de formes invariantes,
horizontales ou basiques.

Nous voulons maintenant généraliser ces opérateurs de fagon a ce qu’ils
puissent agir sur des formes sur P a valeurs dans une algebre de Lie g, c’est
a dire sur les éléments de Q(P,g) = g ® Q(P).

Soit T € g® Q°(P) et X € g, on peut décomposer 7 comme une somme
de termes du type Y ® aw avec Y € g et a € Q°(P). On définit :

Zx(y & a) =Y ® ixo € QS_I(P)

Lx(Y®Oé) = Y®LXa - QS(P)
dY ® a) =Y ®@da € Q*TH(P)

ainsi que le crochet
Yi@anY,®f]=1,Y2]@anp

avec Y1, Y5 € get o, 5 € Q(P). Ces concepts se généralisent immédiatement
au cas ou I'algebre différentielle Q( P) est remplacée par une algebre différentielle
3-graduée quelconque munie d’une opération de Cartan.

Une connexion algébrique w sur l'algebre différentielle Q(P) est, par
définition, la donnée d’un élément de g Q! (P) obéissant aux deux conditions
suivantes

VX €g ixw= X (verticalité)
VX €g Lxw=[wA X] (équivariance)

Cette définition est encore valable lorsqu’on remplace Q( P) par une algebre
différentielle 3-graduée quelconque munie d’une opération de Cartan. Nous
laissons au lecteur le soin de démontrer que la notion de forme de connexion,
telle qu’elle a été définie précédemment coincide bien avec la notion de
connexion algébrique sur Q(P).
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De fagon générale, on appelle courbure d’une connexion algébrique la
2-forme () a valeurs dans g définie par

1
Q:dw+§[w/\w]

On vérifie alors les deux propriétés suivantes :

VX €g ixQ2 =0 (horizontalité)
VX €g LxQ=[QAX] (équivariance)

4.3.9 Groupe d’holonomie d’une connexion, fibré d’ho-
lonomie

Il s’agit 1a d’'un important sujet mais nous ne ferons que donner quelques
définitions générales et énoncer un théoreme célebre.

Soit z un point d’un fibré principal P = P(M,G) qu’on supposera muni
d’une connexion w. Le groupe d’holonomie H(z) de la connexion w au point
z est défini comme suit

H(z) = {g € GJ|zet zg peuvent étre reliés par une courbe horizontale}

Il est bien évident que H(z) est un sous-groupe du groupe structural mais il
faut bien noter que le sous-groupe en question peut étre, dans certains cas,
assez ‘“petit”. Intuitivement, on décrit, sur la base, une courbe quelconque
revenant a son point de départ, et on décide de transporter un repere avec
soi (le “repere” z) par parallélisme. Lorsqu’on revient a son point de départ,
le repere aura tourné par un élément g de GG qui dépend, en général, aussi
bien du chemin suivi que du repere de départ.

Nous venons de considérer I’ensemble des points de P qui, d’une part, sont
situés dans la méme fibre que z et qui, d’autre part, peuvent étre reliés a z
par une courbe horizontale. On peut, de fagon plus générale ne pas supposer
que ces points sont dans la méme fibre. On obtient ainsi la définition du fibré
d’holonomie en z :

Y (z) = {z' € P|zet z'peuvent étre reliés par une courbe horizontale}

On peut montrer que Y (z) est effectivement un espace fibré de groupe struc-

tural H(z). Noter qu’on obtient ainsi un espace fibré pour chaque point z.
Soient Z; et Z5, deux champs de vecteurs horizontaux et 2 la 2-forme

de courbure associée a la connexion choisie. On démontre alors (théoreme

d’Ambrose-Singer) que les éléments de Lie G qui sont de la forme 0, (Z(z), Z5(z))

engendrent 1’algebre de Lie du groupe d’holonomie au point z.
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D’une certaine facon, le groupe d’holonomie en z fournit donc une esti-
mation de la courbure en ce point. Ceci est d’ailleurs assez intuitif : si un
transport par parallelisme le long d’une courbe fermée n’entraine aucune “ro-
tation” du repere, c’est que la région dans laquelle on se promene est assez
plate ...

4.3.10 Reéduction des connexions

Soit P = P(M,G), un espace fibré principal, H un sous-groupe de G
et soit Q = Q(M, H) une réduction du fibré P. Nous savons qu’'une telle
réduction est associée au choix d’une section globale (que nous désignerons
par ®) dans le fibré en espaces homogenes £ = E(M,G/H) qui est associé
A P via l'action & gauche de G sur G/H. On rappelle que Q = p~H(®(M))
ou p désigne la projection de P sur ' = P mod H.

Soit maintenant w une forme de connexion définissant une forme de
connexion principale dans P. On dira que cette connexion est réductible
et se réduit a @ si la restriction (au sens de la restriction des applications)
de w a @) définit une connexion principale dans le fibré ). En particulier, w,
restreinte a () doit étre a valeurs dans ’algebre de Lie du groupe H.

Au niveau des algebres de Lie, nous pouvons écrire g = h @ s ou g et b
désignent respectivement les algebres de Lie de GG et de H, et ou s est un sous-
espace vectoriel supplémentaire de h dans g, espace vectoriel qui peut étre
identifié avec 'espace tangent a l'origine de S = GG/ H. Supposer la connexion
w réductible revient a supposer qu’elle ne possede pas de composantes le long
de I'espace vectoriel s.

Soit w une forme de connexion quelconque dans le fibré P et wg sa res-
triction au sous-fibré (). On peut toujours décomposer

w=ws + s

avec we (V) € h et O5(V) € s lorsque V' € T'P. 1l est facile de voir que wg est
une forme de connexion sur le fibré principal @) et que, plus généralement, il
existe une bijection entre I’ensemble des connexions w sur P et ’ensemble des
couples (wg,f0p) Ol wg est une connexion sur @) et o g est une 1-forme a
valeurs dans s. Supposer w réductible revient des lors a supposer que 0 = 0.

Soit Q = dw + 3[w A w] la courbure de w et Qg sa restriction a Q. Il vient
immédiatement :

1
QQ = Q¢ + DOg + 5[9@ /\0@]

ou Qq; = da@ + %[a@ VAN w.:p} et D9q> = d0<1> + [qu; VAN 9(1)]
Cette décomposition de la forme de connexion w et de la courbure cor-
respondante €2 peut étre effectuée chaque fois qu’on a une réduction du fibré
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P (chaque fois qu'on a une section globale ® de P mod H). La forme de
connexion elle-méme n’est pas nécessairement réductible : en général 04 # 0.

Citons trois exemples particulierement importants de ce type de construc-
tion. Nous n’aurons pas le loisir de beaucoup les discuter plus avant mais nous
les proposons néanmoins au lecteur, comme themes de réflexion.

— En physique, cette décomposition de la forme de connexion apparait
lorsqu’on analyse le phénomene de brisure de symétrie : la forme de
connexion wg (ou plutot le potentiel de Yang-Mills associé) est le
champ de Yang-Mills survivant a la brisure de symétrie, et 74 (ol
plutot le potentiel associé) décrit les bosons vectoriels massifs.

— 1II existe un fibré principal dont nous n’avons jamais parlé et qu’on
peut construire en élargissant le fibré F'M des reperes linéaires : c¢’est
le fibré AM des reperes affines. On le construit par la méthode générale
d’élargissement des espaces fibrés, en remplagant le groupe de struc-
ture de F'M (& savoir le groupe linéaire GL(n)) par son produit semi-
direct avec les translations, c’est a dire le groupe affine GL(n) o R"™.
Conformément a la discussion qui précede, on peut, a 'aide d’une
connexion linéaire (une connexion sur F'M) et de la 1-forme canonique
0 sur FM & valeurs dans R" (un élément particulier de A'(F M, R")
sur lequel nous reviendrons en section , fabriquer une forme de
connexion sur le fibré principal AM. Une telle connexion sur AM,
construite grace a la forme canonique 6, s’appelle connexion affine.
(attention : il existe des connexions sur AM qui ne sont pas de ce type)
et la différentielle covariante D@ s’interprete, dans ce cas, comme la 2-
forme de torsion. Nous y reviendrons. Notons que, dans le cas général
on peut désigner D@ sous le nom de forme de torsion généralisée.

— On peut aussi partir du fibré principal F'M des reperes linéaires et,
grace au choix d’une métrique (une section globale de F'M mod SO(n),
dont la fibre type est GL(n)/SO(N)), le réduire a un fibré de reperes
orthonormés noté OM. Une connexion arbitraire sur F'M n’est pas
nécessairement réductible. On dira qu’une connexion sur F'M est
une connexion métrique, ou encore, qu’elle est compatible avec la
métrique, si elle est réductible. Bien entendu, on pourrait tout aussi
bien choisir directement une connexion sur un fibré OM lui-méme ca-
ractérisé par le choix d'une métrique. Nous y reviendrons également.
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4.4 Cas particulier des connexions linéaires

4.4.1 Définition et généralités

A priori, un fibré principal donné n’est pas nécessairement relié au fibré
des reperes linéaires d’une variété. Cela étant, il est certain que le fibré des
reperes linéaires fournit un exemple particulierement remarquable d’espace
fibré. Il en va de méme, plus généralement, pour n’importe quel fibré prin-
cipal associé au fibré tangent d’une variété et pour lequel, donc, le groupe
structural est un sous-groupe de GL(n,R).

On dira qu'une connexion est une connexion linéaire si elle est définie
dans le fibré principal des reperes linéaires ou dans un sous-fibré de ce dernier.
Ce qu’il y a de particulier dans ce cas est que les indices de fibre (que nous
avons noté 7, j, k... dans les sections précédentes) peuvent coincider —ou
tout au moins étre canoniquement associés — avec les indices de base (que
nous avons noté u, v, p, ... dans les sections précédentes). Dans le paragraphe
consacré aux différentielles extérieures covariantes, nous nous sommes efforcés
de bien établir une distinction entre ces deux types d’indices. Le fait de
pouvoir les confondre, dans le cas des connexions linéaires, ouvre de nouvelles
possibilités (on peut ainsi, par exemple, “contracter” un indice de fibre avec
un indice de base) mais est également & I’origine de confusions dangereuses. . .

Bien évidemment, les connexions dans des fibrés vectoriels associés quel-
conques (non reliés au fibré tangent) sont aussi “linéaires” que “nos” connexions
linéaires mais il se trouve qu'une grande partie de la planéte (en particulier
la communauté des physiciens théoriciens) a adopté cette terminologie, par
ailleurs commode.

Nous venons de définir une connexion linéaire comme connexion définie
dans le fibré des reperes linéaires ou dans un sous-fibré de ce dernier. Il y
a la une subtilité qu’il faut bien comprendre : il est certain qu’une forme
de connexion a valeurs dans l’algebre de Lie du groupe H, avec H C G,
peut s’étendre a une forme de connexion a valeurs dans l’algebre de Lie de
G puisque tout fibré principal peut étre élargi (relire a ce sujet la section
consacrée au changement de groupe structural dans les fibrés principaux) et
qu’il suffit alors de mettre a zéro les composantes supplémentaires de la forme
de connexion choisie. Par contre, et méme dans le cas ou le fibré des reperes
linéaires peut étre réduit (relire la méme section), il n’est pas du tout évident
que la forme de connexion puisse ’étre. Nous reviendrons a ce probleme dans
la section consacrée a 1’étude des connexion riemanniennes.

Il faut enfin attirer I'attention du lecteur sur le fait qu’il est a prior:
possible de fabriquer, a partir d’une variété différentiable de dimension n
donnée, différents fibrés principaux ayant pour groupe structural GL(n,R)
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et ne coincidant pas entre eux. Par exemple, on peut choisir une variété
non parallélisable (comme la sphére S*) et construire d'une part le fibré
principal (non trivial) des repéres linéaires P ainsi que le fibré principal
trivial Q@ = S* x GL(4,%R).

4.4.2 Potentiel de jauge et courbure des connexions
linéaires
Une connexion linéaire étant un cas particulier de connexion principale,

tout ce qui a été écrit précédemment a ce sujet reste vrai. Nous nous conten-
terons donc de re-écrire les formules les plus utiles dans le contexte présent.

Pour des raisons historiques, le potentiel de jauge se note plutot ' (et non
A) et le tenseur de courbure se note plutot R (et non F).
— Soit {X,} une base de Lie GL(n,R) et {52} le repére naturel associé
a une carte locale sur M. On pourra écrire

[ =% X,dz"

— En gardant la méme notation X, pour les matrices qui représentent
les générateurs, matrices qui agissent donc sur les n-uplets de compo-
santes des vecteurs tangents, [ devient alors une matrice de connexion

dont les éléments de matrice I') sont des 1-formes, puisque

V=17 dx" avecl’) = FZ(X“)Z
Les nombres ') sont les coeflicients de connexion qu'on désigne
souvent, dans ce cas, sous le nom de Symboles de Christoffel . En fait,
les symboles de Christoffel désignent traditionnellement les coefficients
de connexion associés a la connexion riemannienne (connexion de Levi-
Civita) écrits dans un repere naturel (voir plus loin).

— Attention, rien ne nous oblige a choisir la méme base dans la fibre
au point P (i.e. dans T'(M, P)) et dans espace tangent au point P
(encore T'(M, P)!). Ainsi donc, nous pouvons choisir sur la base un
repere naturel {0,} et, sur la fibre —qui coincide avec la base— un
repere mobile {e, = A%0,}; dans ce cas, les éléments de matrice se
noteront I'g et ce seront évidement toujours des 1-formes I' = 'y da.

— Par ailleurs, rien ne nous oblige, non plus, a choisir un repere naturel
sur la base... On pourrait, en effet, tres bien choisir un autre repere
mobile e, avec co-repere dual e, auquel cas, on écrirait I' = I'j et

— Dans le cas ot nous choisissons les indices de base différents des indices
de fibre, les diverses formules données dans les sections précédentes
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pour un fibré vectoriel quelconque restent absolument identiques (rem-
placer seulement les indices de fibre “i, j” par les indices appropriés).
Dans le cas ou 'on décide d’utiliser un seul et unique repere local
(par exemple un repere naturel e, = 0, et co-repere correspondant
et = dx*), il faut faire trés attention a la position de I'indice de forme
(il n’existe pas de conventions universelles!) En général,

_ vo__ Vo
Ve, =¢,, =e} €

Pour un vecteur v = e,(.)v” € T'M, on obtient

Vv = V(e ")
= (e,T))v” + e,dv”
= (I + eu[v”])eve”
=V, ve"
Notons que
Vo= (Vu,e,) = e,

Pour les éléments du dual, la différentiation covariante introduit, comme
d’habitude, un signe “moins” :

UV _oPTV — _ PV i
Ve er erMe

Attention : conformément a nos conventions générales (que nous ne
respectons pas toujours !) nous avons écrit les composantes a droite des
vecteurs de base, mais, bien que e,u soit une dérivation de 1’algebre
des fonctions, il ne faut pas confondre le champ de vecteurs v = e, v”,
qui signifie, en fait, v[.] = e,[.]Jv” avec la fonction scalaire e, [v”]!
Re-écrivons, pour terminer, la loi de transformation des coefficients de
connexion (avec, par exemple e/, = Ale,)

I = (AT, AL AL 4 (A1) 9,A5 AL,
En ce qui concerne le tenseur associé a 'opérateur de courbure, il se
nomme le tenseur de Riemann et ses composantes sont notées R3
(au lieu de Fg ). Si on choisit la méme base dans la fibre et dans
l'espace tangent au point considéré, il se note alors Rf , et il faut
bien entendu se rappeler qu’il est antisymétrique sur les indices p et
v puisqu’il provient d’une matrice R = dI' + ' AT dont les éléments
de matrice R? sont des 2-formes.
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. N « . N _ a
Si le repere choisi est un repere naturel {e, = 57-}, on a donc

1
0 _ —pp % v
RP = QRGde A dx
Si le repere choisi est un repere mobile {e, } avec fonctions de structure
fu” définies par [e,, e,] = fu.. e, on a

1
Rl = §R§W6“ Ae”
ou e” désigne le corepere mobile dual.
L’expression R = dI' + ' AT, ou, plus simplement, ’equation de
structure pour la courbure,

R(U, U) = [Vuy V’U] - v[“v”]

équation établie en section [4.3.3] équation qui est, bien sir, encore
valable dans le cas des connexions linéaires, nous permet de calcu-
ler explicitement les composantes de R en fonction des coefficients de
connexion et des fonctions de structure du repere. On calcule simple-
ment

Rg,, = (e Rley ev)ep)

- (Faﬁwu — Faﬂuw) + (FawFTﬂV — 1 g, — FgrfﬁwT)

ou, comme d’habitude, on a noté h , = e,[h], pour toute fonction h,
que {e,} soit un repere mobile ou un repere naturel (dans ce dernier
cas, f,,,” = 0). L’alignement des indices haut et bas dans la formule
précédente est pour [instant sans importance, car on n’a pas encore de
métrique (de produit scalaire) pour identifier un espace vectoriel avec
son dual, c¢’est a dire pour “monter” ou “descendre” les indices. Cela
o . e o o . o
dit, c’est une bonne habitude d’écrire I'*g,, et f,,” plutot que I'G, et
Ih, car, dans la section suivante, consacrée aux connexions métriques,
_ . g
nous poserons I'og, = gor 7, €t fruvp = Gpo fr

4.4.3 Différentielle extérieure covariante (cas des connexions
linéaires)
Nous avons déja défini 'opérateur dv : QP(M, E) — QPFL(M, E) agissant

sur les sections-p-formes d’un fibré vectoriel quelconque. Lorsque £ = T'M
(ou une puissance tensorielle quelconque d’icelui), ce qui a été précédemment
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écrit reste vrai. La nouveauté vient du fait que, par suite de l'identification
possible entre indices de base et indices de fibre, un seul et méme objet peut
étre regardé de plusieurs fagons différentes. Nous allons directement définir
I'action de I'opérateur D, agissant sur des objets indexés (par exemple B*,,)
en décidant de me jamais faire apparaitre les indices de forme : c’est ainsi
que si nous nous intéressons a une 2-forme a valeurs dans le fibré vectoriel
TM@T*M ®T*M, objet dont la décomposition complete par rapport a un
repere naturel s’écrirait

1 a v (o T
B = EBMV’MT(@ ® dz¥ @ dz”) ®(d:c A dz")

ou, mieux encore, plus simplement (c’est a dire en passant le ) sous silence)
B—a dz” d”lB“ dxz? A dx”
—(%@’x@x)g vpor (dz? N dzT)

Nous conviendrons de sous-entendre les indices de forme o, 7 et d’appliquer
D alobjet B*,, qui, évidemment, n’est plus une fonction mais une 2-forme,
puisque

B*,, = %B“,,pmdx" A dx”

C’est donc la notation elle-méme qui définit le fibré dans lequel on se place,
puisque seuls apparaissent les indices de fibre. On voit donc que

B=(:Z ®d® dz”)B*,,

Ozt

Pour ce qui est de 'opérateur D nous obtenons,

DB*,, = dB¥,, + T% A B, — T} A By, — TA A B,y

Nous laissons au lecteur le soin de généraliser (de maniére évidente) ces
formules pour un objet B quelconque ayant un nombre quelconque d’indices
en haut et en bas. Dans le cas présent, I’'objet obtenu est donc une 3-forme a
valeurs dans TM @ T* M ®T* M et on pourrait le noter, de fagon intrinseque,
sous la forme dV B, avec, par conséquent

dVB = (3% @ dv¥ @ dz’)DB*,,

oxH

L’inconvénient de la notation dV B est quil faut se rappeler dans quel fibré
on se place; en effet, rien ne nous interdit de considérer B comme une 0-
forme & valeurs dans TM ® (T*M)®* ou méme, comme une 1-forme & va-
leurs dans TM @ (T*M)®3 ... le probleme étant alors que les opérateurs
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dV relatifs & ces différents fibrés sont différents et que donc, les objets d¥ B
obtenus sont également différents (et tous absolument intrinseques!). L’ac-
tion de 'opérateur D, quant a elle, est bien déterminée, a condition, bien
sur, d’adopter la convention précédemment décrite, a savoir le fait d’écrire
systématiquement les indices de fibre et de simultanément masquer les in-
dices de forme. Le lecteur saura donc immédiatement calculer DB*,, aussi
bien que DB*, ., ou que DB*, ;.

Pour lever 'ambiguité concernant la notation dV, il faudrait écrire d(p7 9
pour la différentielle extérieure covariante agissant sur les formes de degré
quelconque a valeurs dans (TM)®P @ (T*M)®1.

Pour illustrer notre propos, nous considérons un premier exemple donné par
un tenseur antisymétrique de rang 2, noté F = %F o Azt N dx? = Fdat @ dx”,
sur la variété M. Nous pouvons considérer cet objet comme

— Une 2-forme sur M a valeurs réelles. Dans ce cas, la différentielle extérieure

covariante, que nous devrions noter d& o coincide avec la différentielle extérieure.
En effet, puisqu’il n’y a aucun indice de fibre, 'opérateur D agit sur F et

DF = dF = dgF

v

Le résultat est une 3-forme.

— Une 0-forme sur M a valeur dans le fibré T*M ® T*M (en l'occurrence,
dans la partie antisymétrique de ce dernier). Dans ce cas 'opérateur D agit
sur Fy,, et

DFy =dF,, — T Fp =T F,,

Quant a la différentielle extérieure covariante, que nous devrions noter dg 2
b
elle est donnée par

1
dy o F = (dz" @ da") 5 DFpu

et coincide donc tout simplement avec la différentielle covariante usuelle
puisque F' est considérée comme O-forme : VF = %Fm/;p dx* ® dx¥ ® dx’
avec Fyp.p = Fuyp — I‘ZpFU,, — I“ZPFW. Comme d’habitude, la différentielle
extérieure covariante d’une 0-forme coincide avec la différentielle covariante.
Notons également que VF' n’est pas completement antisymétrique : ce n’est
pas une 3-forme mais une 1-forme a valeurs dans la partie antisymétrique
du produit tensoriel T*M ® T*M.

— Une 1-forme sur M a valeurs dans le fibré vectoriel 7% M. Conformément
a nos habitudes, nous faisons agir D sur un objet dont on n’écrit jamais
les indices de forme. On pose donc F' = da#F),, ce qui définit en méme
temps la l-forme F), = F,,dz", et on calcule DF, = dF, — I} F,. La
différentielle extérieure covariante dg 1F' = dx"DF), est donc une 2-forme
sur M a valeurs dans T*M.

— Les deux indices de F),, jouant des roles semblables, on peut également
définir la 1-forme F) = F,,da"(= —F,), calculer DF], = dF}, — T'7F] et
poser dg?lF = dx"DF)(= —dOVJF)
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Notre deuxieme exemple sera un tenseur symétrique de rang 2 noté g = g,,, dz" ®
dx¥. Cet objet peut étre considéré comme une O-forme & valeurs dans le fibré
T*M ® T*M, en 'occurrence, dans la partie symétrique de ce dernier, ou encore,
de deux fagons différentes, comme une 1-forme a valeurs dans le fibré T*M. Pour
étre en accord avec nos conventions d’écriture, on devrait plutot écrire g = (dz# ®
dz") g lorsqu’on veut considérer g comme O-forme. Dans ce cas, on posera

Dg;w = dg;w - Fzgau - Fggau

La différentielle extérieure covariante dy,, coincide alors avec la différentielle cova-
riante V puisqu’elle est appliquée a une O-forme :

dovg g=Vg=dz'®de"Dg,u, = gu,pda" @ dz” @ da’

En tant que 1-forme, on écrira plutot g = dxtg,, ce qui définit la 1-forme g, =
guwdx”. Dans ce cas, on posera

Dgu = dg,u - Fzga
et la différentielle extérieure covariante dg 1 g sera donnée par
dov7 1 9 =dx"Dg,

Les deux indices de g, jouant des roles semblables, on peut également “geler”
I'indice v et définir un autre objet dll% g, d’ailleurs égal a dp 19 puisque g est
symétrique. Nous reviendrons & ces diverses différentielles extérieures en donnant
la définition du laplacien de Lichnerowicz, page [205

4.4.4 Forme canonique (ou forme de soudure)

Le lecteur est maintenant familiarisé avec ce qui fait l'originalité des
connexions linéaires par rapport aux connexions principales en général, a
savoir la possibilité d’identifier “les indices de base” avec “les indices de fi-
bre”. Il est donc largement temps d’examiner cette identification sous un
angle un peu plus géométrique, ceci va nous conduire a découvrir un nouvel
objet : la torsion.

Soit P = P(M, Q) le fibré principal des reperes sur M, ou un sous-fibré de
ce dernier. Soit e un élément de P, c’est a dire, un repere de M. Considérons
un vecteur u en e, c’est a dire un élément de T'(P,e), c’est a dire encore,
intuitivement, un “petit déplacement” du repere e dans I’espace des reperes.
Grace a la projection 7w : P + M qui, a un repere, associe son origine, ou
plutot, grace a son application tangente m,, nous pouvons prendre I'image
v = mau de u. Le vecteur v est un vecteur tangent a M situé a l'origine
du repere e : v € T(M,7(e)). Ce qu’il y a d’absolument unique dans le
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cas du fibré des reperes, c’est que nous pouvons maintenant décomposer v
sur 'élément e de P d’ou nous sommes partis (puisque e est un repere!) :
v =e,v", v* € R. Nous avons donc construit une application € qui, a tout
vecteur u tangent au fibré principal P, associe un n-uplet de nombres (les
composantes de v), c’est a dire un élément de R". Cette application 6 est donc
une 1-forme sur P a valeurs dans SR" et est désignée sous le nom de forme
canonique (le mot “canonique” faisant référence au fait que sa définition
ne dépend d’aucun choix de systeme de coordonnées) et quelquefois sous
le nom de forme de soudure puisqu’elle permet de “souder” la fibre type
R" (considéré comme espace de représentation pour le groupe linéaire) avec
I’espace tangent a la base. Cette forme 6 est évidemment équivariante puisque
v =e,v" =e,NA"Tv" Elle définit donc une 1-forme sur M a valeurs dans
le fibré tangent TM = P x g R". A ce propos,nous suggérons au lecteur de
relire la discussion générale, section [3.3.10] décrivant la correspondance bi-
univoque existant entre sections de fibrés associés —ou p-formes a valeurs
dans un fibré associé— et les fonctions —ou les p-formes— équivariantes,
définies sur le fibré principal et a valeurs dans la fibre type. On identifie en
général : QF (P,R") =~ QP(M,TM).

La 1-forme obtenue sur M se note encore 6 et son expression, relativement
au choix d'un repere mobile {e,} et du corepere mobile dual {#*}, est tout
simplement

0=ce,0"eQ(M,TM)

ou, conformément a la convention déja utilisée précédemment, nous avons
omis de faire figurer le symbole du produit tensoriel entre les éléments pris
comme base de la fibre (ici e,,) et ceux pris comme base de I'espace des formes
(ici 6"). Nous avons aussi, conformément a nos conventions, écrit les formes
a droite des vecteurs de la fibre. Notons enfin que 6 est bien tel que

O(v) = e,.0"(e,v”) = e,.0"(e,)v” = e,. 000" = e, 0" =0

A n’est donc rien d’autre que 'application identique. . . mais considérée comme
1-forme sur M a valeurs dans le fibré tangent, c’est a dire, comme un élément
de QY(M,TM). Dans la littérature physique, le repere mobile {e,} entrant
dans l'expression de la forme de soudure est quelquefois appel/ vierbein
(“quatre pattes”).

4.4.5 Torsion

Le lecteur trouve peut-étre un peu longue (tordue?) cette variation sur
I’application identique. . . mais il se trouve que c’est elle qui fait la spécificité
du fibré principal des reperes. Lorsque ce dernier est muni d’une connexion,
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la différentielle covariante de # n’est pas nécessairement nulle et n’est autre
que la torsion.
Reprenons :

0 =e 0" € QY(M, TM)
est la 1-forme canonique
Définissons la 2-forme de torsion

T =dv0 € Q*(M,TM)

T est ainsi une 2-forme a valeurs dans le fibré tangent, on peut donc
I’écrire

T =e, TH

ou T" est la 2-forme,

TH = Do* = 1Tm,,6" A 6

Bien entendu, on peut également considérer la torsion comme un tenseur de
rang 3, de type (1,2), antisymétrique sur les indices v et p, et écrire

T=T", ¢ ®0"®0°

Calculons a présent la torsion a partir de sa définition :

T =dv0 = dv(euﬂ“)
= (Ve,) N 0" +¢,.d0"
= e,,FZ N 0" + e, do"
=e,(d0" +TH NO") =e,DO" =e,.T"
Ainsi
T =do" +TH NG
et ses composantes sont 7%, = T*(e,, €,)
La différentielle extérieure ordinaire d n’agissant que sur les indices de

forme, on a df = d(e,.0") = e,.df" et on peut donc écrire, encore plus
simplement

[T =d)+T A0

Si on utilise également la notation D décrite avec force détails en section

[4.2.7] on voit que

dv0 = e,.Do"

(puisque 6 = e,.0"), et donc

On pourra également écrire T, = T'(e,, e,).
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4.4.6 Equation de structure pour la torsion

Nous avons établi, en section |4.2.8] 1'égalité suivante, valable pour la
différentielle extérieure covariante d’une 1-forme o quelconque, a valeurs dans
un fibré vectoriel E : soit o € QY(M, E), alors

(e ) = Vuo(e) — Voo (e,) — ollew )

Dans le cas particulier ou £ = T'M et ou o est égale a la forme canonique 6,
I’égalité précédente se simplifie considérablement puisque 6 n’est autre que
I'identité (0(v) = v). Il vient donc

Tow = Ve, — Ve, — e €]

Cette derniere égalité, qui est quelquefois prise comme définition de la torsion,
est ’équation de structure cherchée. L’expression du tenseur de torsion en
termes de coefficients de connexion et des fonctions de structure du repere
mobile ([e,, e,] = f.. €e,) est donc la suivante

= P
pr/ - Fpl/u - Fpuu - f/u/

ve, bien su iété i Strie qu issait déja :
On retrouve, bien sur, la propriété d’antisymétrie qu’on connaissait déja
T0p ==1",

Notons que, si on se place dans un repere naturel (f,,” = 0) 'expression
du tenseur de torsion est simplement donnée par la partie antisymétrique
des coefficients de connexion. En conséquence, si, dans un repere naturel, la
connexion est telle que I'*,,, = I'?,,, la torsion est nulle.

4.4.7 Identités de Bianchi pour les connexions linéaires

Nous avons, en section [£.3.4] établi I'identité de Bianchi relative a la cour-
bure F' d’une connexion quelconque A. Rappelons qu’elle s’écrit dF +AANF =
FAA. Dans le cas des connexions linéaires on obtient donc directement I'iden-
tité

[dR+TAR=RAT.

Rappelons que cette identité s’obtient en calculant la différentielle extérieure
de R =dI' + ' AT, en substituant dI' par R — ' AT" dans le résultat. Pour
des raisons historiques cette identité relative a la courbure est connue sous
le nom de “deuxieme identité de Bianchi”. Le qualificatif “deuxieme” vient
du fait qu’il existe une “premiere identité de Bianchi”; c’est une identité
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relative a la torsion, elle n’a donc un sens que pour les connexions linéaires.
Elle s’obtient par une méthode analogue a la précédente, mais cette fois-ci
en calculant la différentielle extérieure de la torsion.

T=dl+T N0
—=dI'=0+dI'NO—-T Adb
—dT = (R—-TAT)AO—-TAN(T-T A0
—=dI'=RNO—TATANO-—TANT+T AT NGO

D’ou

[dT +T AT =RA0

Les deux identités de Bianchi s’écrivent, comme on vient de le voir, de facon
assez simple lorsqu’on utilise des notations suffisamment compactes. On peut
méme “compactifier” davantage en écrivant d¥T = dT +VT =dT' +T AT
et en utilisant le fait que 7' = dV@; I'identité de Bianchi relative & la torsion
s’écrit donc

(dV)?0=RA0

ce qui est d’ailleurs bien évident puisque le carré de la différentielle extérieure
covariante n’est autre que l'opérateur de courbure. Par contre, si on veut
absolument écrire ces identités avec tous les indices, les choses peuvent de-
venir assez compliquées... Pour apprécier tout le sel de cette remarque, il
n’est peut-étre pas inutile de nous vautrer, pour un court paragraphe, dans
la “débauche des indices”, activité qui fut tres prisée au début du siecle et
qui reste encore presque indispensable lorsqu’on veut effectuer des calculs
totalement explicites.

Premieére identité (relative a la torsion)

Le membre de droite de cette identité s’écrit explicitement

1 / !
RENOT = ER“T,)/JIQ’) ANOT NOT
1 / !
= (RENO e, Re,Re,) = ER“Tp/U/wp NOT NO e, ®e,® ey)

Donc 11 ]

SR o T = (B + R+ Ry)
Le membre de gauche, quant a lui, dT* +T'* AT7 peut également s’évaluer
sur e, ® e, ® e,. Il est donc possible d’écrire la premiere identité de Bianchi
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de facon telle que seuls les tensions de courbure et de torsion apparaissent
explicitement :

Ruupa + Rupau + Ruoyp = T'ul/p;cr + Tupo;y + Tucn/;p + TTupTuTo + TTpO'TMTI/ + TTUVT'qu

Si on introduit 'opérateur de cyclicité ¥ défini pour tout tenseur B de rang
trois par

YaB(z,y,2) = B(x,y,2) + B(y, z,z) + B(2,1,y)

cette identité s’écrit encore :

YRz, )2} = Bx{(VxT)(y, 2)} + EX{T(T(z,y), 2)}

Deuxiéme identité (relative a la courbure)

On peut soumettre la deuxieme identité de Bianchi (celle relative a la
courbure) & un traitement similaire : le membre de gauche dR +T A R se
transcrit immédiatement en une somme cyclique de dérivées covariantes du
type R*, 0. €t le membre de droite RAIL peut se retranscrire en une somme de
termes du type R*,,,17;. en utilisant la relation entre torsion et coefficients
de connexion établie en [£.4.6l 11 vient

R'uypa;f + R’“VO‘T;p + Ruu‘rp;a + RMquT;— + Ruunanp + RMVKTT;(;- =0

Cette identité s’écrit encore

IM(VeR) (2, y,w)} + X {R(T(2,y), 2)w} = 0

4.4.8 Dérivées covariantes secondes, hessien et iden-
tités de Ricci

Commentaires concernant D?. Tout d’abord, on sait que le carré de
I'opérateur de différentiation extérieure covariante dv n’est autre que
la courbure. Retrouvons tout d’abord cette propriété, a titre d’exer-
cice, dans quelques cas particuliers, en utilisant ’'opérateur D.

Soit v € QP(M,TM), on a
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ol v* est une p-forme sur M.

dVv = eq.DV* = e4.(dv® + T A7) € QPFFY (M, T M)
(dV)20 = eq.D*0™ = e4.(Ddv™ + D(T%5 A7)
= o (d®V* + T, Adv? +d(T% A0?) + T, AT 5 AP)
= €a.-(0+ T Adv" + (dl% AVP) — ([ A dv®) + T, AT75 AvP)
= 0. ((dT% + T, AT7g) A0P)
= eq.(R¥3 NVP) € QPT2(M, TM)

Ainsi done, D?v® = R% A v”, comme il se doit.
Soit maintenant v € QP(M,TM ® T*M), donc v = eq ® 6° v§ ol v§
est une p-forme. Un calcul parfaitement analogue conduit a

V2 27/«
(dV)?v =e,®6° D Vs

avec
DQVag = Rap VAN Vpg — Rpg VAN Vap

Le fait d’obtenir une somme de deux termes faisant intervenir la 2-
forme de courbure ne doit pas surprendre : cela est fondamentalement
lié a la fagon dont se représente l'algebre de Lie du groupe linéaire
dans la définition du fibré vectoriel TM @ T*M.
La généralisation est évidente : si, par exemple, v € QP(M,TM ®
T*M ® T*M) c’est a dire v = e, ® 0° ® 07073, avec v, € QP(M),
alors (dV)?v = e, ® 0° @ 7 D*0%4, et D*v%, = R*, AV?s, — RP5 A
Vam — RPg A Vaﬁp

Opérateurs VVV ... Soit S est un tenseur quelconque de rang (r,s),
considéré comme section de £ = TM®" @ T*M®*, c’est a dire S €
Q% M, E), nous voulons donner un sens & VVS. Nous savons que V.9
est une 1-forme & valeurs dans E, (ainsi VS = dVS € QY(M, E),
puisque que V et dV coincident sur les 0-formes), et que (dV)%S €
O%(M, E), mais V, par définition, n’agit que sur les O-formes (& valeurs
dans n’importe quel fibré). Pour pouvoir appliquer V sur V.S il suffira
donc de considérer les 1-formes a valeurs dans F comme des 0-formes
a valeurs dans E ® T*M. Encore une fois, nous identifions Q'(M, E)
avec Q°(M, E @ T*M) (application identique sera notée Id). Expli-
citement, si v = e,V € Q'(M, E), avec VI = Vo € Q' (M) et si
“I” désigne un multi-indice relatif & une base de F, on écrira simple-
ment v = e;0* V! € Q%(M,E ® T*M), avec V,[ € Q°(M). Pour ne
pas alourdir les notations, on note encore v I'image de v par I'applica-
tion identique! Cette application identique déguisée Id se généralise
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d’ailleurs de facon évidente pour fournir un homomorphisme injectant
I'espace vectoriel QP(M, E) dans Q°(M, E ® (T*M)®P)). 11 faut donc
comprendre VV.S comme

(VoldoV) S

mais, bien entendu, nous n’écrivons jamais Id explicitement. Noter
que rien n’interdit au lecteur un peu pervers de considérer des objets
comme

VVVdVVavdvV s

. qu’il faut comprendre comme la composée

OO(M, E) S QY(M, BE) S 02(M, B) & Q3(M E

1400 M, B @ (T"M)®) S QY(M, E® (T*M)®) & QX(M, E (T*

QO (M, E @ (T*M)®5) S QY(M, E @ (T*M)®5) 43 QO(M, E  (T*

S QY M, E @ (T*M)®) 4 QO (M, E @ (T*M)®7) S QY(M, E © (T*
~ (M, E® (T*M

et de comparer cet opérateur avec, par exemple VVVdVdVVdVVS'!

Hessien. Nous nous contenterons d’examiner d’un peu plus prés opérateur
Hess = VV. Prenons S € (M, E), S = e;S! avec ST € QP(M). Alors
VS =erDST € QP1(M, E) qu'on peut considérer (application Id) comme
VS = e;6° SI € OP(M,E @ T*M) puisque DS = 68 Sfﬁ Alors VVS =
er ®0° ® (SI) 07 € QY (M,E ® (T*M)) qu'on peut considérer comme
VVS = el®9ﬁ®m (Sh,) € QU (M, E@(T*M)®?). On anoté S, = (S).,
les composantes de VV.S. On note également VgS = (VS,eg) = eI.S;IB €
QY(M, E) la dérivée covariante de S dans la direction eg. La dérivée cova-
riante de V.S —considérée comme élément de Q°(M, E @ T*M)— dans la
direction e, sera donc V,VS = (V(VS),e,) =e;® 95(5{&);7 cQ(M,E®
T*M), par conséquent er.S%, = ((VVS,e,),eq) = (VVS,eq @ e,). At-
tention : VS € QY(M, E), B étant fixé, est une brave section de E et on
peut donc aussi calculer VV 35S qui est un élément de Q' (M, E), mais alors,
Iindice § étant gelé, il n’y a pas a introduire de I' relatif a I'indice 5 dans le
calcul de VVgS. La conclusion est alors que Vo (VgS) = (V(VS, eg), eq)
n’est absolument pas égal a S.,3 = ((VV.S, e3),€q) ; il faut donc faire tres
attention ! En pratique, les choses sont assez simples car ce sont les compo-
santes de VV.S (ou d’autres expressions d’ordre supérieur du méme type)
qui sont intéressantes et non les composantes de V(VgS). La raison pour
laquelle nous consacrons ces quelques lignes a attirer 'attention du lecteur
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sur ce sujet assez trivial, c’est que la confusion possible dont on vient de
parler est a ’origine de bien des erreurs. .. A ce sujet, il est assez inexact de
prétendre (comme on l’entend parfois) que “de toutes fagons, un objet tel
que VgS n’est pas un objet covariant”, c’est faux. La situation que nous
avons ici est parfaitement analogue a celle qu’on rencontre en relativité res-
treinte : bien que “I’énergie d’une particule” soit une quantité dont la valeur
dépende du repere (de l'observateur) choisi et donc une caractéristique non
intrinseque de la particule, “I’énergie d’une particule mesurée par un obser-
vateur déterminé” est néanmoins une quantité digne d’intérét qu’on peut
d’ailleurs calculer dans n’importe quel repéere.

Hessien d’une fonction scalaire. Abandonnons la ces remarques semi-
pédagogiques et illustrons les considérations précédentes avec un exemple
tres simple, le calcul de VVh ol h est une fonction sur la variété M.

Prenons h € Q°(M,R) et donc Vh € Q'(M,R) < Q%M, T*M) avec
Vh = 0%h.,, et h, = h, = e,|h] Partant de Vh € Q°(M,T*M) on

obtient VVh € Q'(M, T*M) £ QO(M, T*M © T*M), ainsi

Hess(h) = VVh = 0% ® 0° h.p

En vertu des regles de calcul déja établies, on obtient directement
hiap = €glhia] = hiplos = eplha] =R, los = €glealh]] — €, AT 5. Ainsi

hiap = eglealh]] — €p[h] Ty

Notons que
VVh=V(0“hy) =0"Dhy =0"®0°h s = 0" R 60°h.p
Dans un systeme de coordonnées locales {x*}, on écrira
Hess(h) = h.,, dz" ® dz”

avec

— _9h_ _ e Oh
hh‘“’ ~ Ozroxv F/W OzP

Hessien d’une 0-forme a valeurs vectorielles. PLus généralement, soit
£ € Q%M,E), {e;} un repere dans les fibres de E et {6} un corepere
mobile sur M. Il vient immédiatement :

Hess(&) = VVE = VV (e &)
= V(@l Déz) = V(ez (90‘5?&)
= € 0 Dg;ia = € 6 & 9’8 ;ioz;,B
=0 ®6° faﬁ
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avec
g, =&+ AL
et
Eap = €8lEal — Toply + Ajsla

Noter que nous devons “corriger”, dans le calcul des dérivées cova-
riantes, aussi bien les indices de type T'M (grace a la connexion T
que les indices de type E (grace a la connexion A). Noter aussi que
notre symbole V est “global” en ce sens que nous n’introduisons pas
de symboles particuliers pour les différentes connexions.

Nous reparlerons du hessien dans la section consacrée aux laplaciens
(en page P03).

Non commutation des dérivées covariantes secondes. — Si {e,}
est un repere naturel {e, = &%}, il est bien évident que 0,0,h =
0,0,h, ce qu’on peut écrire hy, = hy,.

— Si {eq} est un repere mobile ([eq, es] = foze,), il faut déja remar-
quer le fait que h g # hg, puisque ho,g = egleafh]] et h gy =

eqles[h]], ainsi,

hag = hpa = —fozey[h]

— Nous avons déja calculé VVh.
— Calculons maintenant la différence

Riag — hipa = [egea — eaesl[h] — e, [A](Ths — I'3,)
= [[% =T — fhale,lh]

et donc, en utilisant I'expression du tenseur de torsion,

hiap — higa = Tc’xyﬁ ey [N

Cette identité est désignée sous le nom d’Identité de Ricci. Plus
généralement, on obtient des identités de ce type lorsqu’on calcule

des différences telles que S;Iaﬁ — S;Iﬁa, S désignant un tenseur quel-
conque. Il faut donc remarquer le fait que les dérivées covariantes
secondes ne commutent pas en général.

Finalement, notons que h., ~ h,, l'indice a étant fixé, est une
brave fonction sur la variété (pas un vecteur tangent !). En conséquence,
Vish o = eslh o] = eslea[h]] et cette quantité, qu’on peut méme no-

ter VgV ,h n’est pas égale a h.,3. A ce propos, relire la section
[4.2.3] consacrée aux notations.
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— Afin de familiariser le lecteur avec la manipulation des indices (activité
parfois fort utile), établissons l'identité de Ricci relative aux tenseurs
de type (1,0). Prenons V' = V*e,. Tout d’abord, voici le résultat :

Vg = Vo = T(;’BV“W — Ri'yapV?

La démonstration est immédiate, il suffit de calculer V#,g. Indica-
tions : dans l'expression de V*#.,3 — V#.5,, on reconnait un terme
RF 503V 7 lorsqu’on utilise 1'écriture explicite du tenseur de courbure
RF 5o donnée en fin de section ainsi qu’un terme TgB(Vg +
[heVP) = TgﬁV“;U lorsqu’on utilise I’expression explicite du tenseur de
torsion donnée en fin de section Les autres termes se compensent
(noter en particulier que VF*.,53 — VF.5, = [eg,ea](VH*) = fap’Vl et
que ce terme se compense avec le terme du méme type apparaissant
lorsqu’on écrit —T'7,Ve + T3, Ve = T3V + fap” V.

Le lecteur pourra généraliser sans peine les identités de Ricci relatives a
des tenseurs S d’ordre quelconque : en plus d’un unique terme de type
“T' S}, on voit apparaitre, pour chaque indice du tenseur considéré,
une contribution —signée— de type ‘R S”, au membre de droite de
I'identité de Ricci. Par exemple, prenons S = e, ® e, ® 07 S5, il vient

iz wo gy 1t Y
Sp;aﬁ o Sﬂ;ﬁa - Taﬁsg%l:f - RWBSZV - Zﬂéﬁsﬁ + RpOéBS’/Yw

4.4.9 Tenseur de Ricci

Le tenseur de courbure F' pour une connexion principale quelconque
possede des composantes Fﬂiuv et il est impossible de contracter l'indice ¢
avec l'indice p puisque ces indices sont de nature différente : I'un est un in-
dice de fibre et I'autre un indice de base. Par contre, pour une connexion
linéaire, on peut choisir le méme repere dans les fibres et sur la base, il de-
vient donc possible de contracter un indice de fibre avec un indice de base : a
partir du tenseur de courbure R = F' de composantes R/ . on peut fabriquer
un tenseur covariant de rang 2, le tenseur de Ricci , que nous noterons p et
qui est donc défini par 1’égalité

— p#
Pov = Ra’yy

Notons que nous n’avons pas eu besoin de métrique pour définir ce tenseur
alors que l'utilisation d'une métrique est nécessaire, comme nous le verrons,
pour définir la courbure scalaire. Nous reviendrons au tenseur de Ricci dans
le cadre de I’étude des connexions métriques.
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4.4.10 Courbes autoparalleles

Un champ de vecteurs v est dit parallele ou transporté par parallélisme
le long d'un arc de courbe C : 7 € R — C(7) lorsque sa dérivée covariante
est nulle dans la direction du vecteur tangent u = % a C. Ce vecteur tangent
possede des composantes u® = dg—: dans un repere donné. La loi du transport

parallele s’écrit donc

V.o =0%& ufph] + T, 0%u* =0

dv* dc”
@thl““mv" ¢ =

0
dr dr

La courbe C(7) est dite courbe autoparalléle si son vecteur tangent u est
lui-méme transporté par parallélisme le long de C. Ainsi

d
C(7) est autoparallele < V,u =0, avec u = e
-
d*C” dcP dc”
& M, ——— =0
dr? ey dr dr

Nous verrons, dans la section consacrée aux connexions riemanniennes, com-
ment ces courbes autoparalleles sont reliées aux géodésiques. De fait, les au-
toparalleles d’une connexion donnée sont quelquefois désignées sous le nom
de “géodésiques de la connexion”, mais nous préférons réserver cette termi-
nologie au cas de connexions tres particulieres.

4.4.11 Connexions linéaires sur les groupes et espaces
homogenes

Soit G un groupe, que nous supposons ici compact, et G/H un espace
homogene. Au niveau des algebres de Lie, grace au choix d’un produit scalaire
dans Lie G on peut écrire Lie G = Lie H®s ou s peut s’identifier avec I’espace
tangent & G/H en lorigine. La forme de Maurer-Cartan sur G est a valeurs
dans Lie G et on peut considérer sa projection sur Lie H. On montre qu’on
obtient ainsi une forme de connexion (dite canonique) sur le fibré principal
G = G(G/H, H). Par ailleurs nous supposons (cas usuel) que [Lie H,s] C s
et méme que Vh € H, hsh™! C 5. En d’autres termes, 1'espace vectoriel s est
le support d’une représentation linéaire du groupe H (c’est la représentation
adp). En conséquence, on obtient un homomorphisme de H dans Ends. Cet
homomorphisme permet d’étendre le fibré principal G = G(G/H, H) au fibré
des reperes linéaire au dessus de G/H (c’est un fibré de base G/H et de fibre
type GL(s) avec s = dim(s)). La connexion canonique donne ainsi naissance
a une connexion linéaire sur l’espace homogene G/H.
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Ce type de construction et les géométries qui lui sont associées constituent
un vaste chapitre de la géométrie différentielle et nous renvoyons le lecteur a
un ouvrage tel que [9] pour plus de détails. Notons pour finir qu’on obtient
ainsi également une connexion linéaire sur G lui-méme lorsqu’on considere la
variété sous-jacente comme quotient de G X GG par son sous-groupe diagonal
(isomorphe a G).

4.5 Connexions métriques

REMARQUE : La théorie des connexions métriques en général et la
géométrie riemannienne en particulier mériterait a elle seule plusieurs volumes. . .
Malgré l'importance du sujet, la présente section est relativement breve
et doit étre considérée par le lecteur comme un simple survol permettant
d’illustrer certaines des constructions générales précédentes. Nous voulons
considérer la notion de connexion métrique comme un cas particulier de la
notion de connexion réductible, et ’ensemble des reperes orthonormés as-
sociés a une métrique comme un cas particulier de réduction d’espace fibré
principal. Nous engageons le lecteur a discuter de fagon analogue d’autres
types de géométries (par exemple les structures presque complexes).

4.5.1 La métrique

Soit FM = FM(M,GL(n,fR)) le fibré principal des reperes sur la variété
M. On considere une réduction de FM a un fibré principal de reperes or-
thonormés OM = OM(M,SO(n)). Cette réduction est caractérisée par
une métrique g qui, en chaque point, est donnée par une forme bilinéaire
symétrique non dégénérée sur l'espace tangent. On sait que g peut étre
considérée comme une section globale du fibré en espaces homogenes £ =
E(M,GL(n,R)/SO(n)). Le lecteur aura noté que nous considérons une réduction
a .SO(n) et non a O(n), en d’autres termes, la variété est supposée orientable
et orientée. Localement, c’est a dire relativement au choix d’un repere mobile

(ea) ou d'un repére naturel (52;), g est donnée par

9= gape®®e’ =g, da" @ dx”

L’écriture g, dz* ® dz" justifie la notation ds* = g, dztdz” des vieux ma-
nuels et I'appellation élément de longueur. Lorsque le repere mobile choisi
est orthonormé, on aura simplement

Jap = 5a5
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Ceci suppose, d’ailleurs, que nous utilisons SO(n) plutét que SO(p,q) et
que g est définie positive. Dans ce cas, on dit que la variété M est une
variété riemannienne. En fait, toutes les considérations qui suivent restent
valables lorsque la signature de g est (p,q), avec p+q = n = dim M c’est
a dire lorsque M est une variété pseudo-riemannienne. Dans le cas pseudo-
riemannien, lorsque le repere choisi est orthonormé, on a

Jap = Nap

ou 7 désigne la matrice diagonale diag(1,1,...,—1,...,—1) avec p signes +
et q signes —.

La matrice g, étant non dégénérée en chaque point, nous pouvons considérer
son inverse, notée (¢"”). Ainsi g"g,, = d;. On obtient donc ainsi une forme
bilinéaire symétrique sur ’espace cotangent. Cette forme est le plus souvent
également notée g (mais il peut arriver de la noter g=1!).

Le lecteur est également invité a relire la derniere section du chapitre consacré
aux variétés différentiables, section dans laquelle nous avons déja introduit
la notion de métrique de facon élémentaire et otl nous avons établi un certain
nombre de propriétés générales pour les variétés riemanniennes.

4.5.2 Compatibilité avec la métrique

On se donne une connexion linéaire dans F'M. Une métrique étant donnée,
on suppose que cette connexion est compatible avec la réduction de F'M a
OM. On peut aussi supposer, de maniere équivalente, qu'on se donne di-
rectement une connexion principale dans le fibré OM. On dit alors qu’on
s’est donné une connexion métrique. Par construction, la métrique est or-
thonormée lorsqu’on 'écrit a 1'aide des reperes de OM. Soit {e,} un repere
mobile orthonormé, alors ¢ = e, ® e, 7% ou 7 est diagonal et constant
(composantes +1). Lorsqu”on considéré la métrique comme O-forme a va-
leurs dans le fibré des tenseurs symétriques de rang 2, qui est inclus dans
Q%M, TM ® TM), on voit immédiatement que

puisque Vg = e, ®e, Dn? et que Dn®® = 0 (on utilise 'opérateur D introduit
au 4.2.7
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La différentielle covariante de g est donc nulle, mais ceci peut alors s’écrire
dans n’importe quel repére, orthonormé ou non {e,}. Ainsi, Vg = (e* ®
€?)D gop et

Dgaﬁzo

Explicitement, et en notant, comme d’habitude, I'*s les éléments de la ma-
trice de connexion, on obtient

dgaﬁ - F’Yoz 9y — F’Yﬁ Joy = 0

L’existence d'un produit scalaire non dégénéré g permet d’identifier un
espace vectoriel avec son dual et de “monter” ou “descendre” les indices a
volonté. On pose donc

Faﬁ = F(Sﬂ Gas

Il ne devrait pas y avoir de confusion possible au niveau des notations :
lorsqu’on écrit I'yp, c’est que cet objet est une 1-forme (I'yg = Lopye?) et
qu'on a utilisé la métrique pour abaisser le premier indice de fibre. Si on
écrit, au contraire, I',, c’est qu’on parle alors du potentiel de jauge et qu’on
a simplement fait apparaitre 'indice de forme (qui est toujours en troisieme
— et derniere— position).

L’équation de compatibilité (condition de métricité) s’écrit alors

dgaﬁ - FO&B - Fﬂa =0

Si on se place dans un repere orthonormé, les fonctions g,z sont des
constantes. Il en va de méme dans un “repere mobile de forme invariable”
(précisément défini en imposant la constance des gog). Dans ce(s) cas, d gos =
0 et la condition de métricité s’écrit simplement

Faﬁ + Fﬁa =0

On sait que les éléments de la matrice de connexion (I'?) sont les 1-formes
=1 8 e?. En “abaissant” comme précédemment le premier indice avec la
métrique, on pose

FOC,B’Y = F%’y Jas
En repére orthonormé (ou de forme fize) la condition de métricité se traduit
par I'antisymétrie des I',g sur les deux premiers indices.

Lapy = —Lgay

Une autre fagon de retrouver de fagon tres naturelle (et sans calcul!) cette
propriété d’antisymétrie est de se rappeler que les 1 — formes I'“s ne sont
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autres que les éléments de matrice I'“g = I'*(X,)§ ol les X, constituent
une représentation de l'algebre de Lie du groupe structural, en 'occurrence
SO(n), et ce sont donc, automatiquement, des matrices antisymétriques.

Nous verrons un peu plus loin que, pour une connexion bien particuliere
(la connexion de Levi-Civita) et dans des repéres particuliers (les reperes
naturels), les coefficients de connexion possedent également une propriété de
symétrie sur les deux derniers indices.

Si, contrairement a ce que nous supposions ci-dessus, on se donne séparément
une métrique g et une connexion linéaire I quelconque, il n’y a aucune raison
pour que la connexion soit réductible. En d’autres termes, il n’y a aucune
raison de supposer que cette connexion soit compatible avec la métrique. Si
V désigne la différentielle covariante associée a I', on définit alors le tenseur

de non-métricité

C’est a dire, Q(u,v,w) = Vg(u,v,w) = V,g(u,v). Dans un (co)-repere e*,
ona @ =Qucet®e’ Qe avec

Quon = Qlev, €p,€1) = VuGup = Gupiu

4.5.3 Calcul des coefficients de connexion

Etant donnée une métrique et une connexion linéaire compatible (qui, a
priori, possede de la torsion), nous allons voir qu’il est possible d’exprimer les
coefficients de connexion en terme de la métrique, de ses dérivées premieres,
du tenseur de torsion et des fonctions de structure du repere mobile choisi.

Utilisant la métrique, on définit

Lapy = Gaar T gy
Taﬁ'y = Gaar T By
fﬁwa = gaa’fﬁ'ya

Le tenseur de torsion (avec ses trois indices covariants) s’écrit alors (voir

section (4.4.6|)

Topy = Lang — Lagy = fora
Nous avons vu que la condition de métricité s’écrivait Vg = 0, c’est a
dire, en terme de composantes gns., = 0. Ceci implique

Gasy = 0 = Gapy = Upay + Lapy
98via =0 = ggya =Lypa + g
—0r0:8 =0 = —Gyap = —Lays — Iyap
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En conséquence
9oy T 98va = Gras = (Dsay + Tgya) + (Tagy = Pays) + (Fyga — Thas)
En utilisant ’expression du tenseur de torsion, il vient
Japat9sra—0as = UayatfrasTTya+ va) H(=Tapy— foya) (=T 0= f8ar)

En utilisant la symétrie de g et en renommant les indices, on obtient finale-
ment

2 Faﬂ'y = (gaﬁ,'y + G~ya,p — gﬁ’y,a) +
(_Taﬁv + Thap — TBV&) +
(fozﬁ’y - f’yaﬂ — fﬁ’ya)

Les trois lignes ci-dessus sont quasiment identiques mais attention a notre
facon de “descendre” les indices (comparer la définition de T,s, et celle
de f,3y). Nos conventions concernant la position des indices ne sont pas
universelles. . .

L’expression ci-dessus des coefficients de connexion I'y g, a été calculée en
travaillant dans un repére quelconque (ainsi, par exemple, gos, = €4[gags))-
En travaillant dans un repére naturel on a, plus simplement, g,,,, = (9%[9“1,]
et fu, =0.

L’expression

{#p} = 1/2(guu,p + gpu,u - gup,u)

est souvent désignée sous le nom de Symbole de Christoftel .
Le tenseur

Socﬁv = (Taﬁv - Twﬁ + Tﬁva)

est souvent désigné sous le nom de tenseur de contorsion (si!sil!). Ce tenseur
peut étre nul sans que T le soit; lorsque S est nul, la torsion disparait de
I'expression des coefficients de connexion I'yg,.

Le calcul précédent montre donc qu’'une connexion linéaire compatible
avec une métrique donnée est entierement caractérisée par cette derniere
et par la torsion de cette connexion (on peut toujours faire disparaitre les
fonctions de structure du repere mobile en se plagant dans un repere naturel).

Le calcul précédent montre aussi que, étant donnée une métrique, si on
impose une torsion nulle, on obtient une unique connexion compatible qui
s’exprime entierement en terme de la métrique. Cette (unique) connexion
s’appelle la connexion de Levi-Civita ou encore la connexion riemannienne.
Re-exprimons ce résultat sous la forme suivante :

Soit OM le fibré principal des repéres orthonormés associé a une métrique
donnée. Alors, parmi toutes les connexions possibles sur le fibré OM, il en
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eriste une et une seule qui soit sans torsion. On [’appelle la connexion de
Levi-Chvita.
Pour cette connexion, et en repere naturel, on a donc simplement

1
FMVP = {5p} = i(guu,p + Gop,v — gup,u)

De fagon générale, I'expression du tenseur de torsion en terme des coeffi-
cients de connexion et des fonctions de structure du repére mobile (expres-
sion rappelée ci-dessus) montre que, si on utilise la connezxion de Levi-Clivita
(T,wp, = 0) dans un repére naturel (f,,, = 0), les coefficients de connexions
possedent la symétrie suivante :

F'uup = pru

ou encore

Lyvp = Tppw
I1 faut se garder de confondre cette symétrie sur les deux derniers indices avec
I'antisymétrie sur les deux premiers indices (voir plus haut), antisymétrie
qui est valable pour toute connexion compatible avec la métrique,a condition
toutefois de travailler dans un repére orthonormé (ce qui est rarement le cas
des reperes naturels).

Il n’est pas difficile de démontrer que, dans le cas ou la connexion n’est pas
compatible avec la métrique, il faut rajouter, au second membre de I’équation

donnant 'expression de 2I',,,, la quantité

_(QIWP + QMW - me)

ou () est le tenseur de non-métricité.

4.5.4 Compléments sur le tenseur de Riemann. Pro-
priétés de symétrie.

Nous avons déja analysé en détail les propriétés du tenseur de courbure,
pour une connexion linéaire quelconque, et il n’y a pas grand chose a rajouter
lorsqu’on suppose que cette connexion est une connexion métrique, si ce n’est
la propriété d’antisymétrie suivante : en posant

Ra,@'y6 = gaa’Ra ByS

on s’apercoit que non seulement ce tenseur est antisymétrique sur ses deux
derniers indices (comme toujours, puisqu’il provient de la 2-forme de cour-
bure) mais que, en outre, il est également antisymétrique sur ces deux pre-
miers indices (utiliser 'expression de la courbure en terme de la connexion
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et 'antisymétrie déja discutée des éléments de la matrice de connexion, ou,
plus directement, se rappeler que les générateurs de SO(n) sont des matrices
antisymétriques).

En résumé, pour une connexion quelconque :

Ra675 = - Raﬂ&y

Pour une connexion métrique :

Ra675 = - Rﬁa'yé

Pour une connexion métrique, sans torsion, c¢’est a dire pour la connexion
de Levi-Civita, les deux identités précedentes impliquent une propriété de
symétrie par échange de paires (utiliser les identités de Bianchi) :

Ropys = Rosap
Par ailleurs, les expressions des identités de Bianchi se simplifient pour la

connexion de Levi-Civita (puisque la torsion disparait). Il vient :
Bianchi-1 sans torsion (R A6 =0) :

R%y5 + R%5p + R%p, = 0

Bianchi-2 sans torsion :

R g5 + R gsery + R geyss = 0

4.5.5 Equation des géodésiques

Nous avons déja défini la notion de courbe autoparallele dans la section
précédente. Il s’agissait la d’une notion liée a la donnée d’une connexion
linéaire. Dans le cas ou cette connexion est la connexion de Levi-Civita
déterminée par une métrique, une telle courbe est, par définition, une géodésique
de la variété riemannienne. En fait, la terminologie (“le plus court chemin”)
vient du fait qu’une telle courbe est également solution d’'un probleme va-
riationnel (4 [(g,,dr"dz")*/?) mais nous n’étudierons pas cet aspect de la
question. Notons que, dans le cas ou nous nous donnons séparément une
métrique (et donc la connexion de Levi-Civita correspondante), ainsi qu’'une
seconde connexion compatible avec la métrique donnée, mais possédant de
la torsion, il faut distinguer entre les courbes autoparalleles associées a cette
derniere et les géodésiques. Une telle distinction est physiquement importante
lorsqu’on traite du mouvement des particules a spin en Relativité Générale :
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les particules scalaires suivent en effet les géodésiques du champ gravitation-
nel mais les particules ayant un moment cinétique intrinseque suivent les
autoparalleles d'une connexion avec torsion.

Plagons nous dans un repere naturel. Nous avons déja établi I'équation des
autoparalleles dans la section consacrée aux connexions linéaires. [.’équation
des géodésiques est donc identique, a ceci pres que les coefficients de connexion
['*,, doivent étre donnés par les symboles de Christoffel {/}. On voit donc
que pour que géodésiques et autoparalleles coincident, il faut et il suffit que
le tenseur de contorsion S, soit nul. Ce sera évidemment le cas si la torsion
est nulle mais cette condition n’est pas nécessaire.

De fagon plus générale, le lecteur pourra se convaincre que si, V et V’
désignent deux connexions, une condition nécessaire et suffisante pour que les
autoparalleles des deux connexions coincident est que la partie symétrique
s(xz,y) = (c(z,y) + c(y,x))/2 du tenseur différence c(x,y) = V,y — V',y
s’annule (noter que c(x,y) est bien un tenseur).

4.5.6 Tenseur de Ricci, courbure scalaire et tenseur
d’Einstein, courbures sectionelles

— Tenseur de Ricci. Nous avons déja défini le tenseur de Ricci p de
composantes

Pov = R

o uv

dans la section consacrée aux connexions linéaires puisque 1'utilisa-
tion d'une métrique n’était pas nécessaire. Pour la connexion de Levi-
Civita la torsion est nulle et on sait que, dans ce cas, le tenseur de Rie-
mann de composantes R,g,, est invariant lorsqu’on permute les deux
premiers indices avec les deux derniers. On en déduit immédiatement
que, pour cette connexion, le tenseur de Ricci est symétrique (p,, =
puu) et définit donc une forme bilinéaire symétrique ainsi qu'une forme
quadratique r(u) = p(u,u) ou u € TM. L’application polaire associée
est I'application linéaire 7(u) = X,p(u, e,)e, et les valeurs propres de
7 sont les courbures principales de Ricci .
— Courbure scalaire. La courbure scalaire 7 est définie par 1’égalité

— Tenseur d’Einstein. Pour la connexion de Levi-Civita, le tenseur d’Ein-
stein GG est défini par 1’égalité

_ 1
G/u/ - pw/ - §guy7—
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ce nouveau tenseur, comme p et g, est manifestement symétrique. Son
nom provient bien entendu de la théorie de la Relativité Générale,
puisque les équations d’Einstein décrivant la réaction de la géométrie
(décrite par la métrique g) a la matiere (décrite par un tenseur d’énergie-
impulsion noté traditionnellement 7' — ce n’est pas la torsion!—)

s’écrivent simplement

L’étude de ces équations et de la physique qui leur correspond sort
du cadre de cet ouvrage. Notons simplement que ces équations sont
des équations différentielles du second ordre par rapport a la métrique
puisque le tenseur de courbure s’écrit en terme des dérivées des coefhi-
cients de connexion et que ces derniers (rappelons que nous supposons
choisie la connexion de Levi Civita) s’expriment en terme des dérivées
de la métrique.
Par ailleurs mentionnons qu’une variété pour laquelle le tenseur d’Ein-
stein est proportionnel a la métrique est, par définition, une variété
d’Einstein . L’étude des variétés d’Einstein —un sujet fascinant de
la géométrie Riemannienne— sort également du cadre de cet ouvrage
et nous renvoyons le lecteur aux articles spécialisés ainsi qu’au beau
livre d’Arthur Besse (autre mathématicien imaginaire, comme Bour-
baki) intitulé “Einstein Manifolds” [I].
Remarque : si la connexion, supposée métrique, possede une torsion,
la propriété pour R d’étre invariant par échange de paires n’est plus
vérifiée, le tenseur de Ricci n’est plus symétrique et, dans ce cadre, on
ne connait pas de généralisation naturelle du tenseur d’Einstein.

— Courbures sectionelles. On définit tout d’abord la fonction bi-quadratique
de courbure

K(u,v) = g(R(v,u)u,v)

Cette fonction définie dans le fibré tangent associe un réel a tout
couple de vecteurs. Cette fonction est 1) symétrique (puisque R est
symétrique par échange de paires), 2) bi-quadratique, 3) telle que
K(u,u) = 0. Réciproquement (démonstration non triviale que nous
omettrons), toute fonction K (u,v) vérifiant ces trois propriétés peut
étre considérée comme la fonction bi-quadratique de courbure associée
a une certaine métrique. L’ensemble des fonctions symétriques, bi-
quadratique avec K(u,u) = 0 forme un espace vectoriel de dimen-
sion n?(n? —1)/12; en d’autres termes, il faut préciser n?(n? — 1)/12
nombres réels pour décrire la courbure Riemannienne d’une variété de
dimension n en un point.

La fonction K associe un nombre a tout sous-espace de dimension 2
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de I'espace tangent. Soit u, v une base orthonormale d’un 2-plan, on
définit alors la courbure sectionelle de ce sous-espace de dimension
2 par K = K(u,v) et on démontre que K est indépendant du choix
de u et v dans ce sous-espace. On démontre que, géométriquement, K
n’est autre que la courbure Gaussienne de la 2-surface engendrée par
les géodésiques ayant des vecteurs tangents de la forme \u + pv. Nous
renvoyons le lecteur a un traité élémentaire de géométrie des surfaces
pour les notions relatives aux courbures de Gauss etc.

4.5.7 Dualité de Hodge et laplaciens

Nous nous contenterons de rassembler ici quelques définitions et résultats
généraux. Cette section mériterait également un traitement plus approfondi.
Nous suggérons au lecteur de relire la section consacré a la définition de
I’élément de volume e.

Appariement entre QF(M) et Q" *(M)

Soit € la forme volume canonique d'une variété riemannienne orientée.
On définit une opération {, } associant un nombre réel a la donnée d’une
k-forme et d'une n — k-forme.

(w,a) € (M) x Q"F(M) s wAha=X € Q" (M) = {w,a}=1eR

Le réel X est bien déterminé puisque ’espace des n-formes est de dimension
1. On a donc
wAa={w,a}le

L’isomorphisme  : La dualité de Hodge

On définit un isomorphisme x : Q*(M) — Q" *(M) comme la composi-
tion de l'isomorphisme w € QF(M) — {w,.} € (2" *(M))* et de I'isomor-
phisme musical entre Q"*(M) et son dual, induit par la métrique.

Explicitement, soit {¢,} une base orthonormée de sens direct et {w"} sa
base duale. Soit p; < po... < pup C {1,2,...n} et soit vy <vy... <, la
suite complémentaire. Alors

(W AwH? AL wkr) = £ Aw? AL wink

ou =+ désigne la signature de [pyps ... pp1Vs ... Vy_g]. Ainsi

x1=¢



202 CHAPITRE 4. CONNEXIONS

Soit {e, } une base orthonormée de sens direct et {w*} sa base duale, alors

H1 12 M V1 v Un—k\ — SH1M2.-[k
WHE AW AL A (W AW AL W) = g e

Soit S € QF(M), alors, %S est le seul élément de Q" *(M) tel que
YVor,va, ..oy Upgp € TM, % S(v1,v9,...,0h_)e=S A v'{ /\vg AN /\vi_k

olt v” désigne la forme linéaire correspondant au vecteur v via l'isomorphisme
musical induit par la métrique.

Explicitement, soit S une k-forme de composantes .S,
la (n — k)-forme xS de composantes

Lo - 0N dual est

*S

— 1 quipz..pk
Hk+41--Hn " Kl S

€l p2. kg1

Lorsque la métrique possede une signature (p, q) (avec g signes — et p+q = n),
on voit que xe = 1/nlet#re, = (—1)? puisque e #re,, . = (—1)nl

xe=(—1)2

Notons que si w est une n-forme, et qu’il existe donc un nombre réel A
tel que w = Ae, alors xw = (—1)7\.

On voit que xx1 = (—1)71 et que xxe = (—1)%. Plus généralement, pour
une k-forme S,

wx S = (—1)F=h) (~1)7 8

L’opérateur %, agissant sur Q*(M) est donc inversible, avec x 1

Q F(M), donné par 1 = (—1)kn—kl+a

Notons que, dans le cas d’une signature purement euclidienne (n,0), il
n’y a pas a ce préoccuper du signe supplémentaire (—1)9.

Pour des applications a la physique de I’espace-temps (signature (3, 1)),
les formules suivantes sont particulierement utiles :

pour une l-forme J, ¥Jog, = JH € apy €t x % J = J.

pour une 2-forme F, xFo5 = 2 F" €05 et «* F = —F.

pour une 3-forme B, xB, = 5 BM€)q et * B = B.

, agissant sur

Le produit <<, >> dans ’espace des k-formes
Soient w,n € QF(M). On pose
WAXN=nNAHw =< w,n>>.€

Notons que << w,n >> est une fonction sur M et que << w,n >>= {w, a}
ol av = 1.
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On en déduit un produit scalaire global dans QF(M). Nous supposons
maintenant que la variété M est compacte. Soient w,n € QF(M). On pose

(w,n):/ cu/\*n:/ <<w,m>>¢€
M M

Cette forme est bilinéaire symétrique et non dégénérée sur Q*(M).
On démontre que * est unitaire pour (.,.) :

(*w’ *77) = (wv 77)

La codifférentielle § sur les formes

6 QF(M) — QF (M) est défini comme I'adjoint de d pour le produit
scalaire global, c¢’est a dire

(g, dBr—1) = (bou, Br—1)

En écrivant la définition et en intégrant par parties, on obtient ’expression
de ¢ agissant sur une k-forme oy, € Q¥(M). Pour une variété de dimension n
munie d’une métrique de signature (p, q), il vient :

Sap = (1) (D) % d % ap € QFH(M).
On en déduit immédiatement que
=0

Par ailleurs § est nul sur les fonctions (sur Q°(M)).
Notons également que

*&uk = (—1)kd * Wi

et que
§xwp = (=1)" x duwy,

Notons enfin qu’on peut définir 6 méme si M n’est pas orientable. En
effet, la définition est locale et changer I'orientation revient a changer x en
—x, de sorte que § est inchangé.

Le lecteur pourra vérifier que, relativement a un systeme de coordonnées
locales z*, la codifférentielle d’une k-forme

— H1 H2 Kk
W= ngmg...ukwuwzmukdx ANdz*2 A ... Ndx
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s’écrit

— __APH 1231 2 Mk—1
ow=—g Zmgugg...uk_lWmuz--uk-w,udx ANdz*2 A ... Ndx

Le lecteur pourra également vérifier qu'on peut remplacer les dérivées
ordinaires par des dérivées covariantes dans la formule ci-dessus (remplacer la
virgule par le point virgule) car, bien que Wy, uy...u,_,u S0it en général différent
de Wy o130 tOUs les termes dépendant de la connexion disparaissent dans
la somme.

On peut considérer une k-forme comme un tenseur covariant (particulier)
c’est a dire comme une 0-forme & valeur dans le fibré (7 M)®*. On peut donc
considérer la différentielle covariante Vw ainsi que la dérivée covariante V,w
dans la direction d'un vecteur v. Soit {e,} un repere mobile orthonormée et
V la connexion de Levi-Civita, la formule précédente, donnant 1’expression
de dw peut se re-écrire sous la forme

dw(eps s y) = =2,V uw(€ps €uns -y € 1s €p)

_Euvw(em’ Cugs -+ Cup_15Cus e,u)

I est parfois commode d’utiliser un symbole Tr (trace) qui contracte
les deux derniers indices d'un tenseur donné a l'aide de la métrique (on
suppose que ces deux derniers indices sont tous deux covariants ou tous deux
contravariants, sinon, on n’a pas besoin de métrique). La relation précédente
s’écrit alors

ow=—-Tr Vw

La divergence div sur les tenseurs quelconques

La codifférentielle 6 n’était définie que sur les formes extérieures, mais la
formule dw = —TrVw a un sens pour des tenseurs quelconques. Soit T un
tenseur de rang quelconque. On pose

divT =Tr VT
En particulier, pour une forme, on a divw = —dw.

Le laplacien de De Rham sur les formes

On définit le laplacien de De Rham (encore appelé laplacien de Hodge ou
opérateur de Beltrami) comme

Apr = (d+06)>=dé +dd
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Voici quelques unes de ses propriétés :

Apr est self adjoint pour (.) : (w,Aprn) = (Aprw,n).

Appg est un opérateur positif (on suppose maintenant que M est propre-
ment riemannienne) : (w, Apgrw) > 0.

On dit que w est harmonique si et seulement si Apgrw = 0 c’est a dire
si et seulement si w est a la fois fermée (dw = 0) et cofermée (dw = 0).
Théoreme de Hodge (M est supposée compacte) :

Vw, € QP(M) I(ap_1, ap, apy1) € QPHM)x QP (M) x QP (M) |w, = day,_1+a,+da,,

ol a,, est harmonique. Il y a unicité du triplet (oy_1, o, api1).

Toute classe de cohomologie de De Rham HP? contient un unique représentant
harmonique.

Nous définissons un peu plus bas le laplacien usuel (naif) qu’on notera
A sur les fonctions (C®(M) = Q°(M)). Attention, il s’avere que le laplacien
de De Rham sur les fonctions et le laplacien naif different par un signe :
Af=-Aprf.

Au lieu de considérer des formes différentielles (éléments de QP(M)) on
peut considérer des formes différentielles a valeur dans un fibré vectoriel
(éléments de QP (M, E)). L’existence d'une métrique sur la base ainsi que d'un
produit scalaire dans les fibres permet la encore, avec les mémes hypotheses,
de définir un produit scalaire global. On définit alors une codifférentielle
covariante ¥ comme l'adjoint de la différentielle extérieure covariante dV.
On définit ensuite un laplacien de De Rham

AYp = d¥6Y +6VdY

et la théorie se généralise. . .
Mentionnons 'existence du laplacien de Lichnerowicz associé a une métrique
g et agissant sur les tenseurs symétriques 2 x 2 :

A huu =A huu + p;); b + péhuk + ZQAX.QUUIQVV/RZ’/M)\/ hyo

A titre d’exercice, on peut voir que ce dernier opérateur peut s’obtenir comme
somme pondérée A = Aga — Ag1 — Af,; ou les laplaciens généralisés A;; sont
eux-mémes associés aux différentielles covariantes généralisées introduites en page
S0

Hessiens et Laplaciens naifs

Nous avons consacré une section aux différentielles covariantes généralisées
(section |4.2.9)). Nous avons vu, en particulier, que si £ est une O-forme a va-
leurs dans un fibré vectoriel F, on pouvait tout d’abord considérer V& qui
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est un élément de Q' (M, E) puis identifier Q'(M, E) avec Q°(M, E @ T*M),
ce qui nous autorise, dans la mesure ou les fibrés E et T*M sont tous deux
équipés de connexion, a considérer l'objet VVE, qui sera donc un élément
de QY(M, E®T*M) qu’on peut identifier avec Q°(M, EQ T*M @ T*M). De
fagon générale, nous avons défini le hessien de £ comme Hess(§) = VVE
Dans le cas le plus simple ou & est une fonction scalaire f et si nous choisis-
sons la connexion de Levi-Civita, la torsion est nulle, auquel cas les dérivées
covariantes secondes commutent (voir section |4.4.8]) et Hess(f) est une forme
bilinéaire symétrique sur le fibré tangent.

Plus généralement, soit £ € QY(M, E), e; un repere local dans les fibres
de E et {6*} un corepeére mobile sur M. Nous avons calculé explicitement
Hess(€) en section [4.4.8] Le laplacien naif sur Q°(M, E) (on dit souvent
“laplacien brut”) est défini par 1’égalité

A(&) =Tr Hess(§)

Explicitement, on a
AE) = e g €

C’est encore un élément de Q°(M, E).
Dans le cas particulier d'une fonction f, et en utilisant un repére naturel,
on obtient simplement

*f , Of
[8x“6x” F‘”’@]

A(f) = _ADRf = guyf;;w - gMV

En jouant avec les différentes sortes de différentielles covariantes généralisées,
on peut définir plusieurs autres sortes de Laplaciens. On peut aussi trouver
les formules reliant ces différents Laplaciens. . .

Equations de Maxwell et équations de Yang-Mills

Les équations de Maxwell décrivent la physique de I'electromagnétisme.
Nous avons vu comment écrire la moitié de ces équations, en 'occurence,
les équations “sans terme de source”, dF' = 0, qui résultent directement de
la définition F' = dA du champ electromagnétique F' en terme du potentiel
electromagnétique A. Ces équations, qui sont en quelque sorte des équations
structurelles, n’utilisent pas la notion de métrique. A ce propos, si on souhaite
écrire explicitement ces équations “avec des indices”, dans un repére naturel,
on obtiendra indifféremment

Fuvp+ Fopw + Fopp = Fuvp + Fopp + Fupy = 0
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en effet, les coefficients de la connexion linéaire se compensent dans la seconde
équation, ce qui est a priori bien évident, du fait de la définition de F' en
termes de A, laquelle ne fait aucunement appel a la notion de connexion
linéaire. De la méme facon, dans un repere naturel,

FW = Av,u - AW/ = Al/;u - AW/

Attention, dans un repere mobile {0”}, les valeurs de df” ne sont pas nulles
puisque les fonctions de structure du repére ne sont pas nulles (voir section
1.6.3]) : les coeflicients de la connexion linéaire se compensent comme aupa-
ravant, mais il faut tenir compte des fonctions de structure du repere (cela
n’a rien a voir avec l'existence, ou non, d'un champ gravitationnel décrit par
la métrique g). Puisque F' = dA = %F w0 A 0Y, on obtient
F/w = (Av,u - AMJ/) - Apflwp

Les charges électriques, quant a elles, sont les “sources” du champ et ces
charges sont décrites par une 1-forme J = J,dz* (le “vecteur courant”).
Le couplage entre champ et charges doit étre tel que toutes les équations
de Maxwell soient vérifiées. En dimension 4 = 3 4+ 1 (physique de I’'Espace-
Temps) le dual de Hodge de J est une 3-forme et les équations de Maxwell
“avec sources” s’écrivent

d*xF =%J

Ici, par contre, la métrique intervient explicitement (via 'opération %). De
maniere explicite, ces équations s’écrivent
FH = JH

Notons qu’a l'aide de la codifférentielle 9, les équations de Maxwell avec
sources d x F' = xJ s’écrivent simplement 0F = J.

Le lecteur pourra bien entendu écrire les deux équations “quadridimen-
sionelles” a l'aide des composantes E et de F (les champs électriques
et magnétiques) et a I’aide des composantes p (la charge) et j (le courant

electrique tridimensionnel) de J et redécouvrir ainsi les quatre équations de
Maxwell habituelles. On rappelle que

0 —E, —E, —E.
s _ |8 0o B -B,
w =\ E, —B, B,
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En ce qui concerne les théories de jauge non abéliennes (par exemple la
chromodynamique décrivant les interactions fortes élementaires entre quarks),
le potentiel de jauge A et la courbure F' sont maintenant des formes a valeurs
matricielles (I’algebre de Lie de SU(3) dans le cas de la chromodynamique).
Il en est de méme du vecteur courant J. Les équations de Yang-Mills “sans
sources” s’écrivent

| DF =dF —FANA+AANF =0

Ce sont donc simplement les identités de Bianchi. Dans un repere naturel, et
en utilisant des indices, notons que

1
FANA-ANF = 5[Ew,Ap] dz? A dx* A dz”
1
= Q(WW’ AL+ [Fuw, Ay + [Fpps A)) da? A dat N dx”
et donc
Vb, +V, B, +V,F, =0
avec

VoFuw = 0plu + [Apa Fw/]

Les équations de Yang-Mills “avec sources” s’écrivent

c’est a dire encore, si on utilise les indices,

O, F1 + (A, Fr] = Jn

Notons que, méme lorsque J = 0, c’est a dire dans “le vide”, ’ensemble
des équations de Yang-Mills DF' = 0 et D x F' = 0 constitue un systeme
d’équations différentielles hautement non trivial dont la discussion générale
sort du cadre de cet ouvrage.

4.5.8 Connexions spinorielles et opérateur de Dirac
Complément sur P’algebre de Lie du groupe Spin

Soit P = OFM le fibré des reperes orthonormés correspondant a une
certaine métrique ¢ sur une variété orientée M, P = OFM, le fibré des
reperes spinoriels correspondant (on suppose qu'il existe — c’est a dire que
la variété est spinorielle — et qu’il est unique — c’est a dire que la variété
possede une seule structure spinorielle).
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Nos considérations sont valables pour une signature quelconque (p, q) et
on désignera par n la forme diagonale de la métrique g, c’est a dire la matrice
donnant I'expression de la métrique g dans un repere orthonormé, ainsi, 7,, =
+1. Pour simplifier on posera Spin(n) = Spin(p,q). Rappelons que nous
avons également une inclusion Spin'(n) C Spin(n) et que l'existence d’une
structure spin' sur une variété implique non seulement que M est orientée
mais encore orientée temporellement (le “temps” pouvant avoir plusieurs
directions).

Soit V' un espace vectoriel réel, complexe (ou méme quaternionique) sur
lequel est donnée une repésentation p de 1'algebre de Clifford Clif f(n). On
sait (voir la section consacrée aux groupes Spin) que Spin(n) est un sous-
ensemble de Clif f(n), on a donc ainsi automatiquement une représentation,
encore notée p, du groupe Spin(n). Nous pouvons également, dans le cas pair,
parler de spineurs de Weyl (demi-spineurs) mais il n’est pas utile d’établir
ici une distinction entre la droite et la gauche ni d’ailleurs de mentionner
les propriétés de réalité des spineurs considérés. Nous travaillerons donc avec
des spineurs définis comme section d’un fibré vectoriel SM = P X gpiney) V.

On choisit un ensemble de générateurs {v,} de Clif f(n), avec

Yo+ VY0 = 27ab

Soit g € Spin(n), on sait que p(g9)v.p(97!) = 1A(g)%, ol p(g) est la représentation
du groupe Spin(n) et A est celle du groupe orthogonal SO(n) correspon-
dant (le groupe de Lorentz). Nous avons besoin de savoir écrire explicite-
ment la représentation p pour lalgebre Lie(SO(n)) = Lie(Spin(n)). Soit
M? Densemble des matrices antisymétriques en dimension n, c’est a dire
M® + M" = 0. On sait que Lie(SO(n) est engendrée par les matrices M du
type My, = 14 M. Notons encore

1 1
p(M) = gMab[ﬁ)/mﬁ)/b] = §Mab2ab

avec
Yab = 1/4[Va, 1)

On vérifie immédiatement que [p(M1), p(M2)] = p([M1, M2]) et que [p(M),7,] =
v, M?. On voit donc que p, défini comme ci-dessus, nous fournit la représentation
de Lie(Spin(n) cherchée.

Connexion spinorielle

Une connexion spinorielle est une connexion principale sur le fibré P. Il
existe une bijection entre I’ensemble des connexions sur le fibré P des reperes



210 CHAPITRE 4. CONNEXIONS

orthonormés et I’ensemble des connexion sur le fibré des reperes spinoriels. En
effet, si w est une connexion sur P, si A désigne 'homomorphisme d’ ‘espaces
fibrése€ P — e € P, et si Vs € T(P €), on obtient une connexion & sur p

en posant

O(Vz) =w(Ve) avec V.= \(Va)
La connexion métrique w s’écrivait localement a 'aide de la forme I, c’est
a dire explicitement a l'aide de la matrice de connexion I'*, = I'%,,dz". En

utilisant la représentation trouvée précédemment pour Lie(Spin(n)), nous
obtenons

T =p(l) = =T [ya, )

Posons |v% = 7%+, |, nous obtenons,

I'= %Fab[’yau ’Vb] = iFaWaWb

L’opérateur de courbure peut étre obtenu de la méme fagcon. On part de
l'opérateur de courbure écrit comme endomorphisme R = (R%) et on ob-
tient :

R= iRaw“”yb

avec

1
Rab = §Rabuydl’u A dx”

Si on décide de n’utiliser qu'un seul repere mobile orthonormé e,, ainsi que
le co-repere mobile correspondant e, il vient

1
Rab = 5 Rabcdeced

Enfin, mentionnons les deux formules bien utiles suivantes, donnant le tenseur
de Ricci p et la courbure scalaire 7. Elles s’obtiennent en utilisant simplement
les relations de commutations des générateurs de 1’algebre de Clifford :

Rabcdryd/yaryb = Q,Ocﬂe
Rabcd,yc,yd,ya,yb —9r
Dérivée covariante sur les champs de spineurs

En vertu de I'étude générale sur les différentielles et dérivées covariantes,
on voit immédiatement que si W est un champ de spineurs (une section du
fibré vectoriel SM), sa différentielle covariante est donnée par

VU = dU + TW = d¥ + 10,700
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La quantité VW est un spineur-1-forme, et son évaluation, sur un vecteur
tangent v a M, c’est a dire la dérivée covariante de ¥ dans la direction v est
le champ de spineurs V,¥ = VV¥(v). Un spineur pour lequel V¥ = 0 est un
spineur paralléle.

L’opérateur de Dirac

Soit (e,) un repere mobile orthonormé (en général local), on peut construire
les dérivées covariantes V,¥ = V. U et on définit 'opérateur de Dirac D
par :

DY ="V, V|

On voit que 'opérateur de Dirac transforme également les champs de spineurs
en d’autres champ de spineurs. Ceux pour lesquels DW = 0 sont appelés
spineurs harmoniques . Par ailleurs, le carré A = D? s’appelle le laplacien
spinoriel et on peut vérifier que sa relation avec le laplacien naif —n®V,V,
est donnée par la formule

A=V, Vy+1ir

T étant la courbure scalaire.

L’opérateur de Dirac est sans doute 'opérateur différentiel le plus impor-
tant de la géométrie (et de la physique!) Ne pouvant y consacrer plus de
place ici, nous renvoyons le lecteur & des ouvrages (ou articles) spécialisés (le
résumé qui précede s’inspire de [4]).

Le fibré de Clifford

On part du fibré principal P des reperes spinoriels et on utilise 1’action
adjointe du groupe structural Spin(n) sur Ialgebre de Clifford Clif f(n) (voir
plus haut) pour construire le fibré associé en algebres de Clifford Clif f(M) =
P X spin(n) Clif f(n). On peut définir une inclusion vy du fibré tangent 7'M
dans le fibré de Clifford Clif f(M) et on note 7, = v(32). Plus simplement,
on peut considérer les v, comme des “matrices gamma” dépendant du point
x € M. Soit {e,} un repere mobile orthonormé et 0, un repere naturel,
alors 9, = eje,. On peut alors utiliser la matrice ej, (qui dépend de x) pour
définir v,(r) = ef.(z)y,. En posant v* = g""y,, on vérifie immédiatement
que yYHy” + yyH = 29" et que l'opérateur de Dirac s’écrit D = y#V,,.

Remarque : Il existe un sous-fibré de Clif f(M) dont les fibres sont des
groupes spinoriels, puisque Spin(n) C Clif f(n). Ce sous-fibré ne coincide
pas avec le fibré principal P des reperes spinoriels puisque 'action du groupe
Spin(n) sur lui-méme, définie par restriction, est l’action adjointe. On en
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déduit que le sous-fibré en question n’est autre que le fibré adjoint AdP.
C’est un fibré en groupes, mais il n’est pas principal. On sait que ses sections
ne sont autres que les transformations de jauge du fibré principal P dont on
est parti.

4.5.9 Meétriques sur les groupes et espaces homogenes

Il n’entre pas dans nos intentions d’étudier ici ce vaste chapitre de la
géométrie riemannienne. Nous voulons simplement attirer ’attention du lec-
teur sur le fait suivant : un groupe de Lie donné possede en général une infinité
de métriques. Si, pour simplifier, le groupe est simple et compact, il existe une
métrique particulierement “symétrique” désignée généralement sous le nom
de métrique de Killing . Comme tous ses multiples, elle est bi-invariante,
en ce sens que son groupe d’isométries est G x G. Par contre il existe des
métriques invariantes par G x 1, des métriques invariantes par 1 x G, des
métriques invariantes par H x K ou H et K sont des sous-groupes de GG, mais
aussi des métriques n’ayant aucune isométrie particuliere... Par ailleurs, il
est intéressant de comparer la connexion riemannienne (sans torsion) induite
par la métrique de Killing sur un groupe de Lie avec la connexion canonique
définie a l'aide de la forme de Maurer Cartan (celle de gauche ou celle de
droite) qui généralement a de la torsion mais est de courbure nulle (revoir
I'équation de Maurer-Cartan sur les groupes de Lie). L’étude des métriques
invariantes sur les espaces homogenes est également un chapitre important
de la géométrie riemannienne, et 1a encore, nous renvoyons au traité [9].



Chapitre 5

Un saut dans ’'infini

5.0.1 Action du groupe de jauge sur ’espace des connexions

Soit Ad P = P X q G le fibré adjoint en groupes et ad P = P X4 @
le fibré adjoint en algebres de Lie (voir le chapitre “Espaces fibrés”). On
se souvient que ’ensemble des sections globales de Ad P n’est autre que
le groupe de jauge & (automorphismes verticaux de P) et que ’ensemble
des sections globales de ad P est 'algebre de Lie ¢ du groupe de jauge. La
fibre type de ad P est une algebre de Lie, et donc, en particulier, un espace
vectoriel. Puisque ad P est un fibré vectoriel, toute connexion w sur P donne
naissance a une différentielle covariante V“ agissant sur les sections de ad P
(qui sont des transformations de jauge infinitésimales) et plus généralement
a une différentielle extérieure covariante d¥~ agissant sur 4% = QP (M, ad P).

d¥" 9P = QF(M,ad P) — 97" = QP(M, ad P)

Noter que QP(M,ad P) ~ QP (P, Lie¥) (voir section 3.3.10 (2)). On sup-
posera aussi qu’il est possible de plonger le groupe structural G' dans une
algebre de matrices M (n, ), pour n assez grand et donc considérer Ad P
comme sous-fibrés du fibré vectoriel P x 44 M (n,€). On peut donc également
considérer la différentielle covariante V¢ agissant sur une transformation de
jauge finie, ®.

Soit &7 I'ensemble de toutes les connexions qu’on peut définir sur un fibré
principal donné P = P(M, G). 1l est facile de voir que le groupe de jauge &
agit sur &7 par “pull-back”. Soit ® € B, w e &, z€ Pet V € T(P,z). On
définit w® = w.® par

(V) = wao (2.(V))

L’équivariance d’une connexion peut s’écrire, comme on le sait, en terme
du potentiel de jauge, sous la forme A — A" = ¢g7'Ag + g 'dg. Le second
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membre de cette égalité peut encore s’écrire A + g~1(dg + [A, g]) et la quan-
tité dg + [A, g] apparait comme une différentielle covariante Vg relative a
la connexion choisie. De la méme fagon, 'action du groupe de jauge & sur
I’espace o7 des formes de connexion s’écrit

(W,P) e xB =W =wd=w+d 'V

Cette loi de transformation nous montre que I'ensemble o7 de toutes les
connexions n’est pas un espace vectoriel mais un espace affine. En géométrie
élémentaire, la différence de deux points est un vecteur de 'espace vecto-
riel sous-jacent. Il en est de méme ici. L'objet ®~1V¥® est une 1-forme
(équivariante) sur P, a valeurs dans g = Lie(G). L’espace vectoriel sous-
jacent a I'espace affine & est donc ¢'. En particulier, notons que si w; et wy

désignent deux connexions, alors (w§ —wf) = (wy — w;) + P~ HV¥2 — V1),

5.0.2 L’espace des orbites

Puisqu’on a une action de groupe sur un espace, on peut étudier le
quotient par cette action, c’est a dire l'espace des orbites & = &/ /®. 11
faut tenir compte, en fait, de quelques subtilités car 'action de & n’est pas
libre, en général. En d’autres termes, certaines connexions peuvent avoir des
symétries : ¢’est le cas lorsque le sous-groupe de & qui stabilise une connexion
donnée ne se réduit pas a 'identité. Pour rendre cette action libre, il faut, soit
considérer un espace des connexions plus petit (c’est a dire ne considérer que
les connexions “irréductibles” pour lesquelles le stabilisateur est trivial), soit
diminuer la taille du groupe de jauge (on considere le groupe de jauge pointé
&, obtenu en se fixant arbitrairement un point = de M et en ne considérant
que les transformations de jauge ® telles que ®(z) = z, pour tout z appar-
tenant a la fibre de P au dessus de z). Moyennant ces quelques précautions,
par exemple celle qui revient a ne considérer que ’action du groupe de jauge
pointé, on montre que ’espace des connexions est lui-méme un espace fibré
principal, de groupe structural &, au dessus de 'espace des orbites, qu’on
note .#.

Lorsque la variété M est compacte, munie d’'une métrique et qu’'on a
choisi également une métrique bi-invariante sur le groupe de structure G,
on peut construire un produit scalaire global sur les espaces vectoriels 47
ainsi qu'un laplacien généralisé. Le produit scalaire sur I’espace vectoriel 4*
(identifié avec I'espace vectoriel sous-jacent a I’espace affine &7 en un point
quelconque w) fait de o7 un espace affine euclidien (de dimension infinie, bien
sur!). On a donc une métrique sur .o Cette métrique permet de décomposer
I'espace tangent T'(47,w) en un sous-espace vertical évident (celui qui est
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tangent a l'action de &) et un sous-espace horizontal défini comme étant
perpendiculaire au sous-espace vertical pour cette métrique. On obtient ainsi
une connexion sur le fibré & = &7 (&, ®). La métrique sur &7, étant &-
invariante, permet également de définir une nouvelle métrique sur la base du

fibré o = o/ (F,9), c’est a dire sur I'espace des orbites .Z.

5.0.3 Conclusion

La géométrie riemannienne de ’espace des orbites des connexions, modulo
I’action du groupe de jauge, est un sujet a la fois complexe et fascinant.
Notre but, dans ce dernier chapitre n’avait d’autre but que d’entrebailler
une porte. .. Nous allons arréter la notre escapade en dimension infinie, non
sans faire un clin d’ceil a la physique...bouclant ainsi la boucle. En effet, on
sait que dans les théories de jauge, deux connexions qui different par une
transformation de jauge décrivent la méme situation physique. L’espace des
champs de Yang-Mills possibles, celui sur lequel on doit intégrer lorsqu’on
fait de la théorie quantique des champs “a la Feynman” est donc ’espace des
orbites .#. Par ailleurs, les champs de matiere sont, comme on le sait, décrits
par des sections de fibrés E associés a un fibré principal P = P(M, (), mais
le groupe de jauge & agit sur l'espace I'E de ces sections et deux sections
qui different par l'action du groupe de jauge sont également physiquement
équivalentes. On en déduit que la physique des champs de Yang-Mills et
des champs de matiere qui leur sont couplés est en définitive décrite par la
géométrie de 'espace fibré

N=0/(F,6)xsE

Une structure analogue existe lorsqu’on s’intéresse a la gravitation quantique
et qu’on veut étudier I'espace des métriques qu’il est possible de définir sur
une variété différentiable donnée. Le groupe de jauge & est alors remplacé
par le groupe des difféomorphismes de M. La situation est d’ailleurs plus
complexe dans ce cas.

C’est donc de la géométrie différentielle en dimension infinie qu’il faut
faire pour comprendre, du point de vue quantique, la structure des théories
physiques décrivant les interactions fondamentales. Il n’est pas exclu que le
traitement mathématique le plus adapté a cette étude de la géométrie en
dimension infinie passe par une “algébraisation” complete des techniques de
la géométrie différentielle et au remplacement de celle-ci par la géométrie non
commutative (voir chapitre suivant).






Chapitre 6

Calcul différentiel pour
algebres non commutatives

6.1 Remarques philosophico-mathématiques sur
les espaces non commutatifs

Lorsqu’on se donne un “espace” M (techniquement, un ensemble dont
les éléments sont surnommés “points” ), on sait construire l’algebre des fonc-
tions sur M a valeurs réelles ou complexes. Cette algebre est commutative
puisque multiplication et addition sont définies ponctuellement comme suit :
(fo)lx] = flalgla] = glz]flz] = (9f)la] et (f + g)lx] = fla] + gla] =
glz] + flz] = (g + f)[z]. Lorsque notre espace M est équipé d’une struc-
ture topologique, on sait construire 1’algebre C°(M) des fonctions continues
et lorsque M est équipé d'une structure différentiable, on sait construire
I'algebre C*°(M) des fonctions différentiables.

Il est possible de completement inverser cette démarche : en d’autres
termes, il est possible de partir d’une algebre A commutative, abstraitement
définie, et de fabriquer une espace M, tel que A s’identifie avec 'algebre des
fonctions sur M. Nous allons maintenant préciser cette construction.

On se donne A une algebre de Banach, c’est a dire une algebre associative
sur €, munie d’'une norme || qui soit telle que ||fg|| < ||f]|]lg]| et telle que
I'espace vectoriel sous-jacent soit un espace de Banach (un espace vectoriel
normé complet).

On appelle caractére de A tout homomorphisme non nul de A vers le
corps € des complexes. L’ensemble des caracteres M s’appelle le spectre de
A.

On suppose maintenant 1’algebre A commutative. On appelle transfor-
mation de Gelfand Dapplication F de A dans I'algebre commutative C°(M)
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qui & f € A associe f € C°(M), défini, pour tout caractere z € M de A par

Résultat (sans démonstration) : F est un homomorphisme d’algebre de
Banach commutative.

Encore quelques définitions :

Une algebre de Banach involutive est une algebre de Banach munie d’une
étoile c’est a dire une involution (f** = f), anti-linéaire (Af)* = Af* (pour
A € €) et anti-multiplicative ((fg)* = g* f*), telle que I’étoile soit isométrique

171 = 111

Une C - étoile algebre, est une algebre de Banach involutive telle que,
Ve Al =1 = 1112

Théoreme de Gelfand (sans démonstration) : Lorsque A est une C-étoile
algebre commutative, la transformation de Gelfand entre A et Palgebre C°(M)
des fonctions continues sur le spectre de A est un isomorphisme.

En fait, on peut préciser davantage : lorsque A est une C-étoile algebre
commutative unitale (c’est a dire avec unité), I’espace M est compact. D’une
certaine fagon, rajouter une unité a une algebre qui n’en a pas revient a
compactifier (via Alexandrov) son spectre.

Ce qui ressort de cette discussion, c¢’est le fait que s’intéresser a un espace
(un ensemble de points) ou s’intéresser a une algebre commutative sont deux
activités grosso modo essentiellement équivalentes. En langage savant, on dit
que la transformation de Gelfand F permet de définir un foncteur réalisant
une équivalence entre la catégorie des espaces topologiques (compacts) et
celle des €* algebres commutatives (unitales).

Une algebre non commutative ne peut pas étre considérée comme une
algebre de fonctions (& valeurs réelles ou complexes) sur un espace, puisque
I’algebre serait alors commutative. La “géométrie non commutative”, au sens
le plus large du terme, consiste souvent a re-écrire les diverses propriétés
géométriques des “espaces” dans le langage des algebres commutatives, c¢’est
a dire sans utiliser la notion de point, puis a effacer, partout ou cela est
possible, le mot “‘commutatif”. Ce faisant, on invente alors une nouvelle
géométrie, celle des algebres non commutatives. Les espaces non commutatifs
n’existent donc pas, mais les algebres qui les définissent, elles, existent bel et
bien.

Du point de vue de la physique, il est pratique (et d’usage courant!) de
décrire notre environnement a ’aide de points (pensez a la téte du voyageur
& qui on dirait “Voyez-vous ce caractere de la C-étoile algebre C°(S5?%)?” au
lieu de “Voyez-vous ce point a la surface de la Terre 7). Cela dit, les deux
points de vue sont équivalents, et on passe d'un point de vue a ’autre a l'aide
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de la superbe formule f(z) = z(f) sur laquelle il est bon de méditer. .. A ce
sujet, nous invitons le lecteur a relire le paragraphe de I'Introduction intitulé
“Du classique au quantique”.

6.2 Calculs différentiels

6.2.1 Remarques

Dans le cadre commutatif, étant donné une variété M, nous avons décrit,
de facon détaillée, une algebre différentielle graduée, en 1'occurence, celle,
notée A(M) des formes différentielles : le “complexe de De Rham”. Cette
algebre est différentielle (puisque munie d'une différentielle d) et différentielle
graduée puisque d envoie AP(M) dans APT1(M). De plus, elle est telle que
A°(M) = C°°(M). Comme nous le verrons un peu plus bas, le lecteur devrait
se garder de croire qu’il s’agit la de la seule possibilité.

Dans le cadre non commutatif, nous supposons donnée une algebre asso-
ciative A, unitale pour simplifier, mais non nécessairement commutative. A
va remplacer, dans la construction, I'algebre commutative C>°(M), c’est a
dire, “philosophiquement”, I’espace M lui-méme. On veut pouvoir associer a
A une algebre différentielle graduée €2, qui coincide avec A en degré zéro. Les
éléments de §2 vont remplacer les formes différentielles usuelles. On pourrait
dire que ce sont des formes différentielles quantiques .

Nous cherchons a fabriquer une algebre différentielle graduée qui, en degré
zéro, coincide avec A. En fait, il existe de nombreuses possibilités, chaque
possibilité définit ce qu’on appelle un calcul différentiel sur I’algébre A. Ce-
pendant, une de ces possibilités est plus générale que les autres, en un sens
que nous allons préciser. C’est celle qu’on désigne sous le nom d’algebre Q2.A
des formes universelles.

6.2.2 L’algebre différentielle des formes universelles (2.4
Universalité

Soit A une algebre associative unitale. On veut construire une algebre
différentielle 3-graduée (QA,0) qui soit “la plus générale possible”, et qui
soit telle que QA° = A. Etre “la plus générale possible” signifie que tout
autre algebre du méme type pourra s’obtenir a partir de celle-ci en imposant
des relations supplémentaires. Techniquement, cela revient a dire que si (=, d)
est une autre algebre différentielle 3-graduée, avec Z° = A, alors, c’est qu’il
existe un morphisme a (morphisme d’algebre différentielle graduée) de QA
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sur Z tel que lalgebre (Z,d) apparaisse comme un quotient de I’algebre des
formes universelles (24, 9) :

== QA/K

Ici, le noyau K de « est un idéal bilatere gradué différentiel de Q24 (idéal
bilatere car QAK C K, K.QA C K et différentiel car 6K C K). En
d’autres termes, (Q2.4,0) est un objet universel dans la catégorie des algebres
différentielles 3-graduées et on pourrait écrire tout ceci a l'aide de dia-
grammes commutatifs. ..

Construction de 24 par générateurs et relations

On part de A. Désignons les éléments de A par des symboles a,. On
introduit alors de nouveaur symboles qu’on va désigner par da,. Attention,
pour l'instant, 6 n’est pas (encore) un opérateur : le symbole da, doit étre
pris comme un tout : c’est une copie de I'élément a,. L’espace vectoriel en-
gendré par les symboles da, est simplement une copie de l'espace vectoriel
A. Ensuite, on fabrique des mots, en concaténant librement des éléments de
A (donc des a,) et des éléments du type da,. Ainsi agday ag as day das ag est
un mot. On décide alors d’additionner et de multiplier librement ces mots de
facon a ce que la structure obtenue soit une algebre. Jusque la, on n’obtient
rien de tres palpitant : juste une algebre “libre” engendrée par des symboles.
Pour finir, on va imposer des relations : celles de A, tout d’abord, mais sur-
tout, les deux suivantes (pour tout a,b dans A) :

dab = (6a) b+ a (0b)

|16a = daet 61 =0]

La premiere relation identifie deux éléments, jusque la différents, de ’algebre
libre. L’ensemble obtenu est, par construction, une algebre, qu’on note Q.A.
La derniere chose a faire consiste a introduire I'opérateur noté ¢, défini pour
tout élément a de A par 6(a) = da et déa = 0. L’algebre obtenue devient
ainsi une algebre différentielle.

On pourrait, bien entendu, formaliser la construction ci-dessus, en terme
d’idéaux et de relations, mais, le résultat est, somme toute, tres simple : on
part des éléments a de A et on introduit des différentielles da (attention, ce
ne sont pas des éléments de A) de facon a ce que la regle de Leibniz (la regle
de dérivation d’un produit) soit vérifiée.

Les regles ci-dessus permettent de re-écrire n’importe quel élément de Q2.A
sous la forme d’une combinaison linéaire de termes du type ag da; das ... da,
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ou tous les a; sont des éléments de A et ou le seul élément qui n’est pas
différentié (ag) se situe @ gauche. En effet, par exemple

ao 5(1,1 5&2 as = Qg 5@15(&2@3) — Qg 5a1 as 5@3

= Qo 5@1(5(@2&3) — Qg (5(@1&2) 5@3 + ag (5a1 (5@2 (5@3

Cette remarque montre que QA = @;io QP A, ou QP A est 'espace vectoriel
engendré par les termes du type ag da; das ... da,, avec a; € A. Ainsi, QA est
donc bien 3-graduée. Il est facile de vérifier, en utilisant les regles précédentes
que, pour 0 € PP Aet 7€ QA

d(oT) = (o)1 + (—1)Pad(T)

Le fait que 'algebre différentielle (2A soit universelle vient du fait que,
dans sa construction, nous n’avons rien imposé d’autre que la regle de Leibniz
ainsi que les relations algébriques déja présentes dans A. Tout autre algebre
différentielle construite sur A contiendra donc automatiquement des rela-
tions supplémentaires. Soit (Z,d) une autre algebre différentielle, également
associée a A, on sait qu’il doit alors exister un morphisme o de QA dans =, ce
morphisme est simplement défini sur les éléments de base, par a(ag daq das . .. da,) =
apday day ... da, et étendu par linéarité sur toute l'algebre =.

Construction explicite de Q2.4 par produit tensoriel

La construction précédente est simple et, en principe suffisante. Cela dit, il
est agréable de pouvoir considérer da comme un objet construit concretement
“a partir” de a et non comme un symbole abstrait. Voici donc une seconde
construction de l'algebre des formes universelles qui répond a ce souci.

Soit m : A® A+ A, Popérateur de multiplication m(a ® b) = ab.

Posons 2°A = A On décide de noter (prenons a et b dans A) :

ob=10b—bx1]

Ainsi, db apparait comme une sorte de différence discrete (nous verrons un
peu plus loin comment, dans I’exemple ou A désigne une algebre de fonctions
sur une variété comment ceci est explicitement réalisé). Plus généralement,
Nnous poserons :

adb=a®b—ab@ 1]

Soit QA I'espace vectoriel engendré par les éléments de A — A du type
adb. Notons que adb appartient au noyau de l'opérateur de multiplication
m(adb) = ab— abl = 0. Plus généralement, il est évident que les éléments de
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Ker(m) sont des combinaisons linéaires d’éléments de ce type. En d’autres
termes, on a

Q' A = Ker(m)
On pose alors
PA=Q A4 QA
et plus généralement

PA=VARUR4...04 A

Notons que Q2P A est inclus dans la (p+1)-ieme puissance tensorielle de A (bien
noter cette translation d’une unité!). Attention : le produit tensoriel est pris
au dessus de A et non pas au dessus du corps des scalaires! Cela signifie,
en clair, la chose suivante : Considérons le produit de I’élément (apda;) €
MA C A® A par 'élément (day) € Q'A C A ® A. Ce produit, pris dans
Q' A ® QA est I'élément

(ap®a; —apa; ®1) @ (1®az —a; ®1)

de A A A® A® A tandis que le produit dans Q' A® 4 Q' A est un élément
de A® AR AR A, en 'occurence, il s’agit de

CL()5(I1(56L2 = (CL()@CLl —a0a1®]1)(11®a2—a2®]l)
A Ra; @as —apa Q1R ay —ag @ aras @ 1+ apa; @ as @ 1

L’écriture explicite de agdaidas en termes de produit tensoriels contient donc
un unique terme ag ® a; ® as et une somme alternée d’autres termes, cha-
cun d’entre eux contenant I'unité de ’algebre ainsi qu’un unique produit du
type apap+1. On pourrait également partir de cette derniére écriture expli-
cite pour définir 'algebre QQA. Noter que la multiplication, lorsqu’on écrit
explicitement les éléments de cette algebre en termes de produits tensoriels,
s’écrit explicitement en concaténant les différents termes et en effectuant la
multiplication dans A.

Formes universelles dans le cadre commutatif : le calcul différentiel
non local

Soit M une variété différentiable, ou méme, un ensemble absolument
quelconque. On peut alors construire 'algebre commutative des fonctions
sur M (bien entendu, lorsque M est un espace topologique, ou une variété
différentielle, on peut choisir les fonctions continues, les fonctions différentiables
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etc). Notons encore A cette algebre, sans préciser davantage. La construc-
tion de QA reste valable, puisque nous n’avons rien eu a supposer d’autre
que l'associativité de ’algebre A. Considérons 1’élément

awb=a@b—ab1eNAC A A

Puisque les éléments de A sont des fonctions sur M (des fonctions d’une
variable x € M) les éléments de A ® A sont des fonctions de deux variables :

[adb](2,y) = a(x)b(y) — a(x)b(x) = a(z)(b(y) — b(x))

Cette fonction, comme, il se doit, s’annulle lorsqu’on pose = = y, puisque
l'opérateur de multiplication m(a ®b) = ab, dans le cas présent, peut s’écrire
sous la forme m(a(z)b(y)) = a(z)b(z). Ainsi, Q' A est constitué de 'ensemble
des fonctions de deux variables sur I'espace M, qui s’annulent sur la diago-
nale.

Remarque : lorsque M est discret, il est d'usage d’identifier, comme nous
venons de le faire, I'algebre des fonctions Fun(M x M ... x M) du pro-
duit cartésien de l'espace M par lui-méme avec l'algebre produit tensoriel
Fun(M) ®@ Fun(M) ® ... Fun(M). Lorsque M est un espace topologique
(en particulier une variété), on n’a, en général, qu'une inclusion stricte de
Fun(M)® Fun(M)® ... Fun(M) dans Fun(M x M ... x M), et il faudrait
tenir compte de la topologie utilisée pour pouvoir préciser davantage. Nous
ne tiendrons pas compte de cette subtilité topologique dans ce qui suit.

Considérons maintenant un élément de Q?A :

adbdc =aRbRec—abR1RXc—aRbecRIT+abR®c® 1
[adbic] (z,y, z) = a(z)b(y)c(z) — a(x)b(z)c(z) — a(x)b(y)c(y) + a(x)b(z)c(y)
= a(z)[b(y) — b(x)][c(2) — c(y)]

Cet élément peut donc s’interpréter comme une fonction de trois variables,
qui s’annule lorsque z = y ou lorsque y = z (mais pas lorsque = = z).

Plus généralement, les élements de 2P A peuvent étre considérés comme
des fonctions de p + 1 variables qui s’annulent lorsque deux arguments suc-
cessifs sont égaux.

On voit que 6b désigne bien ici la différence discrete b(y) — b(x). Lorsque
M est une variété différentiable, on peut faire tendre y vers x et obtenir ainsi
la forme différentielle usuelle db(x) = %dm“. La théorie générale s’applique
évidemment dans ce cas particulier : QPC*°(M) est une algebre différentielle
universelle mais il existe par ailleurs une algebre de formes différentielles
(AM, d) que nous connaissons bien (le complexe de De Rham), il existe donc
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un morphisme « de la premiere algebre sur la seconde. Ce morphisme envoie
agdajdas . .. (dans le cas présent ag(z)(a1(y) — ai(x))(az(z) — az(y)) ...) sur
la forme différentielle agdaq A das . . ..

Notons que le noyau de ce morphisme est tres gros. D'une part, on sait
que lorsque p > dim(M), APM = 0, alors que QPC*(M) n’est jamais nul
(quel que soit p). Par ailleurs, méme si p < dim(M) il est facile de trouver
des éléments de QC°(M) qui s’envoient sur zéro : par exemple, I’élément
ad(bc) — abdc — ca 6b n’est certainement pas nul dans Q'C>°(M), alors que
ad(bc) — abdc — cadb est nul dans A'M.

L’exemple de € ¢ €

L’exemple qui nous venons de considérer montre bien que cette algebre
différentielle de De Rham, dont nous avons I’habitude, est loin d’étre la seule
possible, méme dans le cadre commutatif, lorsqu’on veut définir un calcul
différentiel. L’inconvénient de I'algebre des formes universelles, c¢’est qu’elle
est généralement tres (trop) “grosse” et peu maniable. Cependant, il est
des cas, méme commutatifs, ot l'algebre de De Rham n’est pas utilisable
— par exemple lorsque M n’est pas différentiable — et il est bien pratique
de pouvoir faire appel a la derniere construction. Un autre cas interessant
est celui d'une variété M qui n’est pas connexe : on peut alors, bien sir,
faire du calcul différentiel “a la De Rham” sur chaque composante connexe,
mais, ce faisant, on perd de l'information, car les formes universelles non
nulles du type adb[z, y] ou x et y appartiennent a deux composantes connexes
distinctes n’ont aucune correspondance dans l'algebre de De Rham. Pour
illustrer ce phénomene, qui se trouve posséder une interprétation physique
aussi bien inattendue que capitale, nous allons choisir I’exemple d’un espace
non connexe extrémement simple : celui fourni par la donnée de deux points.
Dans ce cas, les 1-formes usuelles (celles de De Rham) n’existent pas. Par
contre, on va pouvoir construire et utiliser l'algebre des formes universelles
Q=Q(Cq).

Considérons donc un ensemble discret {L, R} constitué de deux éléments
que nous désignons par les lettres L et R (penser a Left et Right). Soit x
la fonction coordonnée x(L) = 1,z(R) = 0 et y la fonction coordonnée
y(L) = 0,y(R) = 1. Remarque : zy =yr =0, 2> =2,y  =yand z +y = 1
ou 1 est la fonction unité 1(L) = 1, 1(R) = 1. Un élément quelconque de cette
algebre associative (et commutative) A engendrée par = et y peut s’écrire
Az + py (ot A et p sont deux nombres complexes) et peut étre représenté par

une matrice diagonale . On peut écrire A = €x § Cy. L’algebre est

A0
0
donc isomorphe a €® €. Nous introduisons maintenant deux symboles dx, dy,
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ainsi qu'une différentielle § qui satisfait & 62 = 0, qui doit satisfaire & 51 = 0
et a la regle habituelle de dérivation d’un produit (régle de Leibniz). Il est
évident que Q' 'espace des différentielles de degré 1 est engendré par les deux
quantités indépendantes xdx and ydy. En effet, la relation x4y = 1 implique
dz + 6y = 0; de plus, les relations 2*> = z and y* = y impliquent (dz)r +
z(dx) = (0x), donc (0x)xr = (1 — x)dz and (dy)y = (1 — y)dy. Ceci implique
également, par exemple, dz = 1ox = xdx+ydx, xdxr = —xdy, yoxr = (1—x)dz,
(6x)x = ydx = —ydy etc . Plus généralement, désignons par QP I'espace des
différentielles de degré p; les relations ci-dessus montrent qu’une base de
cet espace vectoriel est fourni par les éléments {zdxdx ... dz,yoydy...dy}.
Posons 2° = Aet Q = @p QP L’espace € est une algebre : on peut multiplier
les formes librement, mais il faut tenir compte de la regle de Leibniz, par
exemple z(0x)z(0x) = x(1—z)(dx)?. Attention : Palgebre Q est de dimension
infinie, comme il se doit puisque p parcourt toutes les valeurs de 0 a I'infini.
Bien entendu, la différentielle § obéit a la regle de Leibniz lorsqu’elle agit sur
les éléments de A mais elle obéit a la reégle de Leibniz graduée lorsqu’elle agit
sur les éléments de ©, en 1'occurence §(wiws) = d(wy )wa + (—1)%1wid(wy) olt
Ow; désigne 0 ou 1 suivant que w; est pair ou impair.

Dans le cas particulier de la géométrie d'un ensemble a deux points,
{L, R} nous retrouvons le fait qu'un élément A de Q! considéré comme fonc-
tion de deux variables doit obéir aux contraintes A(L,L) = A(R,R) = 0 et
peut donc étre écrit comme une matrice 2 X 2 indexée par L et R dont les
éléments non diagonaux sont nuls (“matrice hors diagonale”). Un élement
F de Q2 peut étre considéré comme fonction de trois variables obéissant
aux contraintes F(L,L,R) = F(R,R,L) = F(L,R,R) = F(R,L,L) =
F(R,R,R) = F(L,L,L) = 0. Les deux seules composantes non nulles sont
donc F(L, R, L) and F(R, L, R). Le fait que dim(2) = 2 pour tout p suggere
la possibilité d’utiliser des matrices de taille fixe (en 'occurence des matrices
2 x 2) pour toutes valeurs de p. Ceci ne serait pas le cas pour une géométrie
a plus de deux points. En effet, on peut aisément généraliser la construc-
tion précédente, par exemple en partant de trois points au lieu de deux.
Mais dans ce cas, ' est de dimension 6 et Q2 de dimension 12. Avec g
points, la dimension de 7 est g(q — 1)?. Ce dernier résultat vient du fait que

dim(A® A) — dim(Ker(m)) = dim(A). On a donc dim(Q') = ¢*> — q.

Pour revenir au cas de la géométrie a deux points, nous voyons qu’il est
possible de représenter Az (dx)* + uy(dy)®*’ comme une matrice diagonale

(8 2) et I'élément ax(dz)?P + By(dy)?T! comme la matrice “hors” diago-

01 . ) .
nale (z 3 Zg ) Autrement dit nous pouvons représenter les formes paires par
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des matrices paires (i.e. diagonales) et les formes impaires par des matrices
impaires (i.e. “hors” diagonales); ceci est non seulement naturel mais obli-
gatoire si on veut que la multiplication des matrices soit compatible avec la
multiplication dans 2. En effet, les relations

r(0x)?x = x(0x)*
z(0z)?y =0
z(dz)?P e =0
z(0z)?Hy = x(0x)%H

montrent que cette représentation utilisant des matrices 2 x 2 est effecti-
vement un homomorphisme d’algebres 3s—graduées, de {2 (gradué par la
parité de p) dans 'algebre des marices complexes 2 x 2 (avec graduation
32— associée avec la décomposition d'une matrice en une partie diagonale et
hors diagonale). La présence du facteur i dans les matrices hors diagonales
représentant les éléments impairs est nécessaire pour que les deux types de
produits soient compatibles. L’algebre €2 s’obtient en effectuant la somme
directe des espaces vectoriels (2”. Comme on l'a dit, 1'algebre €2 est donc
de dimension infinie mais si nous représentons toute 1’algebre €2 a 'aide de
matrices 2 X 2 agissant sur un espace vectoriel fixé de dimension 2, la p-
graduation est perdue et seule la graduation 3, est conservée.

Nous verrons un peu plus loin qu’il est possible, en géométrie non com-
mutative, de donner un sens a la notion de connexion. Dans le cas le plus
simple, la forme de connexion A n’est autre qu’'une forme de degré 1 ap-
partenant a une algebre différentielle (=, 9) associée a ’algebre associative
A choisie. On verra que la courbure F', dans ce cas, peut également s’écrire
comme F = §A + A2

Dans le cas présent, = = 2. Une forme de degré 1 est un élément de Q!.
Prenons A = (¢ xdz + @ ydy). La représentation matricielle de A se lit donc

_ (0 iy
A_(ig?; 0)

La courbure correspondante est alors F' = § A+ A2, mais A% = —p@x? dxdz —
Ppy2oydy = —ppxdrdr — pydydy et 6A = pdéxdx + @dydy = (¢ +
©)(xdxdr + ydydy). F peut donc s’écrire aussi

Nous pouvons choisir un produit hermitien sur € en décidant que la base
z(0z)?,y(dy)? est orthonormale. Alors |F|? = FF = (¢ + ¢ — ¢p)*. Le
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FIGURE 6.1 — Potentiel de Higgs V[Re(p), Im(p)]

lecteur familier des théories de jauge avec brisure de symmétrie reconnaitra
ici un potentiel de Higgs translaté V[¢] = |F|?. (voir figure 6.1]).

Notre calcul différentiel, dans le cas présent, est commutatif, puisque
I’algebre des fonctions sur un espace a deux points est simplement ’algebre
des matrices diagonales 2 x 2 avec des coefficients complexes (ou réels) mais
notre calcul différentiel est, en un sens, “non local” puisque la “distance”
entre les deux points étiquetés par L et R ne peut pas tendre vers zéro. .. Le
lecteur aura sans doute remarqué que ces résultats peuvent s’interpréter en
termes de champs de Higgs. Nous y reviendrons (exemple poursuivi en 6.2.4).

6.2.3 L’algebre différentielle Qp,,.A
Rappel sur les dérivations d’algebre

Rappelons (relire 1.10.1) que

— Der(A) est une algebre de Lie

— Der(A) n’est pas un module sur A

— Der(A) est un module sur le centre de A

— Int(A) = {ad,/a € A} avec ad,(b) = [a,b] qu'on appelle ensemble
des dérivations intérieures est un idéal d’algebre de Lie de DerA (en
effet soit X, = ad, € IntAetY € DerA, alors [Y, X,] = ady ) € A).

— On note Out A = DerA/IntA
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Formes différentielles

Classiquement, une forme différentielle w est une n-forme sur l'algebre
de Lie des champs de vecteurs, antisymétrique, linéaire par rapport aux sca-
laires, bien str, mais aussi linéaire par rapport aux fonctions, et a valeur dans
les fonctions.

On va définir ici les formes différentielles comme des objets qui soient des
n-formes sur 'algebre de Lie des dérivations de A, antisymétrique, linéaire
par rapport au scalaires, bien sur, mais aussi linéaire par rapport au centre
Z(A) de A et a valeurs dans 'algebre A.

En d’autres termes, on pose

" (A) = CZ’(A) (DGTA, A) avec Q_ODer<A> =A

2% Der

Cette définition est due a [0]
C’est une algebre différentielle graduée avec un produit défini par

—a<U01 yVUogy - - 7U0'm>/6(vo'm+1 y Vormyas - 7U0m+n)

ouna € Qp,"(A) et B € Qp,.,"(A), et ou d est une différentielle définie
comme suit : la forme différentielle dw peut se définir directement par son
action sur tout (k + 1)-uplet {vy, va, ..., vps1} de dérivations, en posant

k+1
dW('Ul, V2, ... >Uk+1) = Z(_l)iJrlU’i [W(Ul, s 761'7 s 7Uk+1)

=1
+ Z (—1)i+jw<[vi,vj],vl,...,@,...,ﬁj,...,ka)

1<i<j<k+1

ot le symbole ~ désigne 1'omission de ’argument correspondant.
En particulier, pour une 1-forme da (agissant sur la dérivation v) on a
simplement

da(v) = v(a)

On peut immédiatement vérifier que d est alors une dérivation graduée
de degré 1 sur l'algebre Q.. (A) et que d* = 0.

Les définitions qui précedent sont tout a fait naturelles puisque ce sont
exactement les mémes que pour les différentielles habituelles (rappelons en-
core une fois que, dans le cas usuel de la géométrie ”commutative”, les
dérivations d’algebres vy, de l'algebre A = C°°(M) ne sont autres que les
champs de vecteurs).
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Distinction entre ., et Qp.,

En utilisant la régle de Leibniz, on voit qu’un produit quelconque d’éléments
de a et de différentielles (du type da) peut se réordonner sous la forme d’une
somme de termes du type agda; .. .da,. Cela dit, il y a une petite subtilité :
avec la définition que nous avons adoptée, il n’est pas clair que tout élément
de Q,.,.A puisse s’écrire comme une somme finie d’éléments de ce type. Ceci
conduit & introduire la définition suivante : on pose Qpe, A = @, -, Upe, " A
ou Qp.," A est le sous-espace vectoriel de Qp,," A constitué des sommes finies
du type apday . . . da,. On démontre alors [0] que Qp.,.A est la plus petite sous
algebre différentielle graduée de Qp.,A contenant A.

En général, on peut oublier cette distinction entre {2, et Q2p,,.. Dans le
cas de la géométrie des variétés (variétés connexes ou réunion dénombrables
de variétés connexes), on peut démontrer que les deux notions coincident
lorsque la variété M est paracompacte. Cela qui revient a dire que la variété
admet une base topogique dénombrable. . . (et dans ce cas elle admet également
un atlas comprenant au plus une infinité dénombrable de cartes). Pour des
variétés paracompactes, donc (hypothése qu’on fait presque toujours!), les
deux notions coincident et coincident évidemment avec ’algebre des formes
différentielles usuelles (ceci découlant immédiatement de l'identité entre les
définitions ci-dessus et celles qu’on peut trouver en . Lorsque lalgebre
A n’est pas commutative, on aura également les deux possibilites : ,,_,..A et
QperA qui peuvent coincider ou non. Le cas le moins “sauvage” est évidemment
celui ou les deux notions coincident (analogue non commutatif du cas para-
compact). Dans la suite de cette section, on supposera que c’est le cas.

Exemples

— Cas des variétés. On sait déja que A = C*°(M), que DerA = T'TM
(champs de vecteurs) et que Qpe A = AM = I'T*M (formes différentielles
usuelles).

— Cas des matrices. A = M(n,€). Il est bien connu que toutes les
dérivations de cette algebre sont intérieures, c’est a dire qu’elles sont
obtenues en calculant des commutateurs avec une matrice donnée.
Cela dit, prendre un commutateur avec une matrice X ou prendre
un commutateur avec une matrice X + k1 donne le méme résultat.
On peut donc décider de normaliser en fixant la trace de X a zéro.
L’ensemble des matrices n x n de trace nulle coincide, on le sait (cf
chapitre 2) avec l'algebre de Lie de SL(n,€). On voit que DerA =
Lie(SL(n,€)). Les éléments de Q7,,.A sont donc les n formes (anti-
symétriques) sur Lie(SL(n, ) a valeurs dans l'algebre A elle-méme,
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c’est a dire dans M (n, €). On peut finalement écrire
QperM(n,€) = M(n,€) @ A(Lie(SL(n, €)))*

— (Cas des matrices a éléments fonctions sur une variété. On prend
A = M(n,€) ® C*(M). Nous ne détaillerons pas cet exemple (voir
[6]). Le résultat est assez intuitif et s’obtient a partir des deux cas
précédents : Der A = Der(C™(M)) ® 1& C*(M) ® Der(M(n, €)) et
Qper(M(n,€) @ C*(M)) = A(M) @ Qpe, M (n, €). Cet exemple a été
utilisé pour la construction de certains modeles physiques généralisant
les théories de jauges usuelles (voir [10])

Remarque : il existe des algebres tres simples qui n’admettent pas de
dérivations. .. par exemple ’algebre des nombres complexes! Dans ce cas,
la construction qu’on vient d’exposer ne donne rien (bien que 'algebre des
formes universelles soit néanmoins non triviale).

6.2.4 Algebres différentielles pour espaces non connexes

Soient A et B deux algebres associatives (commutatives ou non). Il est
certain que 'algebre des formes universelles pour I'algebre A ® B n’est pas
isomorphe au produit tensoriel gradué des algebres universelles de A et B
séparément.

QA B) #QA® OB
En effet, par exemple, Q' (A® B) C A® B® A® B alors que

QAROB) =PARMBUARXBCARIBIBIARARB

Cependant, Q(A®B) et QAR QB sont toutes deux des algebres différentielles
3-graduées dont le terme de degré zéro coincide avec A ® B. La premiere
étant universelle, il existe donc un morphisme surjectif de la premiere sur la
seconde.

Supposons maintenant que qu’on s’intéresse a une variété non connexe
obtenue comme réunion (disjointe) de plusieurs copies (deux pour simpli-
fier) d'une méme variété connexe M. On se retrouve donc dans la situation
précédente avec A = C®(M) et B=C @ €. Eneffet AQ B = C®(M) &
C>°(M). L’algebre différentielle Q(C*(M)) ® Q(€ & €) est encore peu com-
mode a utiliser (on se souvient que les éléments de Q(C*°(M)) sont des fonc-
tions de plusieurs variables qui s’annulent lorsque deux arguments successifs
sont égaux). Par contre, rien ne nous interdit de remplacer cette derniere
par 'algebres des formes différentielles usuelles AM. On obtient ainsi le dia-
gramme suivant, ou chaque fleche désigne un morphisme surjectif d’algebres
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différentielles graduées :
QC®(M)DC®(M)) = QUC®(M)) @QUEDE) —» AM R QC P C)

L’algebre
E=AMoQCa )

produit tensoriel gradué du complexe de De Rham usuel par ’algebre des
formes universelles sur 'espace a deux points € & €, constitue une algebre
différentielle intéressante a plus d’un titre et tres facile a utiliser. Elle a
été étudiée dans [12] et utilisée auparavant dans [I1]. Sa structure s’obtient
immédiatement a partir de notre étude de Q(€HC). On se souvient que 2P (€D
¢) est toujours de dimension 2 et représentable, soit a 1’aide de matrices 2 x 2
diagonales (lorsque p est pair) soit a I’aide de matrices 2 x 2 hors diagonales
(lorsque p est impair). Les éléments de

=) MM (o)

p=0

peuvent donc s’écrire a l'aide de matrices 2 x 2 dont les éléments sont des
formes différentielles usuelles sur la variété M (de degré p variant de 0 a n)
et positionnées soit sur la diagonale (quand p est pair) soit en dehors de la
diagonale (lorsque p est impair). Le produit dans = s’obtient immédiatement
a partir du produit extérieur dans AM et du produit déja étudié dans Q(€ &
¢).
(p@a)(o® )= (=1 (pro) & (af)

On peut finalement encore généraliser la construction précédente en rem-
placant I'algebre des formes différentielles sur la variété M par I'algebre des
formes différentielles sur M a valeurs dans I’algebre (associative) des matrices
n X n complexes.

On pourrait ici continuer notre exemple des connexions sur € @ €, en
choisissant cette fois-ci pour forme de connexion un élement quelconque de
=!. La norme carré de la courbure s’interpréte alors physiquement comme
le lagrangien d’un modele de jauge U(1) x U(1), avec potentiel de Higgs et
symmétrie brisée. Un des deux champs de jauge devient massif (le boson Z)
et 'autre reste sans masse (le photon).

6.2.5 L’algebre différentielle (2p.A

La construction qui suit est un peu plus élaborée que les précédentes,
en ce sens qu’elle utilise un plus grand nombre d’ingrédients. On a vu que
la construction de l'algebre des formes différentielle universelle Q(.A) était
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possible, pour une algebre associative quelconque A. L’algebre différentielle
Qper(A), quant a elle, fait jouer un role particulier aux dérivations de A (pour
autand qu’elles existent). L’algebre différentielle que nous allons présenter
maintenant, et dont la construction est due a A. Connes, repose sur la
donnée d'un “triplet spectral”, donnée qui englobe, non seulement 1’algebre
associative A elle-méme, mais également d’autres données qui peuvent étre
considérées comme le codage d’une structure riemannienne non commutative.
Certains rappels et/ou constructions annexes sont nécessaires.

Dans I'approche traditionnelle de la géométrie différentielle, on commence
par se donner un espace M (on peut alors parler de 1'algebre des fonctions
sur M), on le munit tout d’abord d’une topologie (on peut alors parler
de lalgebre C°(M) des fonctions continues sur M), puis d’'une structure
différentiable (ce qui revient a choisir une sous-algebre particuliere C*°(M)
incluse dans dans C°(M)), puis d’une structure riemannienne (choix d’une
métrique), puis d’une structure spinorielle (si la variété le permet), on construit
alors le fibré des spineurs, puis 'opérateur de Dirac relatif a la métrique choi-
sie et agissant sur les champs de spineurs (sections du fibré des spineurs).
Dans le cas d'une variété compacte et d’une métrique proprement rieman-
nienne, on peut alors fabriquer un produit scalaire global et un espace de
spineurs (I'espace L? des champs de spineurs de carré intégrable). Dans le
cas ou la variété est de dimension paire, on peut également décomposer cet
espace de Hilbert en deux sous-espaces supplémentaires correspondant a des
demi-spineurs de chiralités opposées, 'opérateur de Dirac allant d'un sous-
espace a I'autre (on rappelle que cet opérateur anti-commute avec l'opérateur
de chiralité).

Tout ceci est maintenant bien connu du lecteur (voir chapitres précédents).
L’approche “ala A. Connes” [3] de la géométrie non commutative consiste &
“renverser la vapeur” en écrivant tout ceci a ’envers, et sous forme algébrique
(en utilisant des algebres commutatives), puis de promouvoir 'essentiel de
ces transcriptions au rang de définitions, en effacant I'adjectif “commutatif”.

La théorie se divise alors en deux : il existe un cas dit “pair” et un cas
dit “impair”. Nous allons simplement ébaucher la discussion du cas pair,
cas qui généralise au cas non commutatif la géométrie associée a la donnée
d'un opérateur de Dirac sur une variété de dimension paire. On se donne
un triplet (A, H, D) possédant les propriétés suivantes : H est un espace
de Hilbert 3, gradué ('opérateur de graduation est alors appelé opérateur
de chiralité), A est une algebre associative munie d’une involution (x) et
représentée fidelement dans H a l'aide d’opérateurs bornés pairs, et D est un
opérateur auto-adjoint tel que les commutateurs [D, al, a € A soient bornés;
on impose également & la résolvente (D + i)~! d’étre un opérateur compact.

Un tel triplet est appelé triplet spectral mais on pourrait peut-étre, de
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facon plus imagée, le désigner sous le nom d’espace riemannien quantique.
Dans le cas de la géométrie commutative, A coinciderait avec la complexifiée
de I'algebre C*°(M), H avec I'espace de Hilbert L?(S) des champs de spineurs
de carré intégrable, et D avec I'opérateur de Dirac lui-méme.

Dans le cas classique (commutatif), si on n’impose pas de propriété de
compacité pour la résolvente de D, I'algebre A (qui est telle que les commu-
tateurs de ses éléments avec D soient bornés) n’est autre que 'algebre des
fonctions Lipschitziennes sur M, c¢’est a dire celle dont les éléments sont tels
que |f(z) = f(y)| < cd(z,y), Yo,y € M.

Dans ce cadre commutatif, il se trouve qu’il est en fait possible de retrou-
ver la distance riemannienne d(x,y) entre deux points quelconques x et y de
M & partir de ces données. En effet, on montre que

d(z,y) = Sup{|f(z) = f()|. f € A D, f]| <1}

Le concept de distance, qu’on relie d’habitude a un procédé de minimisation
entre différents points est alors obtenu grace a un procédé de maximisation
pour les fonctions définies sur ces points.

Nous avons maintenant tout ce qu’il nous faut pour construire l'algebre
différentielle Q2p(.A). Nous savons déja construire 1'algebre des formes univer-
selles 2(.A). Soit w = agdaidas ... da,, une n-forme universelle (un élément
de Q"(A)). Nous lui associons I'opérateur borné

mlw] = ag[D, a1][D, as] ... [D, ay]

Il est facile de vérifier que cette application est une représentation de I’algebre
Q(A) dans l'algebre des opérateurs bornés sur 'espace de Hilbert H (on se
souvient que A est, par hypothese, représenté dans H). Ceci vient du fait
que la dérivation d’algébre d est représentée par l'opération [D, .| qui est
elleeméme une dérivation. La premiere est de carré nul, mais ce n’est mal-
heureusement pas le cas de la seconde. En d’autres termes, la représentation
m n’est pas une représentation d’algebre différentielle. 11 est cependant facile
de remédier a cela. Soit K le noyau de 7; c’est un idéal de Q(A), puisque
m est une représentation d’algebre. Mais K n’est pas en général un idéal
différentiel : K n’est pas dans K. On pose alors J = K @ K. Par construc-
tion J est alors un idéal différentiel. On pose alors

Par construction, I’algebre obtenue 2p(A) est bien une algebre différentielle.
On peut finalement la regraduer en considérant les intersections de Ker(m)
avec l'algebre universelle. La construction est donc achevée et on démontre
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que, dans le cas classique (ou A = C*(M)), l'algebre différentielle 3-graduée
p(A) obtenue est isomorphe au complexe de De Rham A(M), c’est a dire
a ’algebre des formes différentielles usuelles.

Nous n’irons pas plus avant dans cette direction. Le lecteur interessé
pourra consulter une litérature plus spécialisée. Cela dit, il est peut-étre im-
portant de signaler ici que les constructions mathématiques présentées dans
cette section — et meéme dans le présent chapitre — sont souvent récentes, ce
qui signifie que les définitions et constructions proposées n’ont peut étre pas
encore suffisemment bénéficié du mirissement nécessaire. Cela ne signifie pas
qu’elles sont erronées mais elles n’ont peut étre pas atteint le méme degré
de stabilité temporelle que les autres concepts présentés auparavant dans cet
ouvrage.

6.3 Excursion au pays des mathématiques non
commutatives

6.3.1 Remarques et présentation générale

En vertu de la dualité existant entre un espace M et l’algebre commu-
tative C'(M) des fonctions sur cet espace (la correspondance précise a été
donnée plus haut), on peut essayer de re-écrire toutes les mathématiques
traitant des propriétés des “espaces” dans le langage purement algébrique
de la théorie des algebres commutatives. On peut essayer, également, de re-
exprimer tous ces concepts d'une facon qui ne fasse pas explicitement appel
a la commutativité de ’algebre. Bien entendu, ce n’est pas toujours possible,
mais, lorsque c’est le cas, on peut alors effacer I'adjectif “commutatif” et
promouvoir le concept en question au niveau (par exemple) d’une définition,
valable pour les algebres non commutatives, en général. D’une certaine fagon,
on pourrait voir les mathématiques non commutatives simplement comme
une étude des algebres associatives non commutatives. Un tel point de vue ne
correspondrait cependant pas a la démarche psychologique adoptée : c’est en
effet la géométrie ordinaire — plus précisemment la notion de point — qui est
souvent choisie comme support de notre intuition ; les themes qui intéressent
la géométrie non commutative sont précisemment les propriétés des algebres
non commutatives qui généralisent les propriétés des espaces “ordinaires”,
meéme si les points n’existent plus. De cette fagon, on peut alors construire
une théorie de la mesure non commutative, une topologie non commutative,
un calcul différentiel pour les algebres non commutatives (voir supra), une
théorie des connexions, des espaces fibrés (non commutatifs) et méme une
généralisation de la théorie des groupes (la théorie des groupes quantiques).
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Notre propos n’est pas ici de détailler et d’étudier toutes ces théories, mais
simplement d’illustrer les considérations qui précedent et d’effectuer un tour
rapide de ce zoo non commutatif, en espérant que le lecteur aura plaisir a y
retourner en consultant la littérature spécialisée. L’ouvrage présent étant es-
sentiellement dédié a I’étude de certains aspects de la géométrie différentielle,
nous avons décidé de consacrer néanmoins la section précédente a une étude
un peu plus détaillée des notions relatives aux calculs différentiels non com-
mutatifs. Pour le reste, notre étude ne sera guere plus qu’une ébauche.

6.3.2 Topologie non commutative et théorie de la me-
sure non commutative

Nous avons déja parlé de la transformation de Gelfand établissant une
correspondance entre espaces topologiques compacts et C*-algebres commu-
tatives unitales (I'existence d’une unité est liée a ’hypotheése de compacité).
On voit donc, en enlevant ’adjectif “commutatif” que la topologie non com-
mutative n’est autre que ’étude des C*-algebres non commutatives.

Passons a la théorie de la mesure. Classiquement, au lieu de démarrer
avec un espace topologique M, on peut partir de 1'algebre C'(M) des fonc-
tions continues sur M et définir les mesures (positives) comme les formes
linéaires continues (positives) sur l'algebre C'(M), c’est a dire comme des
fonctionnelles 4 telles que p[ff] > 0,Vf € C(M). La correspondance avec
la notion élémentaire de mesure se fait grace au théoreme de Riesz, c’est
a dire en écrivant p[f] = [, fdu. A partic de C'(M), nous définissons les
mesures ; pour une mesure u donnéee, nous pouvons fabriquer 'espace de
Hilbert H = L*(M, p) des fonctions de carré intégrable pour cette mesure.
C(M) agit dans cet espace de Hilbert H par multiplication : nous avons
une représentation 7 définie par 7(f)g = fg, avec f € C(M) et g € H. A
partir de #, nous pouvons fabriquer 'algebre L>(M, p) des fonctions me-
surables essentiellement bornées sur M. Soit L(H) 'algebre des opérateurs
bornés sur H. Rappelons que I'algebre L (M, 1) peut étre construite comme
le commutant de l'action = de C' (M) dans L(H).

LM, p) ={T € L(H)t.q.Tn(f) = =(f)T, Vf € C(M)}

La mesure p peut alors étre étendue a I'algebre L (M, 1) tout entiere. Cette
derniere algebre possede la propriété remarquable d’étre égale a son propre
commutant dans L£(H) (cette propriété caractérise précisemment un type de
sous-algebres de L(H) qu’on appelle algébres de Von Neumann ).

Tout ce qu’on vient de rappeler figure — peut étre dans un ordre différent
— dans un cours standard de théorie de la mesure. Le trait essentiel, dans la
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présentation qui précede est de ne pas faire intervenir les points de I'espace M.
En recopiant tout ceci, mais en effacant ’adjectif “commutatif”, on peut alors
inventer une version non commutative de la théorie de la mesure. .. Soit dit
en passant, les physiciens théoriciens ont inventé la plupart de ces différents
concepts, dans le cadre de la mécanique statistique quantique, bien avant
qu’ils aient été formalisés par des mathématiciens! Reprenons donc rapi-
dement ce qui précede, en partant d’une C*-algebre non commutative A,
remplagant la donnée de C'(M). On définit les états (ce sont précisemment
des mesures non commutatives) comme ci-dessus : un état u est une forme
linéaire positive continue sur A, c’est a dire u € A* et u[ff] > 0,Vf € A. On
peut supposer p normé : p[l] = 1. On construit alors un espace de Hilbert H
en définissant tout d’abord le produit scalaire (f,g) = u[f*g] sur 'espace A
lui-méme (on n’a alors qu’une structure pre-Hilbertienne) puis en fabriquant
I'espace de Hilbert correspondant (complété et séparé). Cette construction
bien connue porte le nom — en mathématiques non commutatives — de
construction GNS (Gelfand-Naimark-Segal). Comme dans le cas commuta-
tif, A agit dans H par multiplication, ce qui fournit une représentation m
de A dans l'espace des opérateurs bornés L£(H). On considere alors M, le
bi -commutant de A dans L£(H). Ce bi-commutant est une algebre de Von
Neumann (il est égal a son propre bi-commutant) ; ¢’est donc ’analogue non
commutatif de L (M, N)EI Rappel : lorsque A est une algebre d’opérateurs,
A, A et A” sont d’ordinaire différents, mais A" = A". La derniere étape
consiste a étendre la définition de I'état p a ’algebre de Von Neumann M
tout entiere (on a évidemment A C M).

La théorie que l'on vient d’ébaucher est a la base de tres nombreux
développements, aussi bien en mathématiques (théorie des facteurs), qu’en
physique (mécanique quantique statistique des systémes avec nombre fini
ou infini de degrés de liberté). Notre but, comme nous ’avions anoncé plus
haut, n’était que d’attirer I'attention du lecteur sur le parallele évident exis-
tant entre ces deux théories : théorie de la mesure (en fait mesures de Ra-
don) et théorie des algebres de Von Neumann ; 'un étant en quelque sorte la
généralisation non commutative de 'autre.

6.3.3 Calcul différentiel non commutatif

Comme on l'a vu en [6.2] étant donné une algebre associative A, on peut
toujours fabriquer une algebre différentielle 3-graduée qui coincide avec A
en degré 0. Le choix d'une telle algebre différentielle n’est pas, en général,

1. Remarque : dans le cas non commutatif, il faut effectivement construire M comme
le bi-commutant A" de A (qui, dans le cas non commutatif, differe du commutant A’.)
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unique : on dit qu’on fait alors le choix d’un calcul différentiel pour ’algebre
A. On peut faire un choix qui soit plus “général” que les autres (formes
différentielles universelles). Les différentes algebres différentielles possibles
(les autres calculs différentiels associables & une algebre associative donnée)
sont des quotients de l'algebre des formes universelles. Nous renvoyons le
lecteur a la section précédente pour une analyse plus détaillée de ces différents
choix.

6.3.4 Espaces fibrés non commutatifs et modules pro-
jectifs

En géométrie différentielle ordinaire, un espace fibré principal peut étre
considéré comme un outil servant a la fabrication de fibrés associés, de la
meéme facon que les groupes eux-mémes servent a fabriquer des représentations.
En géométrie non commutative, on pourrait, bien sur, tenter de généraliser
dans un premier temps la structure de groupe elle-méme (c’est la théorie des
groupes quantiques), puis la structure de fibré principal, et enfin celle de fibré
associé. Ces généralisations existent. Cependant la définition et 1’étude des
groupes quantiques (ou algébres de Hopf) nous entrainerait trop loin. Nous
préférons donc suivre ici une approche plus directe, qui n’utilise pas cette
notion.

Nous partons de la constatation suivante : en géométrie différentielle ordi-
naire, 'ensemble I'E des sections dun fibré associé E (les champs de matiére
de la physique) constitue un module sur 'algebre C*°(M) des fonctions sur
la base. Par exemple, si z € M — V(z) € I'E est un champ de tenseurs (ou
de spineurs ...), et si z € M — f(z) € R (ou €) est une fonction, alors
[fV](z) = f(x) V(x) est aussi un champ de tenseurs (ou de spineurs etc. . . ).

Ce n’est pas la notion d’espace fibré vectoriel associé que nous allons
généraliser, mais celle de I’ensemble de ses sections. Etant donné une algebre
associative A, possiblement non commutative, nous allons donc considérer
tout module I' sur .4 comme 'analogue non commutatif d’un fibré vectoriel
associé. En fait, dans le cas commutatif, les modules obtenus par construction
de fibré associé sont d’un type un peu particulier. On dit qu’ils sont projectifs
de type fini (théoréme de Serre-Swann). Sans rentrer dans les détails, cela
signifie la chose suivante. L’ensemble des sections d’un fibré vectoriel trivial
dont la fibre type est de dimension n est manifestement isomorphe au module
(C*(M))". Lorsque le fibré n’est pas trivial, il suffit de se placer dans un
espace un peu plus grand (c’est a dire de rajouter un certain nombre de
dimensions a la fibre) pour le trivialiser. Le fibré de départ est alors obtenu
comme p(C*(M))", p désignant un projecteur (p*> = p) de l'algebre des
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matrices n X n sur C*°(M).

Dans le cadre non commutatif, on remplacera donc la notion d’“espace des
sections d’un fibré vectoriel” (physiquement ’espace des champs de matiere
d’un certain type) par la notion de module projectif fini sur une algebre
associative A. L’espace vectoriel pA™, p désignant un projecteur, est mani-
festement un module (& droite) sur .A.

Si A n’est pas commutative, il faut évidemment faire la distinction entre
les modules a droite et les modules a gauche.

Notons, pour finir, qu'un cas intéressant de module sur A est celui o on
choisit un module particulier égal a I’algebre elle-méme opérant sur elle-méme
par multiplication (c’est ’analogue non commutatif d’un fibré en droites).

6.3.5 Connections généralisées en geometrie non com-
mutative

Soit = un calcul différentiel sur une algebre A, c’est a dire une algebre
différentielle 3-graduée, avec Z° = A. Soit M un module & droite sur A. Une
différentielle covariante V sur M est une application M ® 4ZP — M® 4=ZPT!
telle que

V(X)) = (VA + (=1)"p dA

lorsque 1) € M®4Z% et A € Zt. L'opérateur V n’est certainement pas linéaire
par rapport & l'algebre A mais il est facile de constater que la courbure V2
est un opérateur linéaire par rapport a A.

Dans le cas particulier ou l'on choisit le module M comme l'algebre
A elle-méme, toute 1-forme Z (tout élément de =') permet de définir une
différentielle covariante : on pose simplement

Vi=w
ou 1 est 'unité de 'algebre A. Lorsque f € A, on obtient
Vi=VAf)= (V) f+ 1ldf =df +wf

De plus, V2f = V(df + wf) = &f + wdf + (Vw)f —wdf = (Vw)f. La
courbure, dans ce cas, est égale a

p=Vw=Viw= (Vw + ldw = dw + w*.

Choisissons u, un élément inversible de A et agissons avec d sur I’equation
u~'u = 1. On obtient (utilisant le fait que d1 = 0) equation

du~t = —u tduut.
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Définissons également w’ = u ™ 'wu + u~'du et calculons la nouvelle cour-
bure p' = dw’ 4+ w'®. On obtient immédiatement p = v~ (dw + w?)u = u~ ' pu
ou

p = dw + w?.

Ceci montre que les formules usuelles sont valables, sans qu’il soit besoin de
supposer la commutativité de 'algebre A.

Remarque : Ici nous avons choisi un module M (un ingrédient nécessaire
pour construire n’importe quelle théorie de jauge) égal a l'algebre A elle-
méme. Plus généralement, nous aurions pu choisir un module libre A", ou
méme, un module projectif pA™ sur A. Dans ce dernier cas, le formalisme
précédent doit étre 1égérement modifié. En effet, le projecteur p va intervenir
dans le calcul de la courbure (c’est un peu comme si nous faisions de la
géométrie différentielle classique de fagon extrinseque, en plongeant notre
espace dans un espace “plus grand”). Comme toujours, la courbure est p =
VV. La différentielle covariante est

V=pd+w

oll w est un élément de =' tel que pwp = w. En effet, si X € M, VX =
pdX 4+ w X et il est facile de vérifier que cela définit bien une connexion :
prenons f € A, alors

V(Xf)=pdXf)+wXf
—p(dX)f+wX f+pXdf
= V(X) f+ X df

Nous avons utilisé le fait que p X = X. La courbure p = V2 se calcule alors
comme suit :

V(X) = pd(pdX + wX) + w(pdX + wX)
= pd(pdX + wX) + w(dX +wX)
= p(dp) dX + pd*X + (dw)X — w(dX) + wdX + w’X
= p(dpdX + (dw)X) + w*X = [pdpdp + dw + w?] X

Nous avons utilisé les propriétés wp = p, dX = d(pX) = (dp)X + pdX ainsi
que p(dp)p = pd(p? —pdp = 0, ce qui entraine pdpd X = pdpdpX +p(dp)pX =
pdpdpX. En conclusion, la courbure, dans le cas ou le projecteur ne se réduit
pas a l'identité est égale a

p = pdpdp + dw + w?

Il faut remarquer le fait que la courbure s’obtient & partir de V? (ce qui en
fait bien un opérateur linéaire par rapport aux éléments de A) et non pas en
recopiant servilement la formule classique dw + w?, ce qui serait faux!
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6.3.6 Cohomologie des espaces non commutatifs
La cohomologie de Hochschild

— Nous savons que la différentielle § sur 2.A est presque triviale, du point
de vue cohomologique. Le “presque” vient du fait que 01 = 0 et on
rappelle qu’il est nécessaire de supposer que A possede une unité pour
construire QA (on verra un peu plus loin comment faire si ce n’est pas
le cas). Il est donc raisonnable de chercher a définir une autre théorie
cohomologique ou homologique qui se restreigne, dans le cas classique,
a celle déja connue (celle de De Rham). En fait, nous allons voir que
ceci se fait en deux temps : on définit tout d’abord la cohomologie de
Hochschild, puis la cohomologie cyclique, et c’est cette derniere qui
va nous fournir un analogue non commutatif de la cohomologie de De
Rham.

— Nous avons déja mentionné le fait que, dans le cas classique (le cas
de la géométrie “commutative” usuelle ou A = C*(X)), lalgebre
QA des formes universelles était “bien plus grande” que celle des
formes différentielles usuelles A(X). Nous allons voir que, dans le cas
classique, il existe une fagon purement (co)homologique de récupérer
I’algebre des formes différentielles usuelles, ou plutot, en travaillant de
facon duale, I'espace des courants de De Rham. Le but de cette sec-
tion est donc d’ébaucher une construction qui conduise aux courants
de De Rham dans le cas usuel, mais qui soit, bien entendu, valable
pour une algebre associative quelconque.

— On définit I'opérateur co-bord de Hochschild b (aussi appelé différentielle
de Hochschild) comme suit :

Soit ¢ une (n+1)-forme linéaire ¢(aop, ay, . . ., a,) sur I'algebre A. Alors

[b¢](a07 ag, ... )an-‘rl) - Z ¢((l0, s Qg . )an)+
j=0
(_1)n+1¢(a’n+1a07 Ay, ... aan)

Par exemple,

[b¢] (CLO, iy, ag, a3] = ¢(a0a1; a2, Cls) - 925(@0, 102, a3) + ¢(a0, ay, a2a3)
—ﬁb(asam ay, GQ)

L’étape suivante consiste a montrer que b> = 0, ce qui est a la fois
immédiat, et pénible. ..

Puisque nous avons un opérateur cobord (il est de carré nul et en-
voie bien les n formes dans les n + 1 formes), nous pouvons définir
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I'espace des cocycles de Hochschild Z" = {¢ € C"/b¢ = 0}, 'espace
des cobords de Hochschild B® = {¢ € C"/¢ = Wpfory € C 1}
et les groupes de cohomologie (de Hochschild) correspondants H™ =
Z"™/B™. Ci-dessus, la notation C™, I'espace des cochaines de Hoch-
schild, désigne l'espace des formes n-+1 multilinéaires sur A (attention
a la translation d’une unité).

Remarque terminologique : un lecteur curieux, qui chercherait la définition
de la cohomologie de Hochschild dans un ouvrage d’algebre homolo-
gique pourrait étre surpris car celle-ci fait d’ordinaire référence au
choix d’un certain bimodule. Ici, le bimodule en question n’est autre
que le dual de A. Nous n’avions pas besoin de mentionner ceci plus
haut mais il est bon de savoir que c’est précisemment ce choix par-
ticulier de bimodule (ainsi que l’existence d’un accouplement naturel
entre A et son dual A*) qui est a l'origine de la définition précédente
de b.

— Dans le cas classique (celui de la géométrie différentielle “commu-
tative” habituelle), nous savons que les courants de De Rham (voir
sont définis comme distributions sur les formes différentielles
de De Rham. En d’autres termes, si C' is un p-courant et w est une p-
forme, alors(C,w) est un nombre. Nous allons montrer qu’il existe une
correspondance entre courants arbitraires et cocycles de Hochschild,
dans le cas particulier des 2-formes, en laissant au lecteur le soin de
généraliser cette propriété au cas p > 2.

Des courants de De Rham aux cocycles de Hochschild : étant donné
C', nous construisons ¢(f, g,h) = (C, fdg A dh). on peut alors vérifier
que bop = 0.

Des cocycles de Hochschild aux courants de De Rham : étant donné
¢, nous construisons (C, fdg A dh) = ¢(f,g,h) — ¢(f, h, g).

Les deux formules ci-dessus sont différentes car il n’y a aucune raison
de supposer qu’un cocycle de Hochschild donné ¢ soit antisymétrique.
Si ¢ est un cobord de Hochschild, il reste a vérifier que le courant de De
Rham correspondant s’annule. Ceci est une conséquence immédiate de
la définition de b et de I'antisymmétrie du produit extérieur.

De facon générale, le p-ieme groupe de cohomologie de Hochschild
coincide avec ’espace des courants de De Rham en degré p. On peut
en particulier vérifier que la dimensionalité de ’espace H? est triviale
des que p est plus grand que la dimension de la variété X elle - méme.

— 11 peut étre intéressant de comparer I'expression de [bo|(ag, a1, as, as]
avec le calcul de apd(ai)d(as)as effectué dans la section consacrée a
la définition de 2.4 . On voit que le fait de calculer b¢ revient,
dans cet exemple, a évaluer ¢ sur un type particulier de commutateurs
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(dans ©Q.A4), en 'occurence ¢([agdardas, as)).

Cette remarque peut étre généralisée, en ce sens qu'on peut étre
tenté de considérer les p formes sur A comme des formes linéaires
sur 'algebre QA et de définir b non pas sur les formes p-linéaires sur
A mais sur les formes linéaires sur QA. En fait, on se heurte alors a
un probleme un peu subtil lié au role particulier joué par I'unité dans
la construction de 'algebre des formes universelles.

Notons A I'algébre obtenue en rajoutant une unité 1 a A, que celle-ci
en possede déja une ou non. Les éléments de cette augmentation sont,
par définition, des paire (a, ¢), avec a € A et ¢ € €. La nouvelle unité
est 1= (0,1). On identifie a € A avec (a,0) € A. Les éléments (a, c)
de I'algebre augmentée sont notés simplement a-+c1. La multiplication
est telle que (ay 4+ c11)(az + c21) = ajas + c1ag + ajca + 1215 elle doit
donc étre formellement définie par

(a1, c1)(az, ca) = (aras + cras + aica, c1¢2)

Si A ne posséde pas d’unité, il n’y a pas de confusion possible. Si A
en posséde déja une, nous la désignons par e = (e,0) et il est certain
que e n'est plus I'unité de A, mais seulement un projecteur (e? = e).
Notons que, avec a € A et ¢ € €, §(a + cl) = da dans QA. On peut
donc identifier les formes multilinéaires sur A avec certaines formes
linéaires sur QA, en l'occurence avec les formes ¢ qui sont telles que
¢(1dai0as . .. da,) = 0 en posant, pour a; € A

o(ag, ai,...,a,) = @lagday ... day,)

Grace a cette identification, on peut effectuer toutes les constructions
de nature cohomologique en utilisant comme cochaines ce type parti-
culier de formes linéaires sur QA plutot que de faire appel & des formes
multilinéaires sur A. Nous n’irons cependant pas plus loin dans cette
direction.

La cohomologie cyclique : une cohomologie de De Rham non com-
mutative

— Dans le cas non commutatif, nous n’avons pas encore présenté de

construction qui généralise la cohomologie de De Rham (section[1.12.2)).
En fait, puisque nous travaillons maintenant sur les algebres elle-
mémes (dans le cas commutatif on considere 'algebre commutative
C*(X) des fonctions et non pas les points de X eux-mémes), c’est
d’un analogue de 'opérateur d’homologie O sur les courants dont nous
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avons besoin. Rappelons que, classiquement, cet opérateur agit sur les
courants de De Rham de la fagon suivante (théoreme de Stokes) :

(0C,w) = (C, dw),

Ici w est une forme différentielle quelconque sur X.

— La définition la plus simple (mais c’est peut-étre une question de gotit)
est celle qui suit. On définit tout d’abord la notion de cyclicité pour
une forme multilinéaire

¢ est cyclique < ¢(ag, aq,...,ay) = (—1)"¢(an, ag, a1, ..., a5_1).

On fait alors la remarque suivante [2] : Si ¢ est cyclique, alors bo I'est
aussi.

Il devient alors naturel de considérer le sous complexe cyclique du
complexe de Hochschild, c’est a dire de restreindre I'opérateur b (le
meéme que précédemment) aux cochaines de Hochschild cycliques. On
définit alors les espaces Z3, BY des cocycles et cobords cycliques, ainsi
que leurs quotients, les groupes de cohomologie cyclique HY.

— Dans le cadre classique, i.e. avec A = C*(X), on montre [2] que

HY = Kerd® Hy_ o ® Hy,_4. ..

ou Kerd est le noyau de 'opérateur 0 agissant dans 1’espace des cou-
rants de De Rham de degré k et ou H,, désigne le groupe d’ homologie
de degré p (pour les courants).

Ainsi, nous n’obtenons pas une correspondance bi-univoque entre les
groupes de cohomologie cyclique et les groupes d’homologie de De
Rham ; néanmoins, 'information contenue est la méme, puisque, en
choisissant k assez grand, les groupes de cohomologie cycliques pairs
ou impairs seront respectivement égaux a la somme directe des groupes
d’homologie de De Rham (pairs ou impairs).

Ce résultat suggere qu’il existe une fagon canonique d’envoyer H} dans
H /{’+2, et c’est effectivement le cas (pour une algebre A quelconque,
d’ailleurs). En fait, on peut démontrer un résultat encore plus fort :
pour toute algebre, on peut définir un opérateur S, souvent désigné
sous le nom de “opérateur de périodicité de Connes”, qui envoie Cf
dans C’f” — le symbole Cf se réferrant aux cochaines cycliques.

— Cette facon de définir la cohomologie cyclique (comme sous complexe
de celle de Hochschid), se fait donc sans qu’il soit besoin d’introduire
une généralisation non commutative de 'opérateur 0. Cela dit, un tel
opérateur existe (il est noté By, ou B — voir ci-dessous —) et on
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peut aussi définir la cohomologie cyclique grace a lui. La définition
de cette cohomologie, en utilisant les opérateurs en question, est un
peu plus subtile, et nous nous contenterons de donner la définition des
opérateurs By et B. Le lecteur interessé pourra consulter [2], [3] et les
références indiquées dans cet ouvrage.

— Outre 'opérateur de périodicité déja mentionné, S : C% — C¥** on
considere aussi les opérateurs suivants :
— L’opérateur d’antisymétrisation cyclique.

[Ad|(ag, a, ... ,a,) = é(ag,a1,...,a,) + (=1)"¢(an, ag, ..., an_1)+
+ (ﬁ(anfl;anaaoa' >+< ) (an 2, Ap— laan7a07a17"'>+"'

— L’opérateur bord non antisymétrisé By défini comme

[Bod(ag, a1, - .., a,) = ¢(e,ag, ... ,a,) — d(ag, ..., an, €)

Ici, e désigne I'unité de l'algebre A (et il faut effectivement suppo-
ser que 'algebre est unitale).
— L’opérateur bord cyclique B = AB,. (ou différentielle de Connes).

On montre alors que B envoie C™ sur C"!, que B% = 0 et que bB +
Bb = 0. En utilisant ces deux derniéres propriétés, ainsi que b*> = 0,
on peut construire un bi-complexe (puisque b and B agissent dans
des directions opposées) a partir duquel on peut également définir la
cohomologie cyclique.

— En utilisant ce dernier bi-complexe on définit aussi la “cohomologie cy-
clique entiere” de la facon suivante. Les cocycles entiers sont des suites
(p2n) ou (¢2,11) de fonctionnelles paires ou impaires ¢ qui doivent sa-
tisfaire a la contrainte suivante (nous ne ’écrivons que pour le cas
impair) :

boon_1 + Boopi1 = 0.

A T'aide de tels cocycles (techniquement, il faut aussi supposer qu’une
certaine condition de croissance est satisfaite), on peut définir des
fonctions entieres sur 'algebre A,

> )

n=0

La cohomologie cyclique entiere fournit un formalisme approprié pour
I’étude de certaines algebres non commutatives de dimension infinie
apparaissant en théorie quantique des champs.
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6.3.7 Remarque finale

Comme nous ’avons signalé plus haut, notre propos, dans cette derniere
section était simplement d’effectuer un tour rapide dans certains secteurs du
z0o non commutatif, en espérant que le lecteur aura plaisir a y retourner en
consultant la littérature spécialisée. Le présent ouvrage est en effet essentiel-
lement dédié a I’'étude de plusieurs aspects de la géométrie différentielle ; en
I'occurence, la théorie des connexions et des espaces fibrés. Cependant, la
physique du vingtieme siecle n’est (n’était!) pas seulement courbe : elle est
(était) aussi quantique. Il et donc été dommage de passer sous silence ces
quelques développements récents — et passionnants — des mathématiques,
qui généralisent les notions habituelles et quasi intuitives de la géométrie “or-
dinaire” (celle des espaces) au monde, encore un peu mystérieux, des espaces
non commutatifs.



Index

C - étoile algebre, [220)
états, [238

action effective,

action fidele, [64]

action libre,

action transitive, [66]

algebre commutative graduée,
algebre de Banach involutive, [220
algebre de Clifford, [79)

algebre de De Rham,

algebre de Lie semi-simple,
algebre de Lie simple,

algebre tensorielle,

algebres de Von Neumann,
application cotangente,
application de relevement horizontal,
application différentiable, [6]

atlas, [

atlas maximal,

automorphismes verticaux,
138

bord,
bra et ket,

calcul différentiel non local,
caractere, 219

carte, [4]

centralisateur,

centre, [60]

champ de vecteurs projetable,
champ electromagnétique, [25]

champs de Killing,

champs de matiere, [126

champs de vecteurs,

champs de vecteurs fondamentaux,
Champs de vecteurs projetables, [10§
champs invariants a droite,
champs invariants a gauche,
classe de Stiefel-Whitney, [136
cobords,

cocycles,

codifférentielle, [205

coefficients de connexion, [149]
cohomologie,

cohomologie cyclique,
cohomologie de Hochschild,
conjugaison de charge,
connexion affine,

connexion de Levi-Civita, [198
connexion linéaire ,

connexion métrique,
connexion principale, 145
constantes de structure, [14] [76]
construction GNS,

corepére mobile,

corepére naturel,

courants de De Rham, [44]

courbe autoparallele, [193

courbure scalaire, [201

courbure sectionelle, 203
courbures principales de Ricci, 201]
crochet de Frolicher-Nijenhuis,
crochet de Lie,

crochet de Nijenhuis-Richardson,

246



INDEX

cycle,

dérivée covariante, (151

dérivée de Lie,

dérivations gradudées,

difféomorphisme,

différentielle covariante, [150

différentielle covariante sur un fibré
principal,

différentielle de Connes, 246

différentielle de De Rham,

différentielle de Hochschild,

différentielle extérieure,

distribution horizontale,

distribution horizontale équivariante,

dualité de Hodge, [203

elargissement d’espace fibré, [12§]
element de volume,

equation de Maurer-Cartan, [26]
equations d’Einstein,
equations de Maxwell, [165] [20§]

equations de Yang-Mills,
espace fibré localement trivial,

espace riemannien quantique, 23]
espace tangent, [10]

espace tangent vertical,
extension centrale, [136]

extension d’espace fibré,

fibré d’holonomie, 173

fibré tangent,

fibré de spin, (133

fibré des reperes,

fibré des reperes linéaires, [104]
fibré des reperes spinoriels, [133
fibré des spineurs,

fibré en boucles,
fibré en groupes, [122

fibration, [97]
fibre type,

247

fonctions de structure,

fonctions de transition, [103]

fonctions différentiables,

forme canonique, 183

forme de connexion, (146

forme de soudure , [183

forme de torsion,

forme extérieure,

forme volume,

formes basiques,

formes différentielles,

formes différentielles associées au choix
d’un opérateur de Dirac, [233

formes différentielles associées aux dérivations,

229
formes différentielles pour espaces non

connexes, [232]

formes différentielles quantiques , [221
formes différentielles universelles,
formes exactes,

formes fermées,

formes horizontales,

formes invariantes,

générateurs infinitésimaux,
gradient,

groupe adjoint,

groupe d’holonomie,

groupe de Clifford,

groupe de jauge, [I0T],

groupe de jauge pointé, [216
groupe structural,

groupes localement isomorphes,

harmonique,

Hessien, [208]

Higgs, 229 [233]
homologie,

identité de Ricei, [19]]
identités de Bianchi, [I65], [I70] [I85]

(187} 200




248

image directe,
isomorphismes musicaux,

laplacien de De Rham, [200]
laplacien de Lichnerowicz,

métrique,
métrique de Killing, [214]

matrice de connexion,
matrices de Pauli,

mesures, [237]

mesures non commutatives, 238

nombres de Betti,
normalisateur,

octonions, [I16]
opérateur d’orientation,

opérateur de chiralité,
opérations de Cartan, [108

parallele,
partition de 1'unité,

potentiel de jauge, 148

produit extérieur,

produit intérieur,
prolongement d’espace fibré,

quotient d’espace fibré,

réduction d’espace fibré, [12§]

rang, 4]
relévement,
repere mobile,

repére naturel,
représentation,
représentation fidele,

section, [06]
section locale,

sous-espace horizontal,
sous-groupe d’isotropie,
sous-groupe distingué,

INDEX

spineurs de Majorana,
spineurs de Weyl-Majorana,
stabilisateur,

strate, [67]

strate générique,

structure encordée, [136
structure spinorielle, [I33]
superalgebre de Lie,
supersymétrique,

symboles de Christoffel,

tenseur d’Einstein, [201

tenseur de contorsion, [198

tenseur de non-métricité,

tenseur de Ricci, [192]

tenseur de Riemann ,

théoreéme de Stokes,

théoreme spin-statistique, (135

torsion, [I75]

torsion de Nijenhuis, [46]

torsion généralisée,

transformation de Gelfand,

transformations de jauge globales, {101
137

transformations de jauge locales, [LO1]
22} [137, [133

transport par parallélisme, [145

transport par parallelisme, [193

triplet spectral,
trivialisations locales,

variété d’Einstein, [202

variété différentiable,

variété parallélisable, {125
variété riemannienne,
variété topologique,

variétés presque-complexes,
vecteur tangent, [I0]

volume, [35]



	Préface
	Introduction
	Modèles mathématiques et réalité
	Du classique au quantique
	Guide de lecture, autocritique et perspectives

	
	Variétés différentiables
	Variétés topologiques
	Définition
	Variétés à bord
	Contre-exemples

	 Variétés différentiables
	 Variétés, cartes, atlas
	 Atlas maximal
	 Variétés et calcul différentiel ``intrinsèque''

	Applications différentiables, difféomorphismes
	 Définition
	 Difféomorphismes et changements de coordonnées
	 Fonctions différentiables

	 Champs de vecteurs
	 Notions élémentaires et intuitives
	 Vecteurs, espace tangent et champs de vecteurs
	 Règle de Leibniz
	 Crochet de deux champs de vecteurs
	 Repère naturel associé à une carte
	 Changement de carte
	 Repères mobiles (repères quelconques)

	Tenseurs et formes extérieures
	 Algèbre tensorielle d'un espace vectoriel
	 Algèbre extérieure d'un espace vectoriel. Produit extérieur
	 Produit intérieur d'une forme par un vecteur
	 Transformation du produit extérieur et du produit intérieur par endomorphismes

	Formes différentielles
	Définition
	La différentielle extérieure d
	L'équation de Maurer-Cartan pour un repère mobile
	Produit intérieur d'une forme par un champ ou vecteurs

	Application tangente et cotangente
	Dérivées de Lie
	Flots
	Orientation et intégration
	Orientation – Partition de l'unité

	Variétés riemanniennes (propriétés élémentaires)
	Divers
	 Compléments sur les dérivations d'algèbre
	Cohomologie de De Rham
	Homologie de De Rham
	Espace des p-vecteurs
	Espace des courants de De Rham
	Les algèbres de Frölicher – Nijenhuis et de Nijenhuis–Richardson


	Groupes de Lie et espaces homogènes
	Généralités sur les groupes de Lie
	Généralités et définitions élémentaires
	Exemples élémentaires de groupes classiques

	Généralités sur les algèbres de Lie
	Application exponentielle et algèbres de Lie
	Correspondance entre groupes et algèbres de Lie
	Classification des groupes et algèbres de Lie. Généralités.
	Message

	Actions de groupes et représentations
	Généralités
	Groupe G opérant à gauche sur un ensemble E
	Action à droite (anti-action)
	Passage de la droite à la gauche (et inversement)
	Orbites, espace quotient
	Efficacité
	Liberté et stabilisateur
	Transitivité
	Action d'un sous-groupe H sur un groupe G, normalisateur, centralisateur
	Stratification
	Remarques

	Champs de vecteurs fondamentaux
	Cas d'un groupe de Lie agissant sur une variété
	Exemple : le groupe euclidien agissant sur le plan R2
	Un cas particulier fondamental : le groupe G agissant sur lui-même par translations à gauche et à droite
	L'action adjointe de G
	Exemple : l'algèbre de Lie du groupe euclidien
	Exemple : champs invariants sur SU(2)
	Une remarque sur les constantes de structure
	La forme de Maurer-Cartan

	Représentations
	Espaces homogènes
	Algèbres de Clifford et groupes Spin
	Définitions générales
	Le groupe Spin
	Structure des algèbres de Clifford réelles
	La structure des algèbres de Clifford complexes
	Type des représentations
	Spineurs


	Espaces Fibrés
	Généralités
	Le langage des fibrés
	Fibrations. Fibrés différentiables localement triviaux

	Espaces fibrés principaux
	La structure d'espace fibré principal
	Sections locales et trivialisations locales
	Exemple fondamental : le fibré des repères linéaires
	Sous-espace des vecteurs verticaux en un point z d'un espace fibré
	Fibré principal trivial
	Formes basiques, invariantes et horizontales
	Exemples

	Fibrés associés
	Introduction
	Espaces fibrés associés généraux
	Espaces fibrés en espaces homogènes, associés à un fibré principal de groupe structural G
	Fibration principale relative à un fibré quotient
	Espaces fibrés en … espaces fibrés
	Le fibré adjoint E=Ad  P
	Le rôle du normalisateur
	Les espaces fibrés vectoriels
	Trivialité des fibrés vectoriels, variétés parallélisables
	Sections de fibrés associés et champs

	Elargissement et réduction
	Définitions
	Elargissement (passage de H à G avec HG)
	Réduction (passage de G à H avec HG)

	Extension et quotient
	Extension (passage de G à G"0362G avec G G"0362G"026A30C H)
	Quotient (passage de G à K avec K G"026A30C H, H sous-groupe distingué de G)

	Groupe des automorphismes. Groupe de jauge
	Remarque terminologique
	Automorphismes verticaux d'un espace fibré principal (définition)
	Ecriture locale des transformations de jauge
	Deux autres définitions des transformations de jauge
	Automorphismes quelconques d'un espace fibré principal
	Action des automorphismes sur les espaces fibrés associés
	Le cas des espaces vectoriels (un cas trivial mais instructif!)


	Connexions
	Connexions dans un fibré principal
	Motivations
	Distributions horizontales équivariantes
	Relèvement horizontal
	Forme de connexion
	 Ecriture locale de la forme de connexion: le potentiel de jauge

	Connexions dans les fibrés vectoriels associés
	Matrice de connexion Aij, coefficients de connexion Aij
	Différentielle covariante des sections , dérivée covariante , parallélisme
	Remarques concernant les notations
	Loi de transformation des coefficients de connexion
	Dérivation covariante des sections du fibré dual
	Dérivation covariante dans les puissances tensorielles d'un fibré vectoriel
	L'opérateur D
	Différentielle extérieure covariante d
	Différentielles et dérivées covariantes généralisées 

	Courbure
	Linéarité de (d)2
	Expression de l'opérateur de courbure dans les fibrés vectoriels associes
	Equation de structure pour la courbure
	Identité de Bianchi pour la courbure
	Transformation de jauge pour la courbure
	Forme de connexion, différentielle covariante et courbure dans les fibrés principaux (compléments)
	Ecritures diverses de la courbure F (récapitulatif)
	Connexions et opérations de Cartan
	Groupe d'holonomie d'une connexion, fibré d'holonomie
	Réduction des connexions

	Cas particulier des connexions linéaires
	Définition et généralités
	Potentiel de jauge et courbure des connexions linéaires
	Différentielle extérieure covariante (cas des connexions linéaires)
	Forme canonique (ou forme de soudure)
	Torsion
	Equation de structure pour la torsion
	Identités de Bianchi pour les connexions linéaires
	Dérivées covariantes secondes, hessien et identités de Ricci
	Tenseur de Ricci
	Courbes autoparallèles
	Connexions linéaires sur les groupes et espaces homogènes

	Connexions métriques
	La métrique
	Compatibilité avec la métrique
	Calcul des coefficients de connexion
	Compléments sur le tenseur de Riemann. Propriétés de symétrie.
	Equation des géodésiques
	Tenseur de Ricci, courbure scalaire et tenseur d'Einstein, courbures sectionelles
	Dualité de Hodge et laplaciens
	Connexions spinorielles et opérateur de Dirac
	Métriques sur les groupes et espaces homogènes


	Un saut dans l'infini
	Action du groupe de jauge sur l'espace des connexions
	L'espace des orbites
	Conclusion


	Calcul différentiel pour algèbres non commutatives
	Remarques philosophico-mathématiques sur les espaces non commutatifs
	Calculs différentiels
	Remarques
	L'algèbre différentielle des formes universelles A
	L'algèbre différentielle DerA
	Algèbres différentielles pour espaces non connexes
	L'algèbre différentielle DA

	Excursion au pays des mathématiques non commutatives
	Remarques et présentation générale
	Topologie non commutative et théorie de la mesure non commutative
	Calcul différentiel non commutatif
	Espaces fibrés non commutatifs et modules projectifs
	Connections généralisées en geometrie non commutative
	Cohomologie des espaces non commutatifs
	 Remarque finale



