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I. LE TROU NOIR DE SCHWARZSCHILD ET SES PERTURBATIONS GRAVI-
TATIONNELLES



A. Le trou noir de Schwarzschild

e L’espace-temps (MM, g,,,) définissant le trou noir de Schwarzschild est une solution des

équations d’Einstein dans le vide

1
R/ﬂ/ - §gp,l/R - O (1)

qui est statique, a symétrie sphérique et caractérisée par un seul parametre physique M qui

représente sa masse.

e Dans le systéme de coordonnées dit de Schwarzschild z# = (¢, 7,0, @) avec t €]—o00, +00],

€ [0, +00], 8 € [0, 7] et ¢ € [0,27], la métrique s’écrit sous la forme

2
ds* = g, (x)dz"dz” = —f(r)dt* + % + r2do? (2)
r
avec
2M
flr)=1-—. (3)
r
Ici
doy = df* + sin® 0dp? (4)

désigne la métrique de la sphere unité S2.

e La staticité de cet espace-temps apparait explicitement dans Iexpression (2) ou les
coefficients du tenseur métrique g,, sont indépendants de la coordonnée temporelle t. Son
caractere a symétrie sphérique est lié directement a 'invariance dans les transformations du

groupe des rotations SO(3) de la métrique (4) de la sphere unité S2.
e Courbure scalaire, tenseur de Ricci et tenseur de Riemann:
R=0 et Ry, =0 (5)
mais

A8 M?

U po _
R Rypa = — 5



e [’horizon des événements.
- La “singularité” de Schwarzschild en r = 2 M.

- Les coordonnées de Kruskal (et I'extension maximale du trou noir de Schwarzschild):

C’est le systeme des coordonnées X* = (T, X, 0, ) avec T et X définis a partir de ¢ et r par

r
S 1) — X277
<2M (72)
t T+X
— =1 . b
oM <T - X) (7b)
Dans ce systeme de coordonnées, la métrique de Schwarzschild devient
2 M3 —r/2M
gs? = S2Me T (—dT? + dX?) + rdo? (8)
r

et la “singularité” de Schwarzschild en r = 2M a disparu. En coordonnées de Kruskal, le

domaine X? — T? > —1 défini I'extérieur du trou noir de Schwarzschild.
- La singularité de Schwarzschild en r = 0.

- L’horizon des événements en 7 = 2 M.



B. Les ondes gravitationnelles sur le trou noir de Schwarzschild

e On perturbe “légerement” le trou noir de Schwarzschild (i.e. on I’écarte de sa position
d’équilibre statique et a symétrie sphérique) en modifiant le contenu matériel de I’espace-
temps (présence d’une étoile autour du trou noir, d'un disque d’accrétion, stade final de la
coalescence de deux trous noirs, ...). Dans le membre de droite des équations d’Einstein on

a désormais un terme source 7, qui, en retour, induit un shift du tenseur métrique

Guv — ?W = Guv + h;w- (9)

Le tenseur h,, symétrique et de rang 2 décrit les ondes gravitationnelles ou perturbations
gravitationnelles qui se propagent sur le trou noir de Schwarzschild et qui sont créées par le
tenseur d’impulsion-énergie source 7,,,. Le nouveau tenseur métrique g,, est une solution
des équations d’Einstein avec source

_ 1 _
R, — §§WR = 8T Ty (10)

Ici, le tenseur de Ricci R, et la courbure scalaire associée R sont calculées a partir du

tenseur métrique g,,,,.

e En linéarisant les équations d’Einstein avec source, on peut obtenir les équations d’onde
vérifiées par les composantes du tenseur h,, décrivant les ondes gravitationnelles. Dans la

variation élémentaire (9) du tenseur métrique, on a

R— R= R+ R, (11a)
R, — Ry = Ru, +0R,,, (11b)
avec
SR =N, —Oh — R*h,,, (12a)
SRy = 5 (1 p + 1P, — g — Ohy). (12b)

Ici, Vopérateur d’Alembertien [ et les dérivées covariantes sont construits a l'aide de la

métrique g,,, d’origine, i.e. celle du trou noir de Schwarzschild, et on a posé

h=g"h,,. (13)



En reportant (9) et (11) dans (10) et en tenant compte de (1) ou de (5), on obtient

OR,, — %gMV(SR = 8T (14)
puis
Dby =1y = By + P + G (B, — Oh) = —1677,, (15a)
ou, de fagon équivalente,
Ohy — b, — By + B = =167 <7'w, — 1gwﬂ"’p) . (15b)
2

C’est I’équation des ondes gravitationnelles/des perturbations gravitationnelles qui sont

dues a la présence du terme source 7,, et qui se propagent au voisinage du trou noir de

Schwarzschild.



C. Invariance de jauge de la théorie des ondes gravitationnelles sur le trou noir

de Schwarzschild

e La relativité générale est une théorie invariante par les changements de coordonnées.
Pour les ondes gravitationnelles, cela entraine une invariance de jauge, 'invariance de la

théorie dans la transformation
Py — EIW = Iy = 28 (uw)- (16)

Ici, £, désigne un champ vectoriel arbitraire. On peut vérifier aussi cette invariance en
reportant le champ iLW défini par (16) dans I’équation des perturbations gravitationnelles

(15).



D. A propos de la résolution de I’équation des ondes gravitationnelles sur le trou

noir de Schwarzschild

o Résumé:

1 )
Ohy — hpu;up — h”y;up + hyy = —16m (TW — §gWTpp> Eq. d’onde

Iy — BW = hu — 2 Invariance de jauge

e Utilisation de la staticité et de la symétrie sphérique de la métrique d’origine.
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II. HARMONIQUES SPHERIQUES ET DECOMPOSITION MULTIPOLAIRE
DES TENSEURS DEFINIS SUR LE TROU NOIR DE SCHWARZSCHILD

11



A. La spheére unité 52

e Pour pouvoir raisonner de maniere covariante dans les sous-sections qui suivent, nous
noterons par z% = (6, ¢) les coordonnées usuelles repérant un point = de la sphére unité
S? et par Y,(x) les composantes du tenseur métrique. La métrique do? = df? + sin® Odp?

s’écrit alors sous la forme

doy = yap(x)dada’. (17)

Nous noterons y(x) = det y4(x) et nous introduirons aussi I'inverse du tenseur métrique de

composantes 7%°(z) ainsi que le tenseur complétement antisymétrique de Levi-Civita e ()

défini par
+1 si ab est une permutation paire de 12
€ab = /7 { —1 si ab est une permutation impaire de 12, (18)
0 sinon,
et qui vérifie
YV €ab€cd = Vod- (19)

Explicitement, on a

1 0 1 0 0 sin
Vab = . = > €ab = _ - (20)
0 sin“f 0 1/sin“6 —sing 0
Nous utiliserons aussi la dérivé covariante sur la variété S? que nous noterons V, et qui est

construite a partir des symboles de Christoffel I'¢, (x) associés au tenseur métrique yup(z).

Les seuls symboles de Christoffel non nuls sont

0
sz = —sinfcosd et Ty =T7,= Z?SH' (21)
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B. Harmoniques sphériques scalaires

e Les harmoniques sphériques scalaires: C’est la famille des Yy, (z) avec £ =0,1,2, .... et
pour ¢ fixé avec m = —0,—¢ +1,—¢ 4+ 2,....,¢ — 1,{ qui constituent une base orthonormée
des fonctions scalaires définies sur S?. On les construit & l’aide des fonctions de Legendre

P (u) avec u € [—1,+1] sous la forme

Y (9, ) — (—1)m\/ 2{; ! Ei - Zi : Pr(cos 0)ems . (22)

e Les premieres harmoniques sphériques scalaires sont données par

1
Y90, o) = (23a)
47
10 3
Y0, p) =1/ —cosb (23b)
T
141 3 . +i
Y(0,0) = Fy/ =—sinf =% (23c)
T
Y20, ) = %(3 cos’ — 1) (23d)
T
241 15 . +i
Y50, ¢) = F4/ —sinfcosd e=¥ (23e)
T
242 15 . 5, 1o
Y=2(0,0) = Tor sin® 0 e, (23f)
T

e Propriétés importantes:
- Comportement dans la transformation antipodale (6, ) — (7 — 6, + ) sur S?

qui fournit

Y — 0,04+ m) = (1) Y™, p). (24)

Cette relation va jouer un role important par la suite car elle va nous permettre d’obtenir
des relations analogues pour les comportements des harmoniques sphériques vectorielles et
tensorielles de rang 2 qui vont nous étre tres utiles pour réaliser le découplage des EDP
vérifiées par les perturbations gravitationnelles.

- Par construction, les harmoniques sphériques scalaires sont des fonctions propres

de l'opérateur de Laplace-Beltrami défini sur S%. On a
YOV YIm = (04 1) Y™ (25)
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avec (attention, ici nous donnons I'expression de l'opérateur de Laplace-Beltrami agissant

sur les champs scalaires)

1
b,V = —0,
v b NG (

L9 (a0, 1 & *
= |———|sinf— —_— | = | =—
sinfoo \"""o0) T sm?a0.2| ~ | 962

- Relation d’orthonormalisation

/ dQ YY" = 50
5’2

(26a)

cosf 0 1 02
sin 6 90 + sin? f D2 (26b)
(27)

avec ici d)y = sin 0dfdy qui désigne 1'élément de volume sur S2.
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C. Harmoniques sphériques vectorielles

e La base des champs vectoriels définis sur la sphere unité S? est composée de deux familles
différentes de vecteurs notés Y,/ (x) et X“™(x) que I'on construit a 1’aide des harmoniques
sphériques scalaires précédemment définies en utilisant comme outils la dérivée covariante

V., le tenseur de Levi-Civita €4, et le tenseur métrique v4,. On a

yim=v,y™ (28)
X' = e vy, (29)
Ces deux familles sont définies pour £ = 1,2, ..... La premiere famille est donc constituée des

gradients des harmoniques sphériques scalaires tandis que la seconde est en quelques sortes

constituée de leurs “rotationnels”. On a explicitement

0 0
Yﬁm — _Yfm _Yfm
; ( Y ) , (30)
1 0 0
Xfm — _Yﬁm o _YZm ) 1
a (sin@&p T sinbg ) (31)

Les premieres harmoniques sphériques vectorielles sont données par [cf. Egs. (23)]

Y00, ) = <—~/4ism9,o> (32a)
7T
VIEND, o) = | T4/ 3 cost e iy / 3 sin § e+ (32b)
¢ ’ 87 TV 8n
20 /5 :
Y0, 0) = ( F[_G sin 6 cos 0],0) (32¢)
T

15 A 15 .
2+1 — 2y +ip : +ip
Y20, ¢) (ZFH - [2cos®0 — 1] e**?i 3, Sin fcost e ) (32d)
242 [ +2i L gy
Y, 2(0,9) = ——[2sinf cosf] €%, £2i4/ ——sin” f =¥ (32e)
327 327
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et

X000, ) = (0 \/438111 0) (32f)

X ( i) — etie 4 / — 811190059 eiw> (32g)
20 _ /

X0, ) = (0 T6m ——[6sin® f cos 9]) (32h)

X9 ( \/—COS@ etie :I:\/ 2COS 6 —1]sind eiw> (32i)

X220, ¢ <i2u/ ——sinf e, ,/ 2sm 6 cos 0] im) : (32j)

e Comportement des harmoniques sphériques vectorielles dans la transformation antipo-
dale (0,p) — (1 — 0, + ) sur S2.

- Les champs vectoriels dont les composantes sont les Y™ se transforment comme
les harmoniques sphériques scalaires Y™ dans la transformation antipodale (6, ¢) — (7 —
0, + ) sur S?, i.e. avec un coefficient en (—1)°.

- Les champs vectoriels dont les composantes sont les X‘™ se transforment dans la
transformation antipodale (0, p) — (7 — 0, p + 7) sur S? avec un coefficient en (—1)%1.

- Les harmoniques sphériques vectorielles Y™ sont dites paires ou polaires tandis

que les harmoniques sphériques vectorielles X‘™ sont dites impaires ou axiales.

e Autres propriétés importantes des harmoniques sphériques vectorielles:
- Par construction, les harmoniques sphériques vectorielles Y™ et X‘™ sont des

fonctions propres de 'opérateur de Laplace-Beltrami défini sur S2. On a

VIV Y = 00+ 1) — VI (33)
et
VLV, X = (04 1) — 1] XU (34)
- De plus que les harmoniques sphériques vectorielles X" sont & divergence nulle,
ie.,

vexim =0 (35)

16



tandis que les harmoniques sphériques vectorielles Y™ vérifient
VoY = (04 1)y
- Les relations d’orthonormalisation des Y™ et des X‘™ s’écrivent
/ d< AV EYET 004 1) Sy
s
/ df A X X — (0 4 1) 840 G
s
/ Qs YY" Xm =0,
52

avec d€y = sin 0dfdp qui désigne 1'élément de volume sur S2.

17
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D. Harmoniques sphériques tensorielles symétriques de rang 2

e La base des champs tensoriels symétriques de rang 2 définis sur la spheére unité S?
est composée de trois familles différentes de tenseurs que l'on construit a l’aide des har-
moniques sphériques scalaires en utilisant comme outils la dérivée covariante V,, le tenseur
de Levi-Civita €4, et le tenseur métrique v,,. La premiere famille est constituée des tenseurs

symétriques du type

YapY " (38)
avec £ = 0,1,2,..... La seconde et la troisieme famille sont constituées des tenseurs notés
Yim(x) et XU (z) définis par

= V.V, Y + %E(ﬁ + 1Dy Y™, (39)
Xab = V(aXzf)m
€(ale)V Vi VY . (40)
Ces deux dernieres familles sont définies pour ¢ = 2,3..... Les tenseurs Y"(z) et X/ (x)

sont de trace nulle, i.e. yY*Y5™ =0 et 7 X" = 0. On a explicitement

Im
ym— [ ! 41
Yab - . 9 y ( )
0 sin“gY™
ainsi que
1|0% _ cosf O Yém 9% cosf O Yém
ng 2 | 062 sin6 660 s1n2 0 34,0 000 sin@ Op (42>
ab 8% _ cosf 8 yém —Lgin20 0%  coshO 1 9% yém
000 sin§ O 2 002 sin6 00 sin® 6 Op>2
et
1 9% cosh O Im _1 0 _ cosf@ O 1 9% Im
tm _ sin 0 [39399 sin 6 aw] Y 2 3 sinf [862 sin@ 90  sin20 9p2 Y
ab 2
1 0% _ cosf O _ 1 Im cosf O Im
2 sin 0 [892 sin 6 00 sin? 6 9p2 i| Y —sin 6 |:89(9<p sinf 0 ] Y
(43)

Les premieres harmoniques sphériques tensorielles de ces deux familles

\/ = [3sin%6 0
Y20 = for | | (44a)

0 3sin® 0]

167r [

+4/3 E [sin 6 cos f]e*™ i/ E sin? fe*i®
Y = (44b)

i\/ 52 sin® feti® F1/ 22 [sin® 0 cos g™

18



22 [1 + cos? flet? +i 4/ 55= sin 6 cos feF?e

+i /5= sinf cosfe®  —, /22 [1 + cos? ] sin® fe*2¢
et
0 — 3sin’ 0
Xgl? _ 167r [ ] (44d)

—1/ 7o= [3sin’ ] 0
i/ L2 sin feti® T/ 22 [sin® 6 cos fle™?
X2 = o (44e)

F1/ 22 [sin® 6 cos f]e*?® z@/S sin® feti?

+i /5= cosfet?e —+/ 22 [1 + cos? 0] sin fet2i®

327
—\/ 55> [1 4 cos? ] sin ¢ Fi /2> sin® 0 cos he*2?

e Comportement des harmoniques sphériques tensorielles dans la transformation antipo-

X% = (44)

dale (6,¢) — (m — 0, ¢ + ) sur S

- Les champs tensoriels dont les composantes sont les v, Y™ et Y™ se transforment
comme les harmoniques sphériques scalaires Y™ dans la transformation antipodale (6, ¢) —
(r — 0,0+ ) sur S?, i.e. avec un coefficient en (—1)%. Elles sont dites polaires.

- Les champs tensoriels dont les composantes sont les X" se transforment dans la
transformation antipodale (6,¢0) — (7 — 6,0 + 7) sur S? avec un coefficient en (—1)“L.

Elles sont dites axiales.

e Autres propriétés importantes des harmoniques sphériques tensorielles:
- Les harmoniques sphériques tensorielles v, Y™, Y™ et X" sont des fonctions

propres de I'opérateur de Laplace-Beltrami défini sur S%2. On a

A VA VA (%dYem) =—((l+1) YedY ™ (45)

et
VOV Yot = =00+ 1) — 4] Y.5" (46)

et
VOV X = =[O0+ 1) — 4] X" (47)

- En prenant les divergences des harmoniques sphériques tensorielles 7., Y ™, V5™ et

19



X on obtient

Va(,yabyfm) — Y'l')ém7
1
VYL = Sl 1) - 2

vexhn — —%W +1) = 2]x/™.

- Les relations d’orthonormalisation des harmoniques sphériques

s’écrivent

[ 0 b " a Y = 2
52
ac . bdy emy Am'* 1 _
dQQ Yy Yab chd = 2(6 1)€(€ + ].)(f + 2)5K€’5mm’,
52
ac_bd xAm xOm'* 1
/ dQQ v Xab Xcd = 5(6 — 1)£<€ + 1)(6 + 2)686’6mm/7
2
/ dQQ 7a07bd[%byém]yc§m/* _ 07
g2
52

/32 A 7 AN =0,

avec dS)y = sin 0dfdp

20
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E. Décompositions en harmoniques sphériques pour les champs définis sur le trou

noir de Schwarzschild

e Nous allons utiliser les résultats énoncés dans les sous-sections précédentes pour séparer
dans les expressions des champs définis sur le trou noir de Schwarzschild les variables 6 et
. s PN ,
@ des variables t et r. Commengons par noter que, d’apres ce qui précede, on a les résultats
suivants:
- Si A est un champ scalaire défini sur la sphere unité S?, on peut le décomposer sur

la base des harmoniques sphériques scalaires Y™ et écrire

+oo 44

AB,p) =D > amY™(6,9). (52)

£=0 m=—¢

Ici les o™ sont des coefficients constants qui représentent les composantes du champ scalaire
A dans la base des Y.
- Si A, est un champ vectoriel défini sur la sphere unité S2, on peut le décomposer

sur la base des harmoniques sphériques vectorielles Y™ et X“™ et écrire
Aa(B, ) = AR (0, ) + AT(6, ) (53a)

avec

400  +4

AP0, 0) =D > a"m Ym0, ) (53b)
=1 m=—4
+oo  +4

A(0,0) =D > BmXEM0, ). (53¢)

(=1 m=—¢
On notera que l'on a pris soin de séparer explicitement la partie paire ou polaire et la partie
impaire ou axiale du champ vectoriel A,. Ici les coefficients constants o™ et 5™ sont les
composantes du champ A, dans la base des harmoniques sphériques vectorielles.
- Si Ay est un champ tensoriel symétrique de rang 2 défini sur la sphere unité S2,
on peut le décomposer sur la base des harmoniques sphériques tensorielles 7, Y™, Y™ et
X et écrire

Aw(0,9) = A% (0, 0) + AZ(0,¢) (54a)
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avec

+oo  +4 oo +4
A 0,0) =33 Al Y ™) 0,0) + >0 N abm Y9, ) (54D)
(=0 m=—/¢ =2 m=—/
+oo  +4
0,p) = Z Z B X (0, ). (54¢)
(=2 m=—/{

Ici aussi on a pris soin de séparer explicitement la partie paire ou polaire et la partie im-
paire ou axiale du champ tensoriel A,,. Les coefficients constants o™, o™ et 3™ sont les

composantes du champ A, dans la base des harmoniques sphériques tensorielles.

e On considere maintenant un champ scalaire A(t,r,0,¢) défini sur le trou noir de
Schwarzschild. C’est un champ scalaire dans les changements de coordonnées sur 1’espace-
temps de Schwarzschild et ¢’est donc aussi un champ scalaire pour les rotations sur la sphere
unité S? (i.e., pour ces transformations de coordonnées qui laissent ¢ et r inchangés mais
font effectuer une rotation au point de coordonnées z® = (6, ¢) de S?). On peut donc utiliser

le résultat (52) et décomposer A(t,,6, ) sous la forme

+oo  +£

Alt,r,0,p) = Z Z (it r) Y0, o) (55)

=0 m=—¢

avec les composantes o™ du champ A dans la base des Y qui dépendent maintenant des

coordonnées t et r.

e On considere maintenant un champ vectoriel A, (¢,7,0,¢) défini sur le trou noir de
Schwarzschild. C’est un champ vectoriel dans les changements de coordonnées sur 1’espace-

temps de Schwarzschild: dans la transformation
ot — gt = zH(a") (56)

le vecteur A, (z) devient le vecteur A, (&) avec

~ oxP
A== | 4, (57)

oTH
Si on se restreint aux rotations sur la spheére unité S? (i.e., aux transformations de coor-
données qui laissent ¢ et r inchangés mais font effectuer une rotation au point de coordonnées

% = (0, ) de S%), on peut constater en utilisant la loi de transformation (57) que A; est un

champ scalaire sur 5%, qu'il en est de méme de A, tandis que A, = (A4y, A,) est un champ
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vectoriel sur S?. On peut donc utiliser les résultats (52) et (53) et décomposer A, (¢, 7,0, ¢)
sous la forme

+oo  +£

Ai(t,r,0,0) = Z Z () Y0, o) (58a)

=0 m=—¢
+oo  +£

A (t,r,0,0) = Z Z i r) Ym0, o) (58b)
{=0 m=—/4
oo  +¢

Aa(t,r,0,0) =Y > (o™ (t,r) YI™0,0) + 8 (t, 1) X0, 0)) - (58¢)

=1 m=—¢

avec les composantes « "m, Ozfm,

o™ et ™ du champ vectoriel A, dans les différentes bases
utilisées qui dépendent maintenant des coordonnées ¢ et . Notons que I'on peut aussi mettre

la décomposition (58) sous la forme

Ay = AR 4 A (59a)
avec
oo +4
AEOI Z Z O/m Yﬁm ﬁm Yﬁm’ O/m Y'@Zm’ O/m Ygfm) (59b)
£=0 m=—¢
et
+oo L
A =3"%" (0,0, X", 3 X0 (59¢)
=1 m=—4
Im

En écrivant (59b), on adopte la convention o = 0 pour ¢ = 0 et en considérant (59) on

garde & 'esprit le fait que les dépendances en t et r sont incluses dans les fonctions o™,

Im
r o

sphériques Y, Y™ et Xm,

alm, o™ et 3" tandis que les dépendances angulaires sont incluses dans les harmoniques

e On considére pour finir un champ tensoriel A, (¢, 7,0, ¢) symétrique et de rang 2 défini
sur le trou noir de Schwarzschild. C’est un champ tensoriel dans les changements de coor-

données sur I'espace-temps de Schwarzschild: dans la transformation (56) le tenseur A, ()

~ ox” o0x®
A;,LV - (@) (@) APO" (60>

Si on se restreint aux rotations sur la spheére unité S? (i.e., aux transformations de coor-

devient le tenseur A, (F) avec

données qui laissent ¢ et r inchangés mais font effectuer une rotation au point de coordonnées
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1% = (0, ) de S?), on peut constater en utilisant la loi de transformation (60) que les com-
posantes Ay, Az et A, sont des champs scalaires sur S?, que Az, = (Ayg, A;,) est un champ

vectoriel sur S% et qu'il en est de méme de A,, = (A9, A,,) et enfin que

Agg  Agy
A A

Aab =

0t PP

est un champ tensoriel symétrique et de rang 2 sur S2. On peut donc utiliser les résultats

(52), (53) et (54) pour décomposer A, (t, 7,0, ) sous la forme

+oo  +¢

Au(t,r,0,0) = Y ag"(t,r) Y™ (0, ) (61a)
=0 m=—/4
+oo  +¢

A (t,r,0,0) = Z Z ol (t, ) Y9, ) (61b)
=0 m=—/¢
+oo  +£

A (t,r,0,0) = Z Z it P Y0, @) (61c)
=0 m=—/
oo +4

Awlt,r,0,0) =Y > (o™ (t,7) Y™ (0,0) + B, (t,7) Xi™(0, ) (61d)
(=1 m=—4
oo +4

Ara(t,m,0,0) =D > (g™t 1) Y0, ) + B (1r) X6, 9)) (61e)
{=1 m=—4
+oo 4

Aalt,r.0,0) => " af™(t,7) [1aY "] (0. ¢)
£=0 m=—¢

oo  +4

373 () Y0, 0) + 57 (1) X6, ) (61f)

(=2 m=—/{
avec les com tm lmqbm qfm - glm - glm - o bm tm qu ch 1
posantes att , Oyt o o o Oy , o0, a2 et 8 u champ tensorie

A, dans les différentes bases utilisées qui dépendent maintenant des coordonnées ¢ et r.

Notons que 'on peut aussi mettre la décomposition (61) sous la forme

A(tr0,p) = AE‘;I(t, r,0,0) + AL (7,0, 0) (62a)
avec
afgn Yém af:n Yém Oéfm Y*@Zm afm Yém
oo 4 m m m m m m
vl _ i i: sym almyt almy)f afmyt
= =, sym sym M g Y + oM Y i abm ng
sym sym sym ™ You ytm 4 aem Yfm
(62b)
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et
0 0 6fm X gm fm X f;m

4
R~ | sym o0 gimxgm pim X lm

=Yy 2
g m m m m
(=1 m=—¢ | Syl Sym ﬁe ng ﬁz ngo
sym sym sym Bfm X ffg

En écrivant (62b), on adopte la convention af™ = ‘™ = 0 pour £ = 0 et o™ = af™ = 0

pour ¢ = 0,1. De méme, en écrivant (62c), on adopte la convention 3" = 0 pour £ = 1. En
considérant (62) on garde a l'esprit le fait que les dépendances en ¢ et r sont incluses dans
les fonctions af™, afm, ofm afm ofm gim gim ofm o™ et B tandis que les dépendances
angulaires sont incluses dans les harmoniques sphériques Y™, Y™ X‘m o, yim yem et

Im
Xab .
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III. RESOLUTION DE L’EQUATION DES ONDES GRAVITATIONNELLES SUR
LE TROU NOIR DE SCHWARZSCHILD
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A. Structure des perturbations gravitationnelles du trou noir de Schwarzschild

e Le champ hy, (t, 1,0, p) décrivant les ondes gravitationnelles se propageant dans 1’espace-

temps de Schwarzschild peut étre recherché sous la forme

h,ul/(ta Ty 07 90) = hzz(il(t7 T, 07 30) + hZ’;(t, T, 67 @) (633)
avec
Hftm Yﬁm Hf:z Yﬁm Htfm }/efm Htém Yfm
+oo  +¢ tm \tm Im \/fm Im \/fm
hpol — Z Z Sym Hrr Y Hr YG HT ch
K =0 ot sym sym T2(K€m Yém + Gfm Y’@Zem) T2 Gém Y'gé(;n
sym sym sym r? (K sin® 0 Y™ 4+ G YT
(63b)
et

0 0 himXx{m himXim
XK | sym 0 AfmXgm o ptmxm

=YY (%)
HY m m m m
(=1 m=—¢ | SYym Ssym ht ng ht ng;
sym sym sym htm X é’;}

Convention: H{™ = H™ = 0 pour £ = 0 et K™ = G = 0 pour £ = 0,1 et h*™ = 0 pour

(=1.

e Les 10 familles de fonctions H;™, H{™, H™ H™ H™ pim plm Ko GO et b9 qui

ne dépendent que des coordonnées t et r sont les inconnues du probleme. Il y en a donc 8

de trop.
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B. Invariance de jauge pour les perturbations gravitationnelles du trou noir de

Schwarzschild

e Sur 'espace-temps de Schwarzschild, 'invariance de jauge de la théorie des ondes grav-
itationnelles peut étre considérée en utilisant la décomposition en harmoniques sphériques

du champ vectoriel §, qui la paramétrise. D’apres ce qui précede, on peut écrire

€, = &8 4 & (64a)
avec
+oo +/4
5501 _ Z Z (Mtém Yém7 Mfm ng, M }/0£m7 M Ygfm) (64b)
=0 m=—/
et
+oo  +£
&35 35 (00 4 xgm A ) 049
=1 m=—¢

Convention M*™ = 0 pour £ = 0. On garde a 'esprit le fait que les dépendances en ¢t et r

sont incluses dans les fonctions M/™, M™ M et A*™.

e Pour pouvoir exploiter I'invariance de jauge (16) de la théorie, il nous faut expliciter
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les composantes du tenseur 2§(,,,). On obtient

+oo  +4
2M(r —2
280 => > ( —M™ — 2Mir —2M) M)Mfm) ym (65a)

T3
£=0 m=—¢

2600 = Z Z < athm 0 Mfm — %M“ﬂ ym (65b)
2607 = f i (2%1\4“ %Mﬁm) yhm (65c¢)
26 =23 (

26 -Y 3

01 X E /0 m 25 ¢ ¢ e 2 0 (M™ ¢
B (b -E (15

atM M€m> Y m (65d)

260 =D D

260 =Y > [0 = 2M)M™ — 0+ )M ™) Y+ 2M " Y] (65h)
280 =0 ) 2Mm Y (651)

260 = ) [(20r = 2M)MI™ — £(0 4 1) M) sin® 0 Y 4 2 YT (65;)

=0 m=—
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et

+oo +€

0
26 =3 2 (HA™) X
Z 1 m=—¢ at
+oo +Z
0
sty $ 5 (Bam)
E 1 m=—¢ 8t
+oo +€
0
253{@ (_Afm
E 1 m=—¢ (37”
+oo  +4 9
Im
PR ID I (L
=1 m=—{
+oo  +£
Sy =D D 2" X
=2 m=—{
+oo  +£
m y4Im
(9s0 Z Z 2A X9s0
(=2 m=—/
+oo +/4

AEm) Xgm

2 Im Im
2o x:

S PP IR

(=2 m=—/

(65k)
(651)
+oo  +¢ Y
>N 7‘2% (AT—Q X/ (65m)
=1 m=—4
+oo /£ 'm
=> Y (A )Xf,m (65n)
(=1 m=—/
(650)
(65p)
(65q)

e L’invariance de la théorie des ondes gravitationnelles dans la transformation (16) corre-

spond donc & une invariance de la théorie du champ h,,,, donné par (63) dans les substitutions

- 0 -2
HO s [ = [ (2 M — (TTS M )Mfm> (66a)
m rrém m a m m 2M m
. 2M
Hﬂm Hﬁm — Hﬂm 92— Mém M@m
o Y = ( R (66c)
H™ — H™ = H™ — ( O pytm + Mfm) (66d)
H™ — H™ = H™ — ( O vt — 2 pgem . Mfm) (66¢)
or r
m rm m 1 m m
K™ — K = [fm = [2(r — 2M)M/™ — (¢ + 1) M*™] (66f)
~ 2
GZm N Gfm — Gém o ﬁMém (66g)
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et

hi"™
— Al
tm
— hfm
=
9
at Afm)

0

him
_>
em
= pim (
i Afm

ptm
_ ilém
— ptm
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2
. AZm

)

(66h)

(661)

(66))



C. Structure du tenseur d’impulsion-énergie source des perturbations gravitation-

nelles du trou noir de Schwarzschild

e La forme la plus générale du tenseur d’impulsion-énergie source des perturbations grav-

itationnelles du trou noir de Schwarzschild est donnée par

T (t,7,0, ) = Tﬁfl(t, 7,0,0) + T (tr,0,0) (67a)
avec
ﬂim Yfm Tterm Yfm Tfm Y'gém Tfm Yém
oo +4 m v fm Im v Am Im v fm
_pol _ Z Z sym "y Yy, T YGD
g =0 m=—/ sym sym Tf my’tm 4 Tzé " Yafem Tzém Ybﬁ”
sym sym sym T{m sin” QY™ + Ty Y/im
(67b)
et

0 0 LmXgm LimXim
XK | sym 0 LimXgmo LimXxim

=2

(67¢)
=0 m——¢ | Sym sym Lfm ngl Lm X 521
sym sym sym Lfm X fj];
Convention: Tf™ = T = 0 pour { =0 et T{™ = Ti™ = 0 pour £ = 0,1 et L™ = L™ =
pour ¢ = 0 et L™ = 0 pour £ = 0, 1. Les dépendances en t et r sont incluses dans les fonctions
Tfm, Tim Ttm rim mem g pim mim o Tim et P qui sont les données du probleme et qui
dépendent du processus physique étudié. Leurs expressions sont bien connues par exemple
dans le cas d'une étoile (assimilée a un point matériel) en mouvement (radial, circulaire ou

méme quelconque) autour du trou noir de Schwarzshild. Des expressions approchées existent

aussi pour un disque d’accrétion.
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D. Travail avec les fonctions de Cunningham-Price-Moncrief invariantes de jauge

e Avec Cunningham, Price et Moncrief, on introduit deux nouvelles familles de fonctions
indexées par £ et m et construites a partir des fonctions définissant le tenseur h,, et notées

w@m (pol) et 77/}6m (ax)' On a

2
¢m (pol) _ r om B % .
v D=+ Drreaq |+ (1 ; ) z ](686»)
avec
Im
W= K (1 - W) (ag - 2’1&”) (65b)
et
1 oM\ Y% o |1 oM\ 2
m _ = rrfm A o |1 _2M o
T S A
ainsi que
m Im
m (ax) — r 8hr B 22 ht_
v (—-1)(+2) [ ot "aor \ 2 : (69a)

On peut vérifier qu’elles sont I'une et I'autre invariantes dans la transformation de jauge
(66).
e Références:
- V. Moncrief, Ann. Phys. (N.Y.) 88, p. 323 (1974)
- C. T. Cunningham, R. H. Price and V. Moncrief, Astrophys. J. 224, p. 643 (1978)
- C. T. Cunningham, R. H. Price and V. Moncrief, Astrophys. J. 230, p. 870 (1979)
- A. Nagar and L. Rezzolla, Class. Quantum Grav. 22, p. R167 (2005)
e Les deux fonctions de Cunningham, Price et Moncrief permettent d’accéder a différentes

quantités physiques “observables” a l'infini spatial, i.e. pour r — 400, par un observateur

au repos. Ainsi, on a:

- Les amplitudes des ondes gravitationnelles correspondant aux polarisations + et X

qui sont données par
hy =h2M R et o= AR 4 R (70a)
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avec

| +oo +¢ Yfm 1
el — Z Z B (po) _ 26 + O (ﬁ)’ (70b)

Z 2 m=—{

+oo +4
1
01 ¢m (pol 950
=Y e 0 (), (700)

E 2 m=—¢

hix = Z Z ¢4m(ax (ngz 9) + Or—>+oo <_) ) (7Od>

E 2 m=—/

+OO +£ m
1
ax - § E : Im (ax
i = 4 st Or—tos (7‘2) ’ (70¢)

E 2 m=—/

- la puissance totale rayonnée par le trou noir sous forme d’ondes gravitationnelles

qui est donnée par

dE foo g + 2 d¢fm pol) dwém (ax) |2
- 1 1
= { sy G By

- Iénergie gravitationnelle rayonnée par unité de fréquence par le trou noir qui est
donnée par

+oo 4+

dE : (¢ + 2 fm (pol) ’ ’ o ( ‘2

= m o m aX 72

- {3 seeof ]
avec @D (1) et @) (w r) qui désignent les transformées de Fourier des fonctions
Yl ) et 1),

- la perte de moment cinétique par unité de temps du trou noir due a l’émission

d’ondes gravitationnelles qui est donnée par

4J ) +oo  +¢ e + 2 wém (pol) ¢m (pol) ¢Zm (ax) ¢m (ax)\ *
= r—>+oo {167r ;mgezm Y [ 7 (v ) Cdt (v ) } .
(73)

34



E. Equations vérifiées par les fonctions de Cunningham-Price-Moncrief

e A partir de I’équation des perturbations gravitationnelles (15), on peut obtenir deux
EDP du second ordre satisfaites par les fonctions de Cunningham-Price-Moncrief. On trouve

que les fonctions ™ PV vérifient 1’équation de Zerilli

0 0 pol ¢m (pol) ¢m (pol)

@ - W + ‘/e @D =S5 (74&)
avec

v = (1-22)
r
(0= 1)L+ 1)L+ 2)r3 +6(0 — 1)2(0 + 2)°Mr? + 36(¢ — 1)(£ + 2)M?r + T2M3
(6 —1)(0+ 2)r + 6M]?r3
(74b)

tandis que les fonctions ¢“™ (@) vérifient 1’équation de Regge-Wheeler

82 62 ax m (ax m (ax

[@—WHQ}W()ZS“) (752)

avec

- (1 B ZM) (z(u ) 6/\/1) | -

r 72 r3
Ici on a introduit la coordonnée de Regge-Wheeler r* qui est reliée a la coordonnée de

Schwarzschild r (pour r > 2M) par

(1—%)i: i (76)

ce qui permet d’écrire

r* =r+2Mln(r — 2M) + Cte. (77)

On notera que la fonction r* = 7*(r) est une bijection de |2 M, +oo[ dans | — 0o, +00[ et

plus particulierement que I’horizon des événements du trou noir en r = 2M correspond a

r* = —oo. Il faut aussi noter que les termes de sources en polaire et en axial s’obtiennent
a partir des coefficients T/5™, TEm, Tom Tfm, T, Lim, Lim Tim Tim et L™ définissant le

tenseur d’impulsion-énergie responsable des perturbations gravitationnelles.
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Figure 1. Regge-Wheeler and Zerilli potentials for L = 2 and 3.

FIG. 1: Les potentiels de Regge-Wheeler et de Zerilli.

e Références:
- T. Regge and J. A. Wheeler, Phys. Rev. 108, p. 1063 (1957)

- F. J. Zerilli, Phys. Rev. D 2, p. 2141 (1970)
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IV. EXEMPLES DE RESOLUTION DE L’EQUATION DES ONDES GRAVITA-
TIONNELLES SUR LE TROU NOIR DE SCHWARZSCHILD
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S5 T60 150 200 250 300 330 400 450
M

Figure 4.3: The response of a Schwarzschild black hole as a Gaussian wavepacket of scalar
waves impinges upon it. The first bump (at ¢ = 50M) is the initial Gaussian passing by the
observer on its way towards the black hole. Quasinormal-mode ringing clearly dominates
the signal after ¢ = 150M. At very late times (after ¢ == 300M) the signal is dominated by
a power-law fall-off with time.

FIG. 2: Excitation du trou noir de Schwarzschild par un paquet d’onde gaussien. Mise en évidence

de la sonnerie.
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Fig. 2 Gravitational radiation waveform emitted by two coalescing black holes (courtesy of the authors)

FIG. 3: Coalescence de deux trous noirs et sonnerie du trou noir final.

e Références:
- F. Pretorius, Phys. Rev. Lett. 95, 121101 (2005)

- M. Campanelli, C. O. Lousto, P. Marronetti and Y. Zlochower, Phys. Rev. Lett.
96, 111101 (2006)

- J. G. Baker, J. Centrella, D.-I. Choi, M. Koppitz and J. van Meter, Phys. Rev.
Lett. 96, 111102 (2006)
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V. MODES QUASI-NORMAUX ET RESONANCES DU TROU NOIR DE
SCHWARZSCHILD

A. Matrice S du trou noir de Schwarzschild, modes quasi-normaux et résonances

e On va étudier le probleme de la résonance du trou noir de Schwarzschild en le considérant

comme un probleme de diffusion (scattering).

e On travaille dans cette section en régime harmonique (dépendance temporelle en
exp(—iwt) pour les tenseurs h,, et 7,,). En notant ¢ ) (w, r) et @) (w 1) les trans-
formées de Fourier des fonctions polaires et axiales de Cunningham-Price-Moncrief et en
notant S P (w, r) et S @) (w, r) les transformées de Fourier de leurs sources S
et S les équations de Regge-Wheeler et de Zerilli deviennent des EDP du type

”Schrodinger” indépendantes du temps. L’équation de Zerilli conduit a

82
(a’r*Z + [w2 . ‘/épd(?ﬂ)]) y/m(pol)(w7 T‘) _ Sém (pol)(w7r) (78)
et celle de Regge-Wheeler a
0 2 ¢ ¢
(o 417 = V] ) 0 9r) = 5 ), -

e On va désormais s’intéresser aux oscillations libres du trou noir de Schwarzschild, i.e.
on va supposer qu’il n’existe pas de sources des perturbations gravitationnelles: on a écarté
le trou noir de sa “position d’équilibre” ou il est statique et a symétrie sphérique et on va

regarder ce qui se passe. On cherche a résoudre les EDP

(£ﬂ+p%4$%@0wm@%wmzo (50)
et 9
(ai*z + W - v;w) $m @ (w,r) = 0. (B

On s’intéresse plus particulierement aux modes solutions de ces équations et vérifiant les

conditions aux limites:

(i) les fonctions 1™ (P°V/a%) ont un comportement rentrant a I’horizon des événements
r=2M, ie.
¢€m ~ e—iwr* (82&)

T ——00
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(ii) A I'infini spatial r — 400, les fonctions ¥™ (®°1/2%) présentent un comportement
asymptotique du type

wﬁm 1

r*:l-oo Tg (w)

—twrs+iln /2 Sg(&]) e+iwr*7i€ﬂ'/2 (82b)
Ty(w)
Ces équations permettent de définir les coefficients Sy(w) d’une matrice S ou matrice de

diffusion en polaire et en axial.

e Pour certaines valeurs complexes de w, Sy(w) présente un poéle simple (c’est le cas aussi
de Ty(w) alors que Sy(w)/Ty(w) reste défini.) Ces valeurs complexes sont les fréquences des
modes quasi-normaux du trou noir, ces modes étant définis comme les solutions de I’équation
d’onde qui ont un comportement entrant a l’horizon et sortant a linfini. Le spectre des

fréquences quasi-normales est le spectre des résonances du trou noir.

e On note wy, = wg?

(0)

In

— 1y, /2 avec wgi) > 0 et [y, > 0 les fréquences quasi-normales.

Ici, w,’ est donc la fréquence d’oscillation du mode quasi-normal correspondant tandis que
"4, /2 représente son atténuation. Au voisinage de wy,, les coefficients Sy(w) sont de la forme

Breit-Wigner form, i.e.,
Lyp/2

w— wlg;) + ’irgp/Z‘

Se(w) (83)

e Isopectralité: Chandrasekhar a prouvé que les spectres des fréquences quasi-normales

en polaire et en axial sont identiques!

e Recherche des fréquences quasi-normales. Méthode numérique: les solutions de

I’équation de Regge-Wheeler indépendante du temps peuvent étre recherchée sous la forme

Dy(r) = (r — 2M)" <%>2p e—r("5t) i a <ﬂ)k (84)

r r
k=0

avec p = —i2Mw, les a; vérifiant la relation de récurrence agari1 + Brag + yrar—1 = 0

avec ap = k2 +2k(p+ 1)+ 20+ 1, B = —[2k* + 2k(4p+ 1) + 8p*> + 4dp + L({ + 1) + 1]

et v, = k% + 4kp + 4p*. Le coefficient S;(w) a un pole lorsque Y ax converge ou, de facon

équivalente lorsque le déterminant de Hill
Bo o
M G
Yo P2 g -
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Figure 4.5: The spectrum of quasinormal modes for a Schwarzschild black hole. The first
fifty modes for £ = 2 (diamonds) and £ =3 (crosses) are shown. [The modes were calculated

using the method of Andersson and Linnzeus (1992)]

FIG. 4: Spectre des fréquences quasi-normales du trou noir de Schwarzschild.
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TABLE I: Quelques valeurs des fréquences quasi-normales (2M=1).

Exact Exact
¢ n Wiy Len/2
2 1 0.74734 -0.17793

2 0.69342 -0.54783
3 0.60211 -0.95655
3 1 1.19889 -0.18541
2 1.16529 -0.56260
3 1.10337 -0.95819
4 1 1.61836 -0.18832
2 1.59326 -0.56866
3 1.54542 -0.95982

e En unités physiques, les valeurs précdentes de wéfl) et de I'y,/2 donnent pour ¢ = 2 et
n = 1 les résultats suivants:
- Pour un trou noir de 10 masses solaires, la fréquence des oscillations est de 1.21 kHz
et le temps caractéristique de leur atténuation est de 5.55 x 1074 s.
- Pour un trou noir de 10° masses solaires, la fréquence des oscillations est de 1.21 x

1072 Hz et le temps caractéristique de leur atténuation est de 55.5 s.

e Références:
- C. V. Vishveshwara, Phys. Rev. D 1, p. 2870 (1970)
- W. H. Press, Astrophys. J. 170, p. L105 (1971)
- S. Chandrasekhar “The mathematical theory of black holes”, Oxford University
Press (1984)
- E. W. Leaver”, Proc. R. Soc. London A 402, p. 285 (1985)
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B. Interprétation physique des modes quasi-normaux et des résonances

e Interprétation en théorie du moment angulaire complexe (poles de Regge):

o Références:

An(w) = [3\/§Mu) + \/3“”]

18Mw
+i(n—1/2) [1 + %} +.,9. (ﬁ) (86)
Re A\, (wé?) =0+1/2, ¢ e N. (87a)
Ton Im A\, (w)[d/dw Re A\, (w)]

2 [d/dw Re A\ (w)]? + [d/dw Im A, (w)]?

(87b)

om?)

- C. J. Goebel, Astrophys. J. 172, 1.95 (1972)
- Y. Décanini, A. Folacci and B. P. Jensen, Phys. Rev. D 67, 124017 (2003)
- Y. Décanini and A. Folacci, arXiv: 0906.2601
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VI. COMPLEMENT ET CONCLUSION
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{t-r.)/M

Fig.1 The gravitational signal emitted when a Schwarzschild black hole is perturbed by a radially infalling
particle (solid line); the analytical fit (dashed line) has been obtained using a linear combination of the first
two £ = 2 black hole quasi-normal modes

FIG. 5: Reconstitution de la sonnerie du trou noir de Schwarzschild excité par une particule en

chute radiale.
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Fizure 4.6: Resonance frequencies w = o — i« as functions of the parameter a for different
| w=d m [data from Detweiler (1980b)].

FIG. 6: Influence de la rotation du trou noir de Kerr sur la fréquence quasi-normale correspondant

al=2.
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