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Introduction A
Probléme inverse

M direct
Erreurs
Solution

Qu’est-ce qu’un probleme inverse ?

@ Des observables disponibles et modélisables :

y=m(z)+e

les données y € RNy ;

le modéle m : RNz — RNy ;

les paramétres recherchés « € RNVv ;
les erreurs e € RNVv.
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Solution

Qu’est-ce qu’un probleme inverse ?

@ Des observables disponibles et modélisables :

y=m((x)+e

les données y € RNy ;

le modéle m : RNz — RNy ;

les paramétres recherchés « € RNVv ;
les erreurs e € RNVv.

@ Quel sont les meilleurs paramétres = compte tenu des données y et du
modele m ?
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Introduction

Solution

Qu’est-ce qu’un probleme inverse ?

@ Des observables disponibles et modélisables :

y=m((x)+e

les données y € RNy ;

le modéle m : RNz — RNy ;

les paramétres recherchés « € RNVv ;
les erreurs e € RNVv.

@ Quel sont les meilleurs paramétres = compte tenu des données y et du
modele m ?

© Il peut y avoir beaucoup de paramétres (N, > 10°) et méme plus de
parametres que de mesures: Ny > N,,.

Un simple ajustement de modéle (e.g maximum de vraisemblance) ne
marche pas.
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Remarques / restrictions
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Remarques / restrictions

y=m(xz)+e

@ le nombre de mesures est Iimité : Ny < oo ;
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Introduction A
Probléme inverse

Solution

Remarques / restrictions

@ le nombre de mesures est Iimité : Ny < oo ;

@ |le nombre de parameétres peut étre arbitrairement grand : N, < oo (e.g.
base de fonctions) ;

@ les mesures (et les parametres) peuvent étre hétérogénes ;

@ le modéle m(x) est connu mais peut étre arbitrairement compliqué (e.g.
non-linéaire) ;

@ les erreurs e prennent en compte le bruit de mesure, erreurs de
modélisation, etc ;

@ les erreurs sont centrées (le biais du modeéle est négligeable) :

(e) =0 ou,aumoins, (e;) < +/Var(e;);
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Introduction
Probleme inverse

Modéle direct
Erreurs
Solution

Modeéle linéaire

@ intégrale de Fredholm du 1°" ordre (transformée d’Abel, réponse
instrumentale linéaire, projection, ...) :

y(r) = / h(r,s)xz(s)ds + erreur
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Introduction
Probleme inverse

Modéle direct
Erreurs
Solution

Modeéle linéaire

@ intégrale de Fredholm du 1°" ordre (transformée d’Abel, réponse
instrumentale linéaire, projection, ...) :

y(r) = / h(r,s)xz(s)ds + erreur
@ base de fonctions (discrétisation) :

yi = y(t Zz m;(t:) + es

en notation vectorielle :

y=y z;m;+e
i
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Introduction
Probleme inverse

Modéle direct
Erreurs
Solution

Modeéle linéaire

@ intégrale de Fredholm du 1°" ordre (transformée d’Abel, réponse
instrumentale linéaire, projection, ...) :

y(r) = / h(r,s)xz(s)ds + erreur
@ base de fonctions (discrétisation) :

yi = y(t Zz m;(t:) + es

en notation vectorielle :
y=> z;m;+e
J

@ si N, est fini:
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Introduction
Probleme inver

Modéle direct
Erreurs
Solution

Modele linéaire / non-linéaire

@ modele lindaire :

o intégrale de Fredholm du 1¢" ordre (transformée d'Abel, convolution, ...) ;
@ base de fonctions ;
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Introduction
Probleme inverse

Modéle direct
Erreurs
Solution

Modele linéaire / non-linéaire

@ modele lindaire :

o intégrale de Fredholm du 1¢" ordre (transformée d'Abel, convolution, ...) ;
@ base de fonctions ;

@ modéle non-linéaire :
y=m(xz)+e

@ tout ou partie du noyau h(r, s) a retrouver : déconvolution aveugle,
synthése spectrale, ...

e mesures de corrélation (a 2 ou 3 points)

e restoration de phase : cristallographie, clétures de phases (interférométrie),

= unicité ?
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Probleme inv

Modéle direct
Erreurs
Solution

Formation d’image

@ formation d'image (convolution) :

y(w) = /h(w —w') z(w') dw’ + bruit
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Introduction

Probleme i
Modéle direct
Erreurs
Solution

Formation d’image
@ formation d'image (convolution) :
y(w) = /h(w —w')z(w") dw’ + bruit

@ objet : z(w')
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Formation d’image

@ formation d'image (convolution) :
y(w) = /h(w —w') z(w") dw’ + bruit
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@ réponse impulsionnelle (PSF) : A(w — w’)
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Introduction

Probleme inverse
Modéle direct
Erreurs

Solution

Formation d’image

@ formation d'image (convolution) :
y(w) = /h(w —w') 2(w") dw’ + bruit

@ objet : z(w')
@ réponse impulsionnelle (PSF) : A(w — w’)

+ bruit
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Introduction

Probleme in:

se
Modeéle direct

Erreurs
Solution

Formation d’image

@ formation d'image (convolution) :
y(w) = /h(w —w') z(w') dw’ + bruit

@ objet : z(w')
@ réponse impulsionnelle (PSF) : A(w — w’)
@ image observée : y(w)

+ bruit —
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Introduction
Probleme inverse

Modéle direct
Erreurs
Solution

Dynamique galactique

@ dynamique disque galactique mince (Transformée d’Abel) :

E R'U¢)

0
FolRoo) =V |
3 v3—%(R) V€+¢
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Introduction
Probleme inverse

Modéle direct
Erreurs
Solution

Dynamique galactique

@ dynamique disque galactique mince (Transformée d’Abel) :

0
Fy(R,vg) = V2 / f(g, Rvy)
3 v5—w(R) \/‘T

@ observables : distribution des vitesses Fy (R, vy)
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Introduction
Probleme inverse

Modéle direct
Erreurs
Solution

Dynamique galactique

@ dynamique disque galactique mince (Transformée d’Abel) :
&R UU)

(R v¢ \[ /
3 v3—%(R) Ve +w

@ observables : distribution des vitesses F, (R, vg)

@ inconnues : distribution des orbites f(e, Rvy)
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Introduction

Probleme inverse
Modéle direct
Erreurs

Solution

Dynamique galactique

@ dynamique disque galactique mince (Transformée d’Abel) :

@ inconnues : distribution des orbites f(e, Rvy)
@ cinématique du gaz HI = potentiel ¢/(R)
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Introduction

Erreurs
Solution

Bruit et erreurs de modélisation

@ modéle direct :
y=m(z)+e
@ e incorpore les erreurs de modélisation et le bruit ;

@ la statistique des erreurs est (approximativement) connue :
@ les erreurs sont centrées (modéle non biaisé) :

(e) = (y—m(z)) =0

@ la covariance des erreurs C. est la covariance C des mesures étant

ylz
donné le modéle « :
Ce = (e el (erreurs centrées)
= <[y - m(x)] - [y — m(:v)]T> (& = donng)

= Cyu
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Introduction

Solution

Approximation gaussienne pour les erreurs

@ modéle direct :
y=m(z)+e

@ e incorpore les erreurs de modélisation et le bruit ;
@ la statistique des erreurs est normale centrée :

e N./\/’(O7Ce)

c’est-a-dire :
@ les erreurs sont centrées (modele non biaisé) :
(e) ={y—m(x)) =0
o la fonction de distribution des erreurs est gaussienne :
exp{~ 1 ly - m@)"-C,, [y~ m(=)]}

PDF(y|x) =
v @r /Oyl

ou Ny est le nombre de mesures et Cy |, = Ce = (e - eTy;
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Introduction

Solution

Qu’est-ce que I'on cherche ?

@ modele direct :
y=m(xz)+e
@ on veut les meilleurs paramétres x ~ a compte tenu des données, du
modéle et de la statistique (supposée) des erreurs ;
= il faut un critere pour déterminer cette solution ;

@ plus ambitieux ; on veut la statistique des parameétres :

e fonction de distribution des parameétres ;
@ moyenne et variance des paramétres ;

= approche bayesienne.
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Maximum de Vraisemblance

Propriétés

Maximum de vraisemblance
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Cas général
Maximum de Vraisemblance

Appli
Propriétés

Maximum de vraisemblance : Objectif

@ Quel est le meilleur modéle ?

= réponse : c'est celui qui maximise la probabilité d’avoir observé les
données :

xMmr, = arg max Pr(y|x)
€T

ou ML = Maximum Likelihood
A C’est la meilleure solution au sens de la statistiques des erreurs...
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Cas général

Maximum de Vraisemblance

Application
Propriétés

Maximum de vraisemblance : Fonction de pénalisation

@ solution au sens du maximum de vraisemblance :

ML = argmaxPr(y|z)

arg min faata ()
x

@ fonction de pénalisation :

’ faata(x) = —k log Pr(y|x) + const‘

avec k >0 ;
@ condition d’optimalité du 1° ordre :

afdata (ll:)

ox =0

T=TML

Si faata () est convexe cette condition est suffisante.
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|
Maximum de Vraisemblance

Propriétés

Maximum de vraisemblance : Approximation gaussienne

@ fonction de distribution des erreurs :
exp{~ 4 ly - m@)" - C,L - ly - m()]}

(2m)N/2 |Cy ]2

PDF (y|a) =

@ solution pour un modele non-linéaire :
ML = argmzaxPr(y\m)
= argmax PDF(y|x) (espace vectoriel)
= arg mmin fdata(x)

@ fonction de pénalisation :

faata(z) = —2logPDF(y|z) + const
ly—m()]" - C,, -y — m(z)]

@ résolution par algorithme de moindres carrés non-linéaires (e.g.
Levenberg-Marquardt si pas trop de paramétres) ;
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Maximum de Vraisemblance

Propriétés

Maximum de vraisemblance : Approximation gaussienne, modeéle
linéaire

@ modéle :
y=M-xz+e

@ fonction de pénalisation :
faata(z) = (y—Mﬂ:) Cy|:z} (y—M-z)
@ condition d’optimalité du 1°" ordre (équations normales) :

8fdata (lU)

xr
a T=TML

— M’ Cylz M- ZL:ML—M Cy‘m~

=0

— :EML:<MT cl ~M)7 MT.CL oy

ylz ylz
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Maximum de Vraisemblance

Propriétés

Maximum de vraisemblance : Application a la déconvolution

@ formation d’'image (convolution) :

+ bruit —

y(w) = /h(w —wz(w)dw +e(w)

@ diagonalisation par transformation de Fourier :
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Maximum de Vraisemblance

Applicati

Propriétés

Maximum de vraisemblance : Application a la déconvolution

@ bruit gaussien blanc :

faata(®) = %/|y(w)—m(w)|2dw
_ % /|g(u)—m(u)\2du

avec o2 = Var(e) ;
@ solution (au sens du maximum de vraisemblance) :

afdata _ 0
OZ(V) |3y =2pr, ()
<~ fML(V) = /M
h(v)
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Maximum de Vraisemblance

Application

Propriétés

Maximum de vraisemblance : Application a la déconvolution

FFT

o1, = FFT!

FFT
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Maximum de Vraisemblance

Application

Propriétés

Maximum de vraisemblance : Application a la déconvolution

FFT

o1, = FFT!

FFT
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Maximum de Vraisemblance

ele liné

[y
Application

Propriétés

Qu’est-ce qui cloche ?

] 10041 i
10+101 — 10+2 =
E 1 MTF-!
5 » t ]
8 ] 3
3 +0 m
g 1 g
E 1 E | 1
g 107 b MTF
4 1021 4
] 10741 4
o0l v Ny T T S S S
0 100 200 300 0 100 200 300
soatial freauencv spatial frequency

@ inversion directe (i.e. maximum de vraisemblance) :

ML (V) = =~

Eric Thiéb:

Christophe Pichon Approche bayesienne



Maximum de Vraisemblance

Application

Propriétés

Qu’est-ce qui cloche ?

] 10041 i
10+101 — 10+2 =
E 1 MTF-!
5 » t ]
8 ] 3
3 +0 m
g 1 g
E 1 E | 1
g 107 b MTF
4 1021 4
] 10741 4
o0l v Ny T T S S S
0 100 200 300 0 100 200 300
soatial freauencv spatial frequency

@ inversion directe (i.e. maximum de vraisemblance) :

EC\ML 174 = M
(v) ) )
— Fw)+ )

» amplification du bruit

Eric Thiéb
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Maximum de Vraisemblance
lini

Application
Propriétés

Troncature fréquencielle

Il est possible d’éviter I'amplification du bruit en imposant une fréquence de

coupure :
@ for |v| < veutost
- h(v)
xcut(’/) =
0 for |V‘ > Veutoft

qui donne (avec veuorr = 80 frequels) :
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Maximum de Vraisemblance

V lini
Application

Propriétés

Troncature fréquencielle

Il est possible d’éviter I'amplification du bruit en imposant une fréquence de

coupure :
@ for |v| < veutost
- h(v)
xcut(’/) =
0 for |V‘ > Veutoft

qui donne (avec veuorr = 80 frequels) :
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Maximum de Vraisemblance
ele lin
Appli
Propriétés

Maximum de vraisemblance
Propriétés

@ solution (maximum de vraisemblance) :

T - -1 T -1
z = (MTCL-M) MTCL -y
—1
= (MToy ) MU (M
T - T
- (M Cy‘m-M) M".C,lL e

@ non-biaisé au sens des erreurs :
(xML)e = T
@ “covariance” par rapport aux vrais parametres :
Cur = {(z—2zmL) (z— ﬂSML)T>e

(MT col. M) o

ylz

» amplification du bruit
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Minimum de variance Solution

olution
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Minimum de variance
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Critere et solution
Opérateur d’estimation
Minimum de variance Solution

Critere du minimum de variance

@ critére de sélection :

TMMSE = My = arg min <||:v — 5H2>
xr

(MMSE = minimum mean square error, MV = minimum variance) ;
@ hypotheses :
e x et e sont deux processus aléatoires indépendants de moyennes
et covariances connues :

(x)== et Co={z—%) (z—=7T)
<6> =0 et Ce = Cy|m = <e . eT>
e modeéle linéaire : m(x) =M - ;
e on cherche la solution sous la forme :
z = (x)+S-(y—(¥))
= Z+S - M:-(x—7%)+ €]

ou S est 'opérateur d’estimation linéaire.
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Critere et solution
Opérateur d’estimation
Minimum de variance
lution
nce : Résumé

Dérivation du minimum de variance

@ pénalisation (MSE = mean square error) :
MSE = (|lz—z|°)
= (lz-2) -8 M- (z-%) +e]|*)

@ MSE est quadratique et convexe en S; ; donc le minimum est atteint en
annulant les dérivées partielles de MSE par rapporta S :

OMSE
0S8

en développant :

OMSE
s

=0 & (S-M-1)-C, - M"+S-C.=0
. S-(M-Cw-MT—&-Ce):C:c-MT

-1

& S:Cw~MT-(M-Cw-MT+Ce)

Eric Thiébaut, Christophe Pichon Approche bayesienne



Cntere et solutlon

Minimum de variance

Minimum de Variance : Résumé

OMSE

1 . — T
5 o5 = (S M (@-2)+el-(@-2)} M (z-7)+e]")
= SM-D(z-%) (-2 M +S-(e-e")
(S M-T){(z—-%)eN+S (e-(x—z)") M"
= (SM-I)-C, -M"+S.C.
en effet
(x—z)-€") = (- ()" =0-0"=0
(e-(z-2)") = (-2 ) =0
<(:B—E)-(w—ET> = C,
(e-e") Ce

Eric Thiébaut, Christophe Pichon Approche bayesienne



ition
Opérateur d’estimation
Minimum de variance Solution

ce : Résumé

Opérateur d’estimation du minimum de variance

On cherche la solution sous la forme :
z=z+S-(y—M-x),
ou S est 'opérateur d’estimation. Sous le critére de moindre variance :
Smy = arg msin <||:B — 5||2>

on trouve en utilisant les identités matricielles :

Smy = C,-MT. (M-ng -MT—&—Ce)71
(C;'+MT.c;t-M)-MT.Ct

@ pas d’'autres hypothéses que : (i) modele linéaire, (ii) moyenne et
covariances connues, et (iii) erreurs centrées
» i.e. pas forcément gaussien ;

@ dimensions du systéme d’équations a inverser : soit N x N, soit
Ny XNy ;

© Swv généralise le filtre de Wiener ;
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t solution
O ‘estimation
Minimum de variance Solution

: Résumé

Expressions du minimum de variance

solution au sens du minimum de variance :

’aflx/l\/:f-f—swl\/'(y—M‘f)‘

en utilisant I'expression de Syiv et les identités matricielles :

1

vy = T4+Ce M- (M:-Cp -M"+C.) - (y—M-T)
T+ (Cxt+MT-C;t-M) T -MT-C.t - (y - M- E)
= (Cc;'+MT.c;t-M) T (MT-Cot oy +CL )

cet estimateur est non-biaisé au sens ou :

](:mv) =T = («’B)‘
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Minimum de variance

Covariance totale

(xmv) =T = (x)

donc la covariance totale de xyv est :

Cov(zmy) = ((@mv —Z) - (zmv —Z)")
(Smv-(y—M-Z) - (y—M-x)" - Sypy)
SMV-([M-(m—i)—l—e]-[M~(m—i)—|—e]T>-SgW
= Sw-M-((z-%)-(z-2)") M +(e-€")] Suy
Suv - [M-Cy-MT + C.] - Siv

= Co M- (M-C, M"+C.)"' M- C,

- (C;1+MT~C;1~M)71-MT~C;1~M-Cm
= {1_(0;1+MT~C;1~M)71-C;1}~Cm

- C.-— (c;1 +MT .t -M)A

Eric Thiébaut, Christophe Pichon Approche bayesienne



Minimum de variance Solution
Opérateur de résolution
Minimum de Variance : Résumé

Opérateur de résolution

@ Ce qui nous intéresse c’est de trouver les parameétres « correspondant
aux mesures donc il faut comparer x\v €t x, en moyennant au sens
des erreurs e seulement :

(®Mv)e =Z + Suv - M - (z — T)
soit

(xMmv)e — T = Smv -M:(x—7)

= Rwmv- (J: — E)

’RMVESMV'M‘

est 'opérateur de résolution (Backus & Gilbert, 1968) ;
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Minimum de variance Solution
Opérateur de résolution
Minimum de Variance : Résumé

Opérateur de résolution

nous avons vu que :
(xmv)e =T+ Rmv - (z — )

avec

Ry = Smv-M

Co -MT-(M-C,-MT+C.) "M
(C;'+MT-c;t-M)T-MT.C.t M
I-(C;'+MT.C.;'-M) - Cy!
COV(:EM\/) . C;l

= ((@mv — ) (xmv —@)") - C5*

on remarque que :
@ Ruv # Idonc zuv est biaisé au sens ol (xyvv)e #
Q@ le filtrage par Rarv est responsable d’une atténuation (i.e. Ryv < 1) ;
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Minimum de variance Solution
Opérateur de résolution
Minimum de Variance : Résumé

Covariance

@ erreur par rapport aux vrais parametres :

r—xzMmv = z—ZT—Suv:-(y—M-x)
I-Rmv) (x—T)—Swuv-e

@ ‘“covariance” par rapport aux vrais parametres :

Cuv (€ —zmv) - (2 — zMmv) ")

(
= (I-Rmv) -Cx-(I—Rmv)" +Swmv-Ce - Syy
- (C;1+MT-C;1 -M)_

- Cw—Cz-MT(M-CE~MT+Ce)71~M-Cw

COV(QJM\/) = RMV . Cm
= (I-Rwmv)- Cg

Eric Thiébaut, Christophe Pichon Approche bayesienne



Minimum de variance
rateur de résolution
Minimum de Variance : Résumé

Variance

@ erreur par rapport aux vrais parametres :
w—:ltMvI(I—RM\/)~(12—§)—SM\/-€
@ espérance de la MSE pour la solution v :

e o) = tr({(@—2av) - (@ = 2a)"))
tr (Cwmv)

Eric Thiébaut, Christophe Pichon Approche bayesienne



‘estimation
Minimum de variance Solution
Opérateur de résolution
Minimum de Variance : Résumé

Application a la déconvolution

@ formation d'image :

@ réponse linéaire et invariante par translation (isoplanétisme) ;
@ diagonalisation par transformée de Fourier :

u(w) = [ hw-o)a()del +ew) T g) =) Ew) +e)

m(v)
@ (x)=zT=0cet(e)=0;
@ covariances C. et C, stationnaires
» diagonalisation par T.F.
@ solution (au sens du minimum de variance) :
_ T 1 -1 T -1 —
vy = T+ (Crl+MT-CJN-M ‘M -C. - (y—M-x)
-1 -1 T -1 _
- (c +MT.C; M) MT.cot oy @ = 0)
-1
( "M+ C. - C;l) MT .y (invariance par translation)

Eric Thiébaut, Christophe Pichon Approche bayesienne



Minimum de variance

Opérateur de résolution

Minimum de Variance : Résumé

Application a la déconvolution : filtre de Wiener

@ formation d'image :

y(w) = /h(w —Wz(w)dw +ew) — F) = 71\(1/) z(v) +e(v)

@ (z)=T=0¢et(e)=0;
@ covariances C. et C,, stationnaires ;
@ solution (au sens du minimum de variance) = filtre de Wiener :

—1
va:(MT~M+Ce-C;1) MT .y

F.T. ~
=3 MV (V) = 5

Eric Thiébaut, Christophe Pichon Approche bayesienne



Minimum de variance ution
Opérateur de résolution
imum de E

Filtre de Wiener : Résultats

Christophe Pichon Appro

bayesienne



Minimum de variance Solution
Opérateur de résolution
Minimum de Variance : Résumé

Minimum de Variance : Résumé

Eric Thiébaut, Christophe Pichon Approche bayesienne

erreurs (bruit) et signal indépendants

moyenne et covariance de e et « connues

(e)=0

estimation linéaire (en fait affine), non-biaisée (au sens ol (xm1) = T)
généralise le filtre de Wiener

moindre variance
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Maximum a posteriori
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Approche bayesienne

e, modele linéaire
(ou MV)
Maximum a posteriori
Exemples de problémes inverses

Approche bayesienne : Maximum a posteriori

@ on maximise la probabilité du modéle étant donné les mesures (MAP =
maximum a posteriori) :

xyap = argmaxPr(m(z)|y) = argmax Pr(z | y)
P P
= argmax M (théoréme de Bayes)
= arg min{ —log Pr(y | x) — log Pr(m)}
x
faata(z) fprior (@)

= arg mmin foost(x)
@ frost(x) = fonction pénalisante a posteriori :

fpost(m) = fdata(a:) + fprior(m)

@ faata(x) = terme de vraisemblance (attache aux données)
@ forior(x) = terme de régularisation (a priori)

Eric Thiébaut, Christophe Pichon Approche bayesienne



ssienne, modele linéaire
et MAP (ou MV)
Maximum a posteriori
Exemples de problémes inverses

Approximation gaussienne

@ PDF des mesures :
exp{~ 4 ly - m@)" - CL - ly - m()]}

PDF(ylx) =
wie) @m)N/? |Cypa?

» terme de vraisemblance :
faata(@) = [y —m(@)]" - C,, - [y — m(a)]
@ PDF a priori :

exp{—2(x—-=)"-C;' - (x—7)}

PDF =
(z) (2m)Ne /2 |Cw‘%

» terme de régularisation :

Jorior () = (x _E)T : C;1 (x—=)

Eric Thiébaut, Christophe Pichon Approche bayesienne



ssienne, modele linéaire
AAP (ou MV)
Maximum a posteriori

Exemples de problémes inverses

Approximation gaussienne, modéle linéaire

@ terme de vraisemblance (modéle linéaire) :

faata(®) = (y —M-2)" - C |

ylz

(y—M-x)
@ fonction de pénalisation :
foost(®) = faata(®) + forior(x)
y-M-2)" CL-(y-Ma) (@2 C' (&2
» gradient :
Lpgz(m) =2M".C,, - (M-z—-y)+2C;" (z - @)

» solution MAP :

TMAP = argming fpost(x)
(C;'+MT.C,L M) (MT.C, | y+Cot )

ylz

Eric Thiébaut, Christophe Pichon Approche bayesienne



ssienne, modele linéaire
AAP (ou MV)
Maximum a posteriori

Exemples de problémes inverses

Approximation gaussienne, modéle linéaire

Solution MAP

arg max Pr(z|y)

TMAP

= (C;'+M"-C M) - (MT-C, Ly +Ct )

ylz
= 7+ (C'+M"-C,, M) -M"-C,, (y-M- 7)
= T+Ce- M"(M-Co - M" +Cypa) - (y—M -7
= xTmv (rappel : Ce = Cy|z)

_ . =2
= argmin(|lz - 7|°)

» les propriétés de MV s’appliquent a MAP
@ mais aussi : probabilités, espérances de # quantités, ...

Eric Thiébaut, Christophe Pichon Approche bayesienne



imation gaussienne, modéle linéaire
L et MAP (ou MV)

Maximum a posteriori égularisatio

Exemples de problémes inverses

Marginalisation

Probabilité des observables
PDF(y) = /PDF(y|m) PDF(z) dx

ap{-3(w-9)"C' (w-9)f
@m)N/2 |Cy |2

avec .

Q
<
Il
Q
=
8
4+
=
Q
)
=
)—]

Eric Thiébaut, Christophe Pichon Approche bayesienne



Approxlmatlon gaussienne, modéle linéaire
on ML et MAP (ou MV)
Maximum a posteriori E tions
Exemples de problémes inverses

Probabilités

Probabilité a posteriori des parametres

PDF(y|z) PDF(z)
[ PDF(y | z’) PDF(z’) dz’

ep {1 (@ - 2urr®) " O, - (@~ 2var(®)) }
(2m)N=/2 |Capy |2

PDF(z | y)

avec covariance a posteriori :

Cz\y = (C_l +M Cy\m : )71
Cy

IA

Eric Thiébaut, Christophe Pichon Approche bayesienne



ssienne, modele linéaire
et MAP (ou MV)

Maximum a posteriori

Exemples de problémes inverses

Contréle par la régularisation du nombre de parametres indépendants

Nombre de parameétres résolus par les données

@ espérance des termes de log-probabilité :

(forior(@nap)) = tr(M-Cy-M"-CyY)
= tr(M SMAP)—tI‘(SMAp-M)
= tr(RMAP)

(faata(®xmar)) = tr(Cyjp-C )

Ny — tr(RMAP)

(faata(@mar)) + (forior (TMap))
= Ny

(foost(TmaP))

@ le nombre de paramétres résolus par les données est la trace de
I'opérateur de résolution :

’NEDF = (fprior(zmar)) = tr(Rmap) ‘

Eric Thiébaut, Christophe Pichon Approche bayesienne



Approxir gaussienne, modeéle linéaire
Comparaison ML et MAP (ou MV)
Maximum a posteriori Régularisations

Exemples de problémes inverses

Résolution et propagation des erreurs

@ solution l/inéaire :

T = z+S-(y—M-x)
= Zz+R-(z—Z)+S e
» résoluton: R=S-M;
» filtrage des erreurs (bruit) par S ;
» propagation des erreurs dans la solution :
(®)e = ZT+R-(x—7)
E ¥ (S-e (S-efNe=8S-C.-ST

Eric Thiébaut, Christophe Pichon Approche bayesienne



enne, modele linéaire

Maximum a posteriori

Comparaison ML et MAP (ou MV)

Observables
y = M-z+e
ML = SwuL-y
xymap = Z+Swar:(y—M-T)
Opérateur d’estimation
T -1 -1 T -1
Su. = (M -C,,-M)" -M -C,,
= M! (si M inversible)
Smap = Co M (M-Co-M" +Cyp)”
= (C;'+M' LM M C,

Eric Thiébaut, Christophe Pichon Approche bayesienne



enne, modele linéaire

Maximum a posteriori

Comparaison ML et MAP (ou MV)

Résolution

Rvi = 1
RMAP = Ifcm|y '071
Coy = (Co'+MT-C L M)~
Propagation des erreurs
EML = ( Cy|m . )71
Evar = Eup- (Ci'-Eumw+1) -
= (Emw 'C;1+I)_2 - Emr
< Em

Eric Thiébaut, Christophe Pichon Approche bayesienne



linéaire

Maximum a posteriori Régularisations
Exemples de problémes inverses

Régularisations quadratiques

@ régularisation de Tikhonov (x> 0) :
Jorior (@) = |l2]|* = pa” -z

@ contrainte de lissage :

fprior /«LZ Z+1J +HZ Z]+1 71’(1])]

@ corrélation ~ a priori Gaussien (Tarantola-Valette) :

fprior(a:) = (1: - p)T . COV($)71 . (CC — p)

@ régularisation de Tikhonov généralisée :
foriox(@) = |D -z —pllg =(D-z-p)" - Q- (D-z - p)

= solution analytique si linéaire ;

Eric Thiébaut, Christophe Pichon Approche bayesienne



Maximum a posteriori Régularisations
Exemples de problémes inverses

Régularisations non-quadratiques

@ maximum d’entropie (avec a priori p):

forior(|p) = 1 Z[ — T T 10g(1’z’/m)]

@ lissage avec norme 41 — {5:

fprior(x) = K ZNI_Q(:EH—I B ml)
— 2 — =~ :
Nio(Az) = [|Ag;/s| log(l+|Am/€|)] |Aa|<e Az
~ 2¢ |Ax]
|[Az|>e

= pas de solution analytique (en général)

Eric Thiébaut, Christophe Pichon Approche bayesienne



Approche bayesienne

Approximation gaussienne, modéle linéaire

Comparaison ML et MAP (ou MV)
Maximum a posteriori Régularisations

Exemples de problémes inverses

Résultats en déconvolution

constrained maximum likelihood

unconstrained MAP: constrained MAP constrained MAP constrained MAP
e !

= [Gev)4 e (1= pacv/10) o i (1t = pecv) | ’ (1 ="10pGcy)
S

Eric Thiébaut, Christophe Pichon Approche bayesienne

constrained MAP Ly-Lo

(i=picen))




Approche bayesienne

Approximation gaussienne, modéle linéaire

Comparaison ML et MAP (ou MV)
Maximum a posteriori Régularisations

Exemples de problémes inverses

Image HST de Saturne

image brute régul. quadratique

Eric Thiébaut, Christophe Pichon Approche bayesienne



Maximum a posteriori

Exemples de problémes inverses

Fonction de distribution, disque minces

Observable Distribution Function Orbit Distributions
MEM with
uniform prior
3 MEM with £
=3 uniform priol Ind
H 3
5 S MEM with quadratic
5 e smooth prior smoothness
3 2
Z ]
MEM with quadratic
smooth prior smoothnes:
] 0.0 01 0.2 0.0 01 02
radial distance eccentricity
données : Fy(R,ve) parametres : f(e, Rvg)

modeéle : Fy(R,vs) = V2 / 1, R%)

2Ly VEH V)

(Pichon & Thiébaut, 1998)

Christophe Pichon Approche bayesienne



modele linéaire
ou MV)

Maximum a posteriori

Exemples de problémes inverses

rométrie optique

@ mesures = spectre de puissance et clétures de phases Ji‘/d?f/?c

(modele non linéaire) .
. . Mutlti-aperture Image
@ peu de mesures et couverture du plan (u,v) inhomogéne  Raconstruction

@ déficit de mesures de phase de Fourier Algorithm

PMS microjet (simulation) snr=50/ p=10°

1.32-02 440-03

8.9e-03 3.0e-03

milliarcseconds
milliarcseconds

4.80-03 1.7e-03

8.10-04 280-04

milliarcseconds spatial frequency (cycles/arcsec) milliarcseconds

objet couverture (u, v) reconstruction

Eric Thiébaut, Christophe Pichon Approche bayesienne



Maximum a posteriori

Exemples de problémes inverses

Darwin : interférométrie a frange noire

A\ T) :/R(w,)\,t) F(w,\t)dw

F(w,\t) R(w, A\, t)
Observed Scene (logarithmic scale) Transmisson Map
(GAC1/GAC2, R=15m, 2=10.3 um)

milliarcseconds
o

0
milliarcseconds milliarcseconds

Christophe Pichon

bayesienne



Maximum a posteriori

Exemples de problémes inverses

Darwin : détection et caractérisation des planétes

@ détection a partir des “cartes” de vraisemblance a posteriori :

Detection of 15! Planet Detection of 2 Planet

Detection of 39 Planet

r3.1e-06

1.6e-06

0.0e+00

milliarcseconds
milliarcseconds

milliarcseconds

-3.4e-06 -1.6e-06

200
-3.1e-06
o 0
milliarcseconds milliarcseconds milliarcseconds
@ distribution spectrale d’énergie estimeée :
Spectrum for 15! Planet Spectrum for 2" Planet Spectrum for 3 Planet
105 E 4
6.+ E 1074 E
— true spectrum \ " E . .
= SNR=0.03 = SNR-03 = SNR=03
5.4 SNR=0.3 r SNR=1 3 4 SNR =1
1084 E 108 I3
5 10 15 5 10 15 5 10 15
wavelength (um) wavelength (um) wavelength (um)

@ collaboration avec Laurent Mugnier (ONERA)

Eric Thiéb:

Christophe Pichon Approcl




Maximum a posteriori

Déconvolution aveugle

blind deconvolution

Eric Thiéb:

Christophe Pichon Approche bayesienne



le linéaire

Maximum a posteriori

Exemples de problémes inverses

Déconvolution aveugle appliquée en biologie

Image de chromosomes par microscopie confocale. Source : Jean-Claude
Bernengo (Centre Commun de Quantimétrie, Université Claude Bernard,
Lyon, France). Reconstruction par logiciel MAAD.

Eric Thiébaut, Christophe Pichon Approche bayesienne



Approche bayesienne

Approximation gaussienne, modéle linéaire

Comparaison ML et MAP (ou MV)
Maximum a posteriori Régularisations

Exemples de problémes inverses

Déconvolution aveugle appliquée en biologie

Image de chromosomes par microscopie confocale. Source : Jean-Claude
Bernengo (Centre Commun de Quantimétrie, Université Claude Bernard,
Lyon, France). Reconstruction par logiciel MAAD.

Eric Thiébaut, Christophe Pichon Approche bayesienne



Maximum a posteriori

Exemples de problémes inverses

Déconvolution aveugle appliquée en médecine

Vidéo coronarographique obtenue a I'hépital de la Croix-Rousse (Lyon).
Traitement : Ferréol Soulez.

Eric Thiébaut, Christophe Pichon Approche bayesienne



Maximum a posteriori

Exemples de problémes inverses

Déconvolution aveugle appliquée en médecine

Vidéo coronarographique obtenue a I'hépital de la Croix-Rousse (Lyon).
Traitement : Ferréol Soulez.

Eric Thiébaut, Christophe Pichon Approche bayesienne
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Annexes

Annexe : Dérivées par rapport a une matrice

définition :
66 — 88 mXn
<8A>m = DA, avec c€R et AeR
par exemple :
oA = —b|’ O (e Arewe— i)
0A o A,
= 2 (ZA'L’[ Ty — b1> €
14
dou :
OlA -z bl

=2(A-z—b) 2"

0A

Eric Thiébaut, Christophe Pichon Approche bayesienne



Dérivées par rapport & une matrice
Formules de Shermar of
=

Propagation des erreu

Annexes

Annexe : Dérivées par rapport a une matrice

A -z—bT - W-(A-xz—-b)
8141'7]'

_ 3Zk,e (Zm Akym Tm — bk) Wi,e (Zn Apn Tn — be)

= ij Wi.e (Z App Tp — bl) + Z (Z Akym Tm — bk) Whi,i x;
£ n k m

d’ou :

I(A-x — b W-(A-x—b)
0A

= (W + WT) (Az—b)-z"

Eric Thiébaut, Christophe Pichon Approche bayesienne



Dérivées par rapport a une matrice
Formules de Sherman-Morrison-Woodbury
= emblance

Propagation des erreu

Annexes

Annexe : Formules de Sherman-Morrison-Woodbury

@ pour des matrices A € R™*™ et B € R"*" inversibles :

(A n C-B-CT)A —Al - A’l-O(CT-A’l-C n B’1>71 CcTA?

ouCeR™"™;
@ si A et B sont positives définies, alors :

BACT~(A+C~B~CT)_1:(CT-A’l-C+B’1)_1-CT~A’1

Eric Thiébaut, Christophe Pichon Approche bayesienne



Espérance de la log-vraisemblance

Propagation des S
Annexes pagation C

Annexe : Espérance de la log-vraisemblance

facile a démontrer :

tr(W-v-uT)zuT~W~v

d’ou il vient :

(ly =m@)]" W[y —m(@)]) = tr(W-(ly - m()] - [y -~ m(z)]"))

Eric Thiébaut, Christophe Pichon Approche bayesienne



Annexes

Annexe : Propagation des erreurs

Evi = ((Smp-e)-(Smw-e)")e = Suw - Ce - Siy

C.'+ T-Cgl-M)A

(Smap - €) - (Smar - €)")e = Smar - Ce - Syiap
1

def
Evap =

(
= (Ci'+Ey)  -EupL-(Ci'+Ey.)”

or:
(Cz'+ E&i)_l = Eu.-(C;' Ewmw+ I)_l
= (EmL-C.' + 1)71 Vs
dou :
Evar = Eun- (C;' Eumw+ 1)72
= (Ewmw- Coh + I)_2 -EmL
donc :

Enar < Emp
Eric Thiébaut, Christophe Pichon Approche bayesienne
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