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PROBLEME 1 : Bille se déplacant sur un plateau en rotation

Considérons une bille de masse m sur un plateau en rotation a la vitesse angulaire constante
wq autour de son axe perpendiculaire {Oz} (voir schéma). On suppose que bille va se déplacer
sans glisser sur le plateau sous 'action des forces d’inertie. La force de pesanteur ne sera pas
prise en compte dans la mesure o1 elle est exactement compensée par la réaction du support.
On néglige les autres forces de frottement.
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Vous travaillerez dans le référentiel mobile attaché au plateau. Les coordonnées de la bille
seront repérées a U'instant ¢ par {z(t),y(t),0}.
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Calculer les forces d’inertie agissant sur la bille.
Ecrire I’équation fondamentale de la dynamique.
Montrer que les équations différentielles obtenues a la question précédente peuvent s’écrire
sous la forme :

il + 2iwott — wiu = 0 (1)
ou u(t) = x(t) + iy(t) est une variable complexe.

Donner la solution de ’équation différentielle (1) pour les conditions initiales suivantes :
u(0) = 29 > 0 et 4(0) = 0 (la bille part de la position zo€, a vitesse nulle).
En déduire les solutions z(t) et y(t) associées.

. A partir des solutions obtenues a la question 5, calculer la distance d(t) de la bille par

rapport au centre de rotation O :

d(t) = Vx*(t) + y*(1)
Comment se comporte d(t) lorsque ¢t — oo ?
Donner la solution de ’équation différentielle (1) pour les conditions initiales suivantes :
u(0) = 0 et u(0) = vy > 0 (la bille part de la position d’origine & une vitesse égale a vgéj).
En déduire les solutions z(t) et y(t) associées. Comment nomme-t-on cette trajectoire ?
A partir des solutions obtenues a la question 8, calculer la distance D(¢) de la bille par
rapport au centre de rotation O :

D(t) = Va2(t) + y*(1)
Comment se comporte D(t) lorsque ¢ — 0o ?
Tracer sur un méme graphique, I’évolution temporelle de d(t) et D(t) et commenter.

A quelle condition, ces deux courbes peuvent-elles se croiser ?
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PROBLEME 2 : Cone libre en rotation

Soit un céone homogéne de masse M, de hauteur h dont la base est un cercle de rayon a.

. Calculer le volume du cone a partir de I'expression :

27 G
/ av = / dz / a9 /
ou {r, 6, 2z} sont les coordonnées cylindriques reliés aux coordonnées cartésiennes {z,y, z}

par les relations : x = rcosf et y = rsinf.

. On désigne pas C le centre de masse. Calculer le barycentre B = (ﬁ a partir de sa

définition :
B 1/hd /%dﬁ/%*d
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et montrer qu’il est égal a (3h/4)é,.
. Calculer le tenseur d’inertie I du cone, par rapport a 'origine du référentiel O. Montrer
qu’il est diagonal et que ses moments principaux d’inertie sont

3M 3M
Ixm = Iyy 5 < 4 + h2> et Izz = ﬁ(lQ

Aide pour le calcul des intégrales :
2w 2w 2w
/ sin?0df = 7 / cos?0df = / sin 6 cos fdf = 0
0 0 0

. Calculer les éléments du tenseur d’inertie .J du cone, par rapport a son centre de masse
C. a laide des régles de correspondance suivantes :

Ji = Ii— M(R*— R?)
Ji;ﬁj == IZJ-FMRlRJ

on R = ||ﬁ|\ est la norme du barycentre et R; sont ses composantes (i = z, y ou z).

Questions bonus :

. Partant de la relation dL /dt = L X Q s’appliquant dans le cas d’un sohde libre en

rotation, démontrer que les composantes de la vitesse angulaire de rotation Q vérifient
les équations différentielles suivantes :

Jnyy — (o — )22, =0
JzzQz - (sz - Jyu)Qny = 0

. Comment nomme-t-on ces équations ?

. Résoudre ces eguamons dans le cas d’un cdne libre en rotation et déterminer 1’évolution
temporelle de €2 (¢).



