Résolution d’équations différentielles du second
ordre

1 Solution d’équations homogenes

Les équations homogenes sont des équations dont le second membre est nul.
On peut donc les écrire en toute généralité :

ai + b +cr =0, ot r = r(t). (1)

La solution de ce type d’équation est r(t) oc e, ot o indique une propor-
tionalité. Injectons ce type de solution dans (1) :

aw?e“t + bwevt + ce*t =0

= aw? +bw + ¢ = 0.

Donc pour que 7(t) o< e“* soit solution de (1), il faut que w soit solution de
I’équation caratéristique :

‘aw2+bw—|—c:0‘. (2)

Supposons maintenant que nous avons wi, une solution de (2). La forme la
plus générale de la solution que nous recherchons est donc :

r(t) = f(t)e“rt.
Ainsi : )
i) = (F&) +wrf@) e,

et

i) = () + 200 /(1) + w21 (1)) e,
On obtient donc que r(t) = f(t)e“! est solution de (1) si et seulement si :
[0 (F0) + 200f(8) + w270)) +b (f0) + wrf () +cf@®)] e =0

= af(t)+(2aw1+b)f(t)+(aw%—&—bwl—i-c)f(t)zo
= af(t) + (2awy + b) f(t) = 0.

On peut donc distinguer deux cas :



1. 2aw; +b=0

Dans ce cas, cela signifie que w; = —%, donc wy est une racine double de
(2), que nous noterons w. On a alors & résoudre :

af(t) = 0= f(t) = At + B,

ou A et B sont des constantes a déterminer. Ainsi, la solution de I’équation
(1) est :

(1) = (At + B)et|

2. 2aw1 +b#0

Dans ce cas, il nous faut résoudre :

. . ; 2w + b
af(t) + (2awi +) f(t) = 0= f(t) = === (v).
On obtient donc :
. 2awq+b
fity=Ce a1
d’ou :
-C 2awi+b,

On pose pour la suite :

A= 2awi+b "

a

On peut maintenant injecter cette solution pour f(¢) dans r(t) = f(¢)e“**
et on obtient :

r(t) (Ae*wlt + D) et

awy +b

= Ae @ !4 Devt!

X

‘r(t) = Ae“?" + De“t?

ollwg = —“"’#H’ est la deuxieéme solution de I’équation caractéristique (2).
Dans le cas particulier ou wy et wo sont des racines complexes conjuguées,
c’est & dire que le discriminant de ’équation caractéristique (2) est négatif,

il est possible de noter :
wp =a+1i0, wo = a — i, a, B €R.

On obtient donc :

‘ r(t) = e* (Acos(Bt) + Bsin(ft)) ‘

Dans tous les cas, les constantes A et B sont des constantes & déterminer en
fonction des conditions initiales données.



2 Solution d’équations inhomogeénes

Les équations inhomogenes sont des équations dont le second membre n’est
pas nul. On peut donc les écrire en toute généralité :

af(t) + br(t) + cr(t) = g(¢). (3)

Pour résoudre ce type d’équation différentielle, il faut d’abord trouver la solution
de I’équation homogene correspondante :

ai(t) + br(t) + er(t) =0,

puis trouver une solution particuliere qui est le méme type de fonction que g(t).
La solution générale est alors la somme de la solution de I’équation homogene
avec la solution particuliere. Les cas les plus pertinents sont alors :

1. g(t) = C, une constante,

2. g(t) = C’cos(wt)

3. g(t) = , ot Pk(t) désigne un polynéme d’ordre k en t¢.
L g(t) =

On cherche donc une solution particuliere r,(t) = A. On injecte ce type
de solution dans 1’équation a résoudre, on obtient donc :

cA:CéA:rp(t):%.

2. g(t) = C cos(wt)
On cherche donc une solution particuliere rp,(t) = Acos(wt) + Bsin(wt).
11 suffit alors d’injecter cette solution particuliére dans (3) et d’identifier
les coefficients de cos(wt) et de sin(wt) séparément.

3. g(t) = P*(t)
On cherche alors une solution particuliere r,,(¢) sous la forme d’un autre
polynéme d’ordre k en ¢ et il faut alors identifier séparément les coefficients
des différentes puissances de t.

Dans tous les cas, si on écrit ro(t) la solution de I’équation homogene, la
solution générale de (3) est donc :

() = ro(t) + 1(8) |




