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1 Introduction

Ces notes de cours constituent une introduction au sujet suivant :
Mécanique € Quantification géométriques

dont le fil d’Ariane est la notion de groupe de symétries des systemes classiques et
quantiques.

Les systemes élémentaires classiques [5] sont interprétés, en termes géométriques,
comme espaces homogenes symplectiques de groupes de symétries de I’espace-temps (ou
d’espaces fibrés au dessus de 'espace-temps et associés a une théorie de jauge donnée).
Les systemes élémentaires quantiques (particules élémentaires) sont, quant a eux, tou-
jours associés a de tels groupes de symétries, mais ils le sont via leurs représentations
unitaires irréductibles [6].

La premieres formalisation de la correspondance classique-quantique évoquée ci-
dessus [2] est la Méthode des orbites ; cette derniere a joué un role majeur en théorie des
représentations des groupes de Lie et a ouvert la voie a la Quantification géométrique
qui en constitue la généralisation naturelle [3, 5].

Le programme développé dans ce cours a pour but de décrire les espaces homogenes
symplectiques (orbites coadjointes) des groupes de Lie et leur interprétation en tant que
systemes élémentaires classiques en s’appuyant sur quelques exemples emblématiques
(particules galiléennes sans spin, particules relativistes massives a spin, photons, etc.)
Il ambitionne de montrer également, sur quelques exemples importants qui émaillent le
propos, comment les axiomes de la préquantification et de la quantification géométrique
conduisent de maniere intrinseque aux équations d’onde de la mécanique quantique et
aux représentations unitaires irréductibles des groupes de symétries considérés.

Le cours est organisé comme suit.

Le chapitre 2 traite de la formulation présymplectique de la mécanique des systemes,

et fait jouer un role majeur a 'espace d’évolution (hébergeant la dynamique des
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systemes) au dessus de l'espace des mouvements. Certains rappels utiles de géométrie
différentielle sont proposés au fil de la section.

Le chapitre 3 aborde systématiquement la notion de groupe de symétries et celle,
fondamentale, d’application moment d’un groupe de (pré-)symplectomorphismes, qui
conduit a la formulation moderne du théoreme de Noether. La construction des orbites
coadjointes et de leur structure symplectique canonique (Kirillov-Kostant-Souriau) est
présentée de maniere détaillée, propre a décrire les exemples des espaces homogenes
symplectiques des groupes d’Euclide, Galilée, Heisenberg et Poincaré.

Dans le chapitre 4, on rappelle les axiomes devant, selon Dirac, gouverner toute
procédure de quantification (probleme de Dirac). Bien que tres rigides, ces principes
admettent, nous le verrons, une solution connue sous le nom de préquantification [3, 5].
Cette derniere ne permettant pas de conduire, méme dans le cas élémentaire du groupe
de Heisenberg, a la représentation de Schrodinger, une notion supplémentaire s’impose,
a savoir la notion de polarisation d’une variété symplectique dont le role essentiel est
de garantir l'irréductibilité des représentations (unitaires) des groupes de symétries
considérés. La préquantification des variétés symplectiques polarisées constitue ainsi
la Quantification géométrique, 'objet principal de ce chapitre. Cette derniere permet
ainsi de retrouver, outre la représentation de Schrodinger, la représentation de spin
associée aux orbites coadjointes entieres du groupe de spin; ce chapitre s’acheve sur
deux exemples supplémentaires traités en grands détails : (i) la formation de I’équation
d’onde de Schrodinger et la représentation du groupe de Bargmann associée, ainsi que
(ii) la quantification géométrique de I'hamiltonien de 'oscillateur harmonique isotrope

via 'utilisation de demi-formes.



2 Formulation présymplectique de la mécanique
2.1 Espace d’évolution, espace des mouvements

Les lois de la dynamique admettent, nous le savons, nombre de formulations
différentes (newtonienne, lagrangienne, hamiltonienne, etc.) Nous choisissons d’intro-
duire, sur quelques exemples élémentaires, un nouveau formalisme de la mécanique des

systemes : le formalisme présymplectique.
2.1.1 Equations de Newton

Les équations de Newton sur l'espace des phases T*R3(= TR3),! décrit par les
couples position-vitesse (r,v), sont données, dans le cas d’'une particule de masse m

soumise a une force F, par

dV_F dr_
dt

— = v
dt m

Attention ! subjectivité de 'espace des phases T*R3 (car le choix d’un référentiel est
implicite). La considération de I'espace-temps £ = R? x R, fibré sur I’axe temporel R,

décrit par la variable t, ouvre la voie a une formulation intrinseque de la mécanique.

2.1.2 Chasse aux dénominateurs

Soit V' = R x TR3 I'espace des triplets y = (¢,r,v). Remarquons que V = J&.

Les équations de Newton s’écrivent
mov — Fét =0 & or —vit=0 (2.1)

avec 6t € R, ot la force est (t,r,v) — F.
Le champ de directions F : y — dy est le feuilletage 1-dimensionnel conduisant aux

équations du mouvement (paramétrage non fixé). On appelle V' espace d’évolution.

1. On utilise le produit scalaire euclidien canonique (-,-) de R3.



L’espace des feuilles? M = V/F est 'espace des mouvements. Se référer a [5)].

2.2 Structure présymplectique

2.2.1 Définition

Soient dy, 0"y € T,V deux “variations” de la condition initiale y € V'; posons
a(dy,d'y) = (mov — Fot,d'r — vi't) — (md'v — Fd't, r — vot) (2.2)

pour définir une 2-forme, o, de 'espace d’évolution V.

N .B. La 2-forme o de V se lit aussi

3
o= (mdv; — Fdt) A (da’ — v'dt)

i=1
e Si 0y € F, (feuilletage (2.1)) alors

a(dy,d'y) =0 Vo'y € T,V

Donc F C kero. En fait (exercice!)

F =kero (2.3)

est le feuilletage donnant les équations du mouvement.
e La 2-forme o est de rang 6 (constant).
e La force F est une composante de o.;Quelle propriété de F impliquerait la

condition supplémentaire

do =0 (2.4)

Théoréme 2.1. La 2-forme o est fermée < rotF =0 & OF /0v = 0.

Démonstration. Exercice! OJ

2. On appelle, ici, feuille du feuilletage y — F, C T,V toute courbe de V dont I'espace tangent
en chacun de ses points, y, est F,.



Soit V une variété différentiable.

Définition 2.2. On dit que (V,0) est une variété présymplectique ssi o € Q*(V) est
fermée et de rang constant.® Le feuilletage (2.3) est le feuilletage caractéristique

de o.
N .B. La mécanique présymplectique traite de systémes conservatifs.

2.2.2 Exemples

1. Particule libre non relativiste sans spin : F = 0.
2. Oscillateur harmonique (isotrope) avec F = —mQ?r.

3. Particule en chute libre dans le champ newtonien F = —GMmr/||r|]3.

2.3 Espace des mouvements

Théoréme 2.3. L’espace des mouvements*
M =V/kero

hérite d’une 2-forme symplectique w : la projection w: V — M est différentiable et®

o=7"w (2.5)

On dit aussi que (M, w) est 'espace des états classiques du systeme. (Illustration

sur des exemples ; preuve plus bas.)

3. Formulation équivalente : (V, o) présymplectique <= do = 0 et dim(ker o) = const. Vy € V.
Dans le cas ker o = {0}, la variété (V, o) est dite symplectique.

4. C’est I’ensemble des feuilles de F = ker o, que 'on supposera muni d’une structure de variété
différentiable.

5. Clest-a-dire o(dy, d'y) = w(dz,0’z) si = w(y). On dit que o est 'image réciproque (ou
encore “pull-back”) de w par 'application différentiable .



2.3.1 Exemples

e Particule libre. Les solutions de (2.1) sont : mv(t) = p = const. et r(t) = vi+q
avec q = const., d’'ott 0 = mduv; A (dz' — v'dt) = d(mwv;) A d(z* — v't). Donc 0 = m*w

avec 7(t,r,v) = (p,q), c’est-a-dire w = dp; A dq’, ou encore
w=dp Adq (2.6)

ou

p=mv & q=r—vt (2.7)
Remarque 2.4. On note aussi p = (p, - ) le produit scalaire par le vecteur p € R3.

e Oscillateur harmonique isotrope. Solutions des équations du mouvement :

r(t) = AcosQt+ BsinQt,
v(t) = Q(—AsinQt + BcosQt)

avec A, B € R3. Ici, Q > 0 représente la pulsation propre de l'oscillateur harmonique.

Variation des constantes :

dr = dAcosQt + dBsin Qt + vdt,
dv = Q(—dAsinQt + dB cosQt) — QPrdt

Alors

o = m(dv+Q*Fvdt) A (dr — vdt)
= mQ(—dA sin Qt + dB cos Qt) A (dA cos Ot + dB sin Qt)
= —mQdA AdB

On trouve o = m*w avec

w=-mNdA A dB



L’espace des états classiques de 1’OH isotrope est (R®,w) décrit par z = (A, B) ol

\%
= Qt — —sinQt
I COS q Sin

B = rsith—i—%coth

Remarque 2.5. Posons Z = A — iB € C?; I'espace des mouvements est (C?, w) avec

la 2-forme symplectique ©

W= mz—?dz/\ dZ (2.8)

L’hamiltonien h = $m(||v||? + Q?||r||*) passe & 'espace des mouvements selon
L 2172

e Etats stationnaires de ’OH isotrope en dimension n. Considérons la sous-
variété plongée Vi = {Z € C"|H = E} : mouvements a énergie fixée £ = const. > 0.

La 2-forme induite sur Vg =2 S?»~1 C C" est

E — Z
7

Feuilletage caractéristique de og : on a 0U € kerog ssi 60U = iA\U avec A\ € R. Posant

A = 66, on trouve U(f) = ?U(0) ; I'espace des feuilles
ME = VE/keI‘O'E = CPn_l
est décrit par les projecteurs hermitiens de rang un : P = UU. On prouve la

Proposition 2.6. La variété Mg des états stationnaires classiques d’énergic E

posseéde une forme symplectique

E
wp = - Tr(PdP N dP)

telle que o = T*wWE.

6. Bien siir, Z = A + B (adjoint, i.e transposé & conjugué complexe, de Z € C") et |Z|? := ZZ.
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Démonstration. On note, alternativement, wg(6P,§'P) = E/(iQ)Tr(P[0P, ' P]) et on
vérifie que wg est bien une 2-forme réelle de Mg ; on montre directement que wg
a pour image réciproque o (cf. (2.10)) par I'application 7 : U + P = UU, i.e.
wg(0P,0'P) = og(dU,d'U). O

e Variété des rayons lumineux. Une droite euclidienne orientée est (non unique-
ment) définie par un point r € R3 et une direction u € R? (avec ||[u]| = 1); on note

V =R3 x S? I'espace des droites muni de la 1-forme
B = k(u,dr) (2.11)

avec k = const. > 0 (couleur).

Feuilletage caractéristique de o = df8 : on a é(r,u) € kero ssi or = Au & du =0
VA € R. En intégrant via l'abscisse curviligne, A = ds, on trouve r(s) = ro + su &
u(s) = ug avec, e.g. ro L ug.

L’espace des mouvements (ou variété des rayons lumineux)
M =V/kero = TS?
décrit par
ro=(1—uu)r & u=1u
hérite donc de la forme symplectique w = da ou

a = —k(rg, dug)

e Equations de Fermat Les lois de I'optique géométrique en milieu inhomogene
et isotrope se formulent via la prescription de Fermat-Cartan consistant a remplacer

la 1-forme 3 (donnée en (2.11)) par’

~

B=n-8 (2.12)

olt n € C°°(R3,R>Y) représente I'indice de réfraction du milieu diélectrique.

7. Abus de notation.
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2.4 Invariants intégraux

Ce sous-chapitre propose quelques compléments de géométrie différentielle : dérivée

extérieure, dérivée de Lie des k-formes d'une variété M. Voir [4].

2.4.1 Dérivée extérieure

La définition générale de la dérivée extérieure® des formes différentielles se
spécialise :

0) Pour tout f € Q°(M) on a

1) Siae Q' (M) on a
do(X,Y) = X(a(Y)) = Y(a(X)) — o([X,Y]) (2.13)
2) Siw e Q?(M) on a

dw(X,Y,Z) = +XwY,2)+Y(w(Z, X))+ Z(w(X,Y))
—w([X,Y],Z2) —w(lY,Z],X) —w([Z,X],Y)
Vérification pour les premiers degrés :

0) Pour f € Q°%M), on a df = 0;fdx" et df(X) = 0;f X' = X(f) (on a posé
d; = 0/9z" pour tout ¢ = 1,...,dim(M)).

8. Rappelons la formule générale pour la dérivée extérieure dw d’une k-forme w sur une variété
différentiable M, a savoir :

k
dw(Xo, X1, Xi) = > _ (=1)"Xa(w(Xo, X1, .., Xa, .., X))
a=0

+ 3 () w([Xa, Xy), Xoy -, Xay o Xy X5
0<a<b<k

pour tous Xg, X1,..., X € Vect(M)
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1) Pour a = ayda? € QYM), on a da = d;ajdx’ A da? ; il vient ainsi da(X) =
(Dir; — i) X'da? et donc

do(X,Y) = (dia; — 0;0;) XYY
= X'0i(a;Y") — a; X'0,YT — (X < Y)
= X'0i(a;Y") = Y'0;(a; X") — aj( X' QY7 — Y9, X7)
= X(aY)) =Y(a(X)) — o([X,Y])
ou
0

_(Yiavi _vig yviy Y
XY] = (XY - Y'9,X7) o

est le crochet de Lie? des deux champs de vecteurs X et Y.

Un résultat tres important est fourni par le

Lemme 2.7 (Poincaré). (i) Toute forme exacte est fermée : d(da) = 0. (i) Si w est
une forme fermée, dw = 0, alors w = da localement : tout point posséde un voisinage

ouvert dans lequel w est exacte.'°

2.4.2 Image directe & image réciproque

Soient M et N deux variétés différentiables. On définit I'image directe ¢, X de
X € Vect(M) par ¢ € C>*°(M, N) par

(0. X)(p(2)) = Dp(2) X (2) (2.14)

Remarque 2.8. L’'image directe ¢, X n’est pas, en général, un champ de vecteurs

de N. C’est cependant le cas si ¢ : M — N est un difféomorphisme.

Si f: N — R est une fonction différentiable de N, son image réciproque par une

application différentiable ¢ : M — N est la fonction (différentiable) p*f = fop de M.

9. On rappelle que [X,Y]f = XY f — Y X f pour toute fonction f € C*°(M).
10. Pour certaines variétés toute k-forme fermée est exacte : leur k-eéme espace de “cohomologie de
de Rham” est trivial, H*(M,R) = {0}. Mais dans le cas du cercle, par exemple, H!(S! R) = R.
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Exercice 2.9. Si X est un champ de vecteurs de M, montrer que son image directe

par un difféomorphisme o : M — N est le champ de vecteurs de N suivant

(0 X) : f = (7)1 (X (")) (2.15)

Définition 2.10. Soit w € QF(N) une k-forme de N ; son image réciproque par
p € C°(M,N) est la k-forme p*w de M définie par

(P'w)(X1,. .., Xk) = ¢" (W(PaX1, .., X)) (2.16)
pour tous Xy, ..., Xy € Vect(M).

Remarque 2.11. La formule (2.16) s’étend naturellement au cas ou w est une ¢-forme

et k < /.

2.4.3 Dérivée de Lie

La dérivée de Lie d’un champ de tenseurs selon un champ de vecteur donne la

vitesse de déformation de ce tenseur sous le flot de ce champ de vecteurs. Par exemple :

Définition 2.12. La dérivée de Lie de w € QF(M) selon X € Vect(M), générateur du
flot @, est la k-forme

Yw

LXw == aipt

t=0

0) Pour tout f € Q°(M) on a
Lxf=X(f)

1) Siae Q' (M) onalt

Lxa(Y)=X(a(Y)) — a([X,Y]) (2.17)
11. Par définition Lxa = (X9 + (9; X ")ev;)da?, d’ont
Lxa(Y) = XY(0;0)Y? + (8;X")e;Y?

= X0(yY) — ;X0 4 YO, X

= X(aY)) —o[X,Y])

14



k) Formule générale (naturalité) : si w € Q¥(M) on a

Lyw(X1,. ., Xy) = X(@(X1,..., X))
_w([X7X1]7"-7Xk) T _w<X17--'7[X7Xk]>
pour tous X, ..., Xy € Vect(M).
e Formule magique de Cartan

C’est une formule treés efficace donnant la dérivée de Lie des formes différentielles.

(Preuve laborieuse mais sans mystere !)

Théoréme 2.13 (Cartan). Siw € QF(M) on a

Lyw = d(w(X)) + (dw)(X) (2.18)

pour tout X € Vect(M).

e Vérification pour £k = 0,1 :

0) Si f € Q°%(M), la formule est triviale.

1) Sia € QY(M) on apar (2.18) : Lxa(Y) =Y (a(X)) +da(X,Y) = Y(a(X)) +
X(aY)) = Y(a(X)) — a([X,Y]), c’est-a-dire (2.17).

Exercice 2.14. Prouver, grace a la formule (2.18), que
Lyod=do Ly (2.19)
pour tout champ de vecteurs X.
Proposition 2.15. Siw est une forme différentielle, on a'?
(LxoLy —LyoLx)w= Lixyw (2.20)

pour tous champs de vecteurs X et'Y.

12. Cette formule est, en fait, générale et valable pour tous champs de tenseurs.
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Démonstration. La formule magique de Cartan implique : Lx(Lyw) — Ly(Lxw) =
Lx(d(w(Y))) + Lx((dw)(Y)) = X <V =d(Lx(w(Y))) + (Lxdw)(Y) + (dw)([X, Y]) —
X <Y grace a (2.19) et a la formule de naturalité ci-dessus. On a, de la méme fagon,
[Lx,Lylw =d((Lxw)(Y) +w([X,Y])) + (dLxw)(Y) + (dw)([X,Y]) — X <> Y. Finale-
ment [Ly, Ly|lw = 2Lixyjw+ (Ly(Lxw) — X < Y), dott 2[Lx, Ly|w = 2Ly yjw. O

2.4.4 Feuilletage caractéristique

Un feuilletage d'une variété V' est un champ F : y — F, C T,V de sous-espaces
vectoriels, différentiable, ' et vérifiant une condition supplémentaire que 1’'on va décrire.
On appelle variété intégrale de F une variété F' C V plongée !* telle que T, F = F, en
tout point y € F. Le champ F est un feuilletage de V si tout point y € V appartient

a une variété intégrale (encore appelée feuille) F'.

Théoréme 2.16 (Frébenius). Un champ F de sous-espaces tangents d’une variété V
est un feuilletage si et seulement si, étant donnés deux champs de vecteurs X et'Y

de V' qui vérifient X,,Y, € F,, on a aussi [X,Y], € F, (localement).
Exercice 2.17. Prouver que toute distribution F de rang £ = 1 est un feuilletage.

Définition 2.18. Le feuilletage caractéristique de la forme o € QF(V) est

F° =kero Nkerdo (2.21)

Théoréme 2.19. Soit F C TV wun feuilletage de V' (e.g. le feuilletage de Newton).
Supposons que l’espace des feuilles M = V| F soit une variété. Si une forme o € QF(V)

est un invariant intégral de m:V — M, i.e. si o = m*w ou w € QF(M), alors

F CF°

13. Un champ F de sous-espaces vectoriels de dimension k < dim(V) est différentiable (on dit
que F est une distribution de rang k) si, localement, il existe k champs de vecteurs différentiables
X1, X2, ..., Xy, de V tels que F = BF_, RX,,.

14. L’inclusion F' — V est une application injective et de dérivée injective en tout point de F.
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Démonstration. Soit X champ de vecteurs de V', on a alors, voir (2.16), o(X) =
(mT*w)(X) = 7" (w(mX)) ou (mX)(z) = Dn(y)X(y) représente I'image du champ
de vecteurs X au point © = 7(y). Si X est tangent a F, i.e. si m.X = 0, on a donc

o(X) =0; de plus do(X) = d(rm*w)(X) = (7*dw)(X) = 7*(dw(m, X)) = 0. ]
On montre que la réciproque du théoreme ci-dessus est vraie.

Remarque 2.20. Dans le cas de la mécanique on a : F = F? car do = 0. La forme
présymplectique, o, de I'espace d’évolution V' est ainsi un invariant intégral (au sens
d’Elie Cartan) du feuilletage donnant les équations du mouvement ; elle passe a ’espace

des mouvements dont elle définit la structure symplectique, w.

2.5 Exercices

1) Soit (R?*,w = dp A dq); calculer la dérivée de Lie Lyxw pour tout champ de
vecteurs X = P(p,q)0/0p + Q(p,q)0/0q. A quelle condition X est-il un symplecto-
morphisme infinitésimal, i.e. tel que Lxw =07

2) Méme question pour (R*",w = dp; A dq') : & quelle condition X € Vect(R?*")
est-il un symplectomorphisme infinitésimal ? Vérifier que cette condition vaut pour Xy,
champ hamiltonien associé a 1’observable H.

3) Déterminer explicitement la forme générale des symplectomorphismes infini-
tésimaux linéaires de (R*",w = dp; Adq’). En déduire qu'ils forment une algebre de Lie
g = sp(n,R) dont on donnera la structure et la dimension.

4) Soit & = p;0/0p; le champ de vecteurs d’Euler de (T*M,a = p;dq'). Don-
ner Lga. En déduire que £ est une “similitude infinitésimale” de poids 1.

5) Soit £ € Vect(M) une similitude infinitésimale d’une variété symplectique (M, w),
i.e. telle que Lgw = fw pour une certaine fonction f € C°(M).

1. Montrer que f = const. (localement) si dim(M) > 2.

2. Prouver, dans ces conditions, que la forme symplectique, w, est exacte.
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6) Considérons la 2-forme champ magnétique B = g/||r||* vol(r) d’'un monopole
de Dirac localisé & l'origine r = 0 de R? ot r = x0/dz+yd/dy+20/0=z ; la constante g

est la “charge magnétique” du monopole.

1. Montrer que
rdy Ndz+ydz Ndx + zdz N\ dy

B =
(22 + 2 + 22)3/2

(2.22)

2. Montrer que dB = 0 en tout point r # 0. La 2-forme B est-elle exacte ?
3. Vérifier que B = gm*surfg: ot 7 : R3\ {0} — S? est donné par 7(r) = r/|r|.
4. Calculer la dérivée de Lie LB selon Z = x 9/0y — y d/0x. Conclusion ?

7) Justifier que les symplectomorphismes infinitésimaux d’une variété symplecti-
que (M, w) forment une algebre de Lie (cf. (2.20)). Montrer que tout champ de vecteurs
hamiltonien Xy est un symplectomorphisme infinitésimal.

8) Soit V' = R? muni de la 1-forme o = ydz + dz.

1. Vérifier que o A dav est une forme volume (on dit alors que a est une forme de

contact).
2. Calculer ker da; en déduire le feuilletage caractéristique F< de la 1-forme «.

3. Considérons I'ensemble des champs de vecteurs de V' de la forme X = A(x)0, +
B(z,y,2)0, + C(x,y,2)0,. A quelle condition a-t-on Lxa = 07 Vérifier que ces

champs de vecteurs forment une algebre de Lie isomorphe a Vect(R) x C*(R).

9) Déterminer le feuilletage caractéristique de 6 = dB, la 2-forme de Fermat-Cartan
(cf. (2.12)) ; prouver qu’il conduit aux équations de Fermat de 'optique géométrique.

10) Vérifier que la distribution F7 définie en (2.21) satisfait a la condition d’inté-
grabilité de Frobenius (Théoreme 2.16), et constitue bien un feuilletage.

11) Soit N un champ de vecteurs de l'espace euclidien R? ne s’annulant nulle
part. A quelle condition la distribution F = N+ de plans orthogonaux a N est-elle un

feuilletage 7
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12) Soit w une 1-forme partout non nulle sur une variété M. A quelle condition

F = ker(w) est-il un feuilletage ? Réponse : w A dw = 0.
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3 Symétries en mécanique présymplectique, appli-
cation moment, théoreme de Noether

3.1 Groupes de symétries

La notion de symeétrie est étroitement associée a une géométrie; par exemple
la géométrie euclidienne, la géométrie galiléenne de la physique non relativiste, la
géométrie minkowskienne de la relativité restreinte.

Les groupes correspondant sont naturellement des groupes de symétries des équations
du mouvement des systemes mécaniques isolés. Ils sont, dans chaque géométrie, des
groupes de (pré)symplectomorphismes des systémes dynamiques en interaction mu-

tuelle mais isolés du reste de I'Univers [5].

3.1.1 Symétrie euclidienne

Le groupe d’Euclide E(3) est le groupe des matrices 4 x 4 suivantes

(R c
77\ 0 1
ot R€ O(3),i.e. RR=1, et c € R®.

e Action sur 'espace euclidien R? :
rr\ r\ [(Rr+c
1) =9 1)~ 1
e Action relevée sur le tangent ° unitaire R® x S? ¢ TR? :
« (™ _ [(Rr+c
Y =\w )™ Ru
e On vérifie que la forme présymplectique o = kd(u,dr) de l'espace des rayons

lumineux (cf. (2.11)) de couleur £, i.e.

o(dy,0'y) = k({du,d'r) — (&'u,or)) (3.1)

15. Le relevé T'g de g & TR3? préserve bien le sous-fibré des vecteurs unitaires u € S? C R3.
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est invariante sous F(3), c’est-a-dire

o(oy,d'y) = a(dy*,0'y")

e Les trajectoires des photons “euclidiens” polarisés (a droite) sont données par

le noyau de la 2-forme présymplectique de R? x S? suivante
on(0y,0'y) = k((du, d'r) — (0'u,dr)) — h{u, du x §'u) (3.2)

Exercice 3.1. Déterminer le sous groupe G C E(3) qui invarie oj. Vérifier que

I'opération de parité P : r — —r change le sens de polarisation, P*01; = 0.
3.1.2 Symétrie galiléenne

Le groupe de Galilée Gal(3,1) est le groupe des matrices 5 X 5 suivantes

R b c
g=10 1 e (3.3)
0 0 1

ot R € SO(3), b,c € R? et e € R; respectivement : rotations, boosts, translations
spatiales et translations temporelles. 16

e Action sur 'espace-temps R3 x R :

r* r Rr 4+ bt +c
=gt ]| = t+e
1 1 1

e Action relevée a l'espace d’évolution V = R3 x R x R3 :

r* Rr+bt+c
y=|t | = t+e (3.4)
v* Rv+Db

16. Il s’agit ici de la composante neutre du groupe de Galilée complet, (O(3)x (Z2xR))x (R3xR3), le
groupe des transformations affines de I’espace-temps galiléen plat, R? xR, qui invarient les “métriques”
galiléennes spatiale, v = 0, ® 0, + 0y @ 0y + 0, ® 0., et temporelle, 7 = dt ® dt.

21



Proposition 3.2. La 2-forme présymplectique de V' pour une particule galiléenne libre

de masse m (cf. (2.2))

a(dy,d8'y) = (mdov,d'r — vd't) — (md'v, dr — vit) (3.5)

est invariante sous Uaction (3.4) de Gal(3,1), i.e.

o(0y,d"y) = a(oy*,0'y")

Démonstration. Exercice! ]

3.1.3 Symétrie relativiste sous Poincaré

Le groupe de Poincaré E(3,1) est le groupe des matrices

g= (ﬁ (f) (3.6)

oit L € O(3,1),i.e. LL = 1, et C € R>!; respectivement : transformation de Lorentz
et translation spatio-temporelle. 7

e Action sur 'espace de Minkowski R3! :

(V)=o) = ()

On sait que E(3,1) est le groupe des isométries de I'espace-temps R*!. Nous ne
considérerons désormais que la composante neutre SE, (3, 1) des rotations orthochrones.
e Le relevé de l'action du groupe de Poincaré restreint SE(3,1) au tangent

unitaire-futur (espace d’évolution)

V =U,R* ={y=(X,U) € TR*g(U,U) = 1,U de futur}

17. On désigne par R*»! = (R* g) l'espace de Minkowski (ou espace des événements X) muni
de la métrique, g, définie par g(6X,d'X) = —Z?Zl SX' X+ 6X*9'X*; on note 6X = g(dX) le
covecteur g-transposé du vecteur §X € R*! et, de méme, L le g-transposé de l'opérateur linéaire L,
ie. g(6X,L6'X) = g(LdX,8'X). On aura choisi une orientation spatiale et temporelle de 1’espace-
temps.
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est donné par

- (5)-(44)

e Les équations du mouvement d’une particule relativiste libre de masse m et sans

spin sont associées au noyau de la 2-forme

o=dw ou w=mUdX (3.8)

comme le montre la

Proposition 3.3. Le feuilletage caractéristique de o est donné par

5()§> € kero & {5X -\ (3.9)

oU = 0
avec A € R.

Les feuilles de ce feuilletage se projettent bien sur les géodésiques de genre
temps (futur) de l'espace de Minkowski. L’espace des mouvements de cette particule
est Pespace M = V/kero = TH? ou H? est 'hyperboloide unité de futur (espace de de
Sitter) ; en effet la projection 7 : V' — M est donnée par 7(X,U) = (Q = (1-UU) X, U)
et 0 = m*w ol w est la 2-forme symplectique de M = TH? suivante

w = d(-mQdU) (3.10)
= dP AdQ (3.11)

ou P = mU (impulsion relativiste).
Proposition 3.4. La forme présymplectique (3.8) est Poincaré-invariante sous

Uaction (3.7), i.e.

a(oy*, d'y*) = o(dy,d'y) Vg € SEL(3,1)

Démonstration. Exercice! O]

Exercice 3.5. Montrer que 'action (3.7) du groupe de Poincaré, SE, (3, 1), passe a
I'espace des mouvements (M, w); prouver que ce groupe est un groupe de symplecto-

morphismes.
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3.2 Groupes et algebres de Lie

On pourra se rapporter a 'ouvrage [4].

3.2.1 Définitions générales

Définition 3.6. Un groupe de Lie est un groupe G muni d’une structure de variété
différentiable telle que la loi de groupe (g,h) — gh : G x G — G ainsi que l'inversion

g g1 G — G soient des applications différentiables.

Les groupes d’Euclide, Galilée et Poincaré sont des groupes de Lie : ce sont des
sous-groupes fermés de GL(NN,R), 8 i.e. des groupes matriciels.

Soit Ly : h — gh : G — G la translation a gauche par ¢ € G. On dit que
X € Vect(G) est invariant a gauche si (L,).X = X pour tout g € G.*

Proposition 3.7. Tout champ de vecteurs invariant a gauche sur G est de la forme
X =Xy ot Xz(g) =DLy(e)Z (3.12)

pour un certain 4 € T.G. L’espace des champs de vecteurs invariants a gauche est

identifié a T.G ; ils forment une algébre de Lie notée (g,|-,-]).

Démonstration. Un champ X est invariant & gauche si et seulement si ((L,).X)(gh) =
DL,(h)X(h) = X(gh). A 1'élément neutre h = e de G, on trouve X (g) = DL,(e)X (e);
dott (3.12).

18. On rappelle que GL(N, R) est le groupe des matrices réelles N x N inversibles.

19. Si M et N sont deux variétés différentiables de dimension n, 'image directe d’'un champ de
vecteurs X € Vect(M) par un difféomorphisme ¢ : M — N est, cf. (2.14), le champ de vecteurs
v+ X € Vect(N) défini par (v.X)(¢(x)) = De(x)X(z) en tout point z € M ou sont définis ces
objets géométriques. Localement, si X*(z) = dx'(X) désigne la composante i = 1,...,n de X, on a
(0 X)I(y) = Oy’ Oz X*(x) pour tout j =1,...,n en tout point y = p(z) € N.
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Vérifions que X7 est bien invariant a gauche; en effet

Xz(gh) = D(Lg)(e)Z
= D(LyoLy)(e)Z
= DL,(h)DLy(e)Z
= DLy(h)Xz(h)

L’identification recherchée, g — T.G, est donnée par X — X(e), d’inverse Z +— X.

La suite de la preuve de la Proposition 3.7 nécessite le lemme suivant :

Lemme 3.8. Soit ¢ : M — N un difféomorphisme entre deux variété M et N. Pour
tous champs de vecteurs X et Y de M, de crochet de Lie [X,Y], on a la relation
suivante [p. X, 0. Y] = p.[X,Y].

Démonstration. L’image directe d’'un champ de vecteurs X de M par ¢ est définie, cf.
(2.15), par (0. X)f = (¢*)"HX(p*f)) pour tout f € C°(N). On a donc [p. X, ¢.Y] =
() oXop o(p) oY oy = (X V) =(¢) o [X,Y]op " =@[X, Y] DO

On a maintenant (L,).[X,Y] = [(Ly):X, (L,).Y] = [X,Y] pour tous champs de
vecteurs X,Y de G invariants a gauche; l'espace g = T,G des champs de vecteurs

invariants a gauche forme donc une algebre de Lie pour le crochet de Lie de Vect(G). O

Remarque 3.9. On définit de la méme maniere I’algebre de Lie des champs de vecteurs

de GG invariants a droite.

Exemple 3.10. Soit G C GL(N,R) un groupe matriciel et g C L(R") son algebre de

Lie; le champ de vecteurs X, : g — dg associé a Z € g est donné par 2°

0g =97z (3.13)

20. Multiplication matricielle!
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Le crochet de Lie de deux tels champs de vecteurs est alors
[67 5/]9 = g[Z’ Z,]
oun|Z,7'|=Z7Z" — Z'Z est le commutateur matriciel de Z, 7' € g.

3.2.2 Représentation adjointe

Tout groupe de Lie GG agit naturellement sur son algebre de Lie. Désignons par

C,: h— ghg™ : G = G la conjugaison.

Définition 3.11. La dérivée Ad(g) = DCy(e) : T.G — T.G est la représentation

adjointe de G sur g.?*

Dans le cas matriciel on a
Ad(9)Z = 6(ghg™) avec oh|,_y =72

et donc

Ad(9)Z = gZg™* (3.14)

Exemple 3.12. Donnons quelques exemples d’algebres de Lie matricielles :

1. Le groupe (R",+) des translations spatiales est abélien, son algebre de Lie

(R™,[-,-] = 0) est commutative.

2. L’algebre de Lie o(3) du groupe des rotations SO(3) s’identifie aux matrices
antisymétriques Z = j(w), ot w € R3. Le crochet de Lie est donné par le produit

vectoriel : [Z, 2] = j(w x ).

21. On a Ad(gh) = Ad(g) o Ad(h) et Ad(g~!) = (Ad(g))"'.
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3. Le groupe de Heisenberg H; est le groupe des matrices triangulaires

g= (3.15)

o O =
O = Q2
_ o0

oua,b,ceR.

Son algebre de Lie h; est constituée des matrices

0 a v
Z=(0 0 p
0 0 O

ou «, 3,7 € R. Le crochet de Lie est donné par

0 0 aff —dp
2,27={0 0 0
0 0 0

4. Le groupe de Galilée Gal(3,1), cf. (3.3), a pour algebre de Lie gal(3,1) en-

gendrée par les matrices

jw) B~
Z=[ 0 o0 ¢ (3.16)
0 0 O
avec w, 3,7 € R3 et € € R. Le crochet de Lie [Z, Z'] = Z” est alors
W= wxWw
B = wxf —wxp
7// — WX ,Y/ W % 7+ﬁ5/ . ﬁlé (317)
e =0

5. Le groupe de Poincaré E(3, 1), cf. (3.6), a pour algebre de Lie (3, 1) engendrée

par les matrices

7z - (g g) (3.18)
ot A €0(3,1),ie. A+ A =0,22et T' € R*! Le crochet de Lie est alors
/ Y,
2.7 ([A,OA] AT ; AF) (3.19)

22. En effet, si A=6L|,_,,ona6(LL) = (0L)L+ LOL =0 et donc A+ A = 0.
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3.2.3 Représentation coadjointe

Si l'algebre de Lie g d’un groupe de Lie G représente les “transformations infini-

tésimales”, son espace dual g* représente les “moments” associés au groupe G. 23

Définition 3.13. Le groupe G agit sur le dual g* de son algébre de Lie via la re-

présentation coadjointe Coad(g) : g* — g* définie par®!

(Coad(g)p) - Z = - (Ad(g™)2) (3.20)

pour tous g € G, p € g* et Z € g.

Exemple 3.14. Donnons quelques exemples de représentations coadjointes :

1. La représentation coadjointe de (R",+) est triviale Coad(g) = 14+.

2. Cas des rotations euclidiennes SO(3) : soit u = j(€) € o(3)* = R3 avec la
relation de dualité

b7 =~ T(0)(w) = (£w) (3.21)

On a (Coad(R)y)-Z = pu- (Ad(R™1)Z) = u- (RZR) = (£, Rw) = (RL,w) et donc

Coad(R)€ = Re VR € SO(3)

3. La représentation adjointe (3.14) du groupe de Heisenberg H; se calcule® et

on trouve
0 a ab—pPBa+~
Ad(gHYZ=1[0 0 3
0 0 0

23. L’espace g* héberge les grandeurs physiques noetheriennes de la mécanique.
24. On a encore Coad(gh) = Coad(g) o Coad(h) et Coad(g~!) = (Coad(g))~!.
25. On trouve avec le paramétrage (3.15) du groupe de Heisenberg :

1 —a ab-—c
gt=10 1 —b
0 O 1
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En posant u = (k,¢,m) € b} avec le pairing
w2 =ko+ L5+ my (3.22)
on trouve
Coad(g)p = (k + bm, £ — ma, m)

Remarque 3.15. Noter que le parametre m est un invariant. Ce parametre sera

relié a la constante de Planck en quantification géométrique, cf. (4.9).

4. La représentation coadjointe du groupe de Galilée, Gal(3,1), est, en fait, es-
sentiellement associée aux particules galiléennes de masse nulle! Nous étudierons
plus bas les représentations unitaires irréductibles de son extension centrale, le
groupe de Bargmann, dont les orbites coadjointes sont, elles, associées aux

modeles de particules massives non relativistes en dimension 3 + 1.

5. Cas du groupe de Poincaré SE (3, 1) : désignons par
pw=(M,P) oil M €0(3,1) & P € R (3.23)
un élément e(3,1)* avec la relation de dualité
1 —
- Z = §Tr(MA) + PT (3.24)

Proposition 3.16. La représentation coadjointe du groupe de Poincaré (res-

treint) est donnée par

Coad(g)u = (LML + CLP — LPC,LP) (3.25)

Démonstration. Exercice®** | O

Remarque 3.17. Noter que Cy = PP est un invariant quadratique (carré scalaire de

I'impulsion P) de la représentation (3.25).
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Exercice 3.18. Montrer qu'il existe un autre invariant (quartique) Cy = WW ou le

vecteur W = (M) P représente la “polarisation” ou vecteur de Pauli-Lubanski. 2

3.3 Application moment

La notion d’application moment est associée a celle de groupe de symétries d'un
systeme dynamique. Elle conduit, nous allons le voir, a une nouvelle formulation du
théoreme de Noether [5]; voir aussi [1].

Considérons un groupe de Lie, GG, agissant sur une variété, V. On désignera par
g +— gy : G — Diff(V) I'action de G sur V' (c’est un homomorphisme de groupes) et

par Z +— Zy : g — Vect(V) celle de son algebre de Lie g, i.e.

Zv(y) = d(gv(y)) avec bg=2,9g=-¢,0y=0

pour tout y € V.
Supposons maintenant que G est un groupe de symétries d'une variété pré-

symplectique (V, o), i.e. tel que
gyo =0 Vge G (3.30)

On dira que G est un groupe de présymplectomorphismes de (Vo).

26. Le dual de Hodge de M € 0(3,1) est 'élément x(M) € o(3,1) défini par
1 .
gV, x(M)V2) = =S Te(Mj(V1, V2)) (3.26)

ou Vopérateur j(Vi, Va) est donné par g(Vy, j(Vi, Va)V3) = vol(V1, Va, Vi, V). On montre [5] que

*(Vi Vo = Vo 1) = (W1, Va) (3.27)
#(j(Vi, V) =Ve Vi =W (3.28)
B «(LMT) = det(L) L+ (M)L (3.29)

pour tout L € O(3,1) et tout M € o(3,1).
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L’action infinitésimale de ce groupe préserve clairement la 2-forme fermée, o, de V' :
Lz,0=0 VZ eg (3.31)

La formule magique de Cartan (2.18) donne d(c(Zy)) = 0. Dans le cas ou o(Zy) est

exacte, on a la définition suivante

Définition 3.19. [5] Soit G un groupe de Lie de présymplectomorphismes de (V,0) et g

son algebre de Lie. On appelle application moment de cette action toute application
J:V =g

définie par

o(Zy) = —d(J - Z) (3.32)

pour tout Z € g.

Remarque 3.20. L’application moment est définie a une constante pres!

Exercice 3.21. Voici quelques premiers exemples d’application moment :

1. Dans le cas symplectique (R?, dp A dq) avec G = SL(2,R), poser

Z = (: _ﬁa) € sl(2,R)

et déterminer l'application moment J = (D, V,T) avec la relation de dualité
J-Z=—-Da—-Vp+Tm.
Réponse : D(p,q) = pa.V(p,q) = 5¢*,T(p,q) = 50"

2. Donner l'application moment J = (£, p) du groupe euclidien SE(3) dans le cas

de la variété optique V = R? x S? munie de la forme présymplectique (3.1); si

Z = (j((‘)"> g) € ¢(3)
poser

J-Z = w)+ (p,7) (3.33)

Montrer que J est une fonction de I'espace T'S? des rayons lumineux.
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3. Méme question dans le cas optique avec polarisation (3.2).
Réponse : £ =r x p + hu et p = ku.

4. Calculer 'application moment J = (€,g,p, F) du groupe de Galilée agissant
sur 'espace d’évolution d’une particule galiléenne massive muni de la forme
présymplectique (3.5); si Z € gal(3,1) est donné par (3.16), utiliser la relation

de dualité suivante
J-Z=({tw)— (g B+ (p,v) — Ec

Vérifier que J est une constante du mouvement !

Réponse : 'application moment du groupe de Galilée pour une particule libre, de

masse m sans spin, possede 10 composantes et est de la forme

£ = mrxv (3.34)
g = m(r—vt) (3.35)
p = mv (3.36)

= Smlv? (3.37)

Si oy € kero, i.e. or = vit et ov = 0, on obtient aisément 6J = 0.

5. Dans le cas relativiste, massif et sans spin (3.8), le groupe de Poincaré SE, (3, 1)
possede une application moment J = (M, P) donnée, avec les relations (3.23)

et (3.24), par

= m(XU-UX) (3.38)
P = mU (3.39)
ou M et P représentent respectivement le moment angulaire et la quadri-

impulsion relativistes. On vérifie grace a (3.9) que ces grandeurs sont bien des

constantes du mouvement.

32



Nous avons, en toute généralité [5], le

Théoréme 3.22 (Noether). Soit (V,0) une variété présymplectique et G un groupe
de présymplectomorphismes, d’algebre de Lie g, admettant une application moment

J:V — g*. Alors J est une constante du mouvement.

Démonstration. On a, grace a (3.32), 6J - Z = —o(Zy(y), dy) pour tout Z € g; donc
dJ = 0 pour tout [y — dy| € kero. O

3.4 Orbites coadjointes

Nous construisons ici des variétés symplectique d’importance spéciale, a savoir
les “orbites coadjointes” [2] des groupes de symétries des espaces ou espace-temps
classiques : 'espace euclidien, 1’espace-temps galiléen et ’espace-temps de Minkowski.

Ces variétés sont des “espaces homogenes”, ¢’est-a-dire des variétés dont tout point
est “joignable” a tout autre point par un élément du groupe considéré. Elles possedent
en fait une interprétation physique naturelle : ce sont les espaces des mouvements
(espaces des états classiques) des “systémes élémentaires” du groupe de symétries. 27
Le fait que ce groupe permute tous les mouvements de maniere symplectique est une

des formulations du principe de “relativité” : e.g. le principe de relativité galiléenne

(groupe de Galilée), ou le principe de relativité restreinte (groupe de Poincaré).

3.4.1 Forme de Maurer-Cartan

Définition-théoreme 3.23. Soit G un groupe de Lie et g son algébre de Lie. On
appelle forme de Maurer-Cartan (a gauche) l'unique 1-forme © de G d valeurs dans
Uespace fize g qui soit (i) invariante a gauche : (L,)*© = © pour tout g € G et (ii)
tautologique sur lalgébre de Lie : ©(Xz) = Z pour tout Z € g.

27. Les modeles classiques de particules élémentaires sont fournis par certaines orbites coadjointes.
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Pour les groupes de Lie matriciels la forme de Maurer-Cartan est donnée par 2

0 =g ldg (3.40)

Proposition 3.24. La dérivée extérieure de la forme de Maurer-Cartan se lit comme
4O(X,Y) = ~[O(X),6(Y) (3.41)
pour tous champs de vecteurs X etY de G.

Démonstration. On a dO(dg,8'g) = §(g71'g) — §'(g7'0g) — g7 [0, ']g, grace & (2.13)
et & (3.40). Donc, puisque §(g71) = —g~1dg g1, il vient dO(dg,d'g) = —[g 109,971 ¢]
ou [+, -] est le crochet de Lie de g. O

3.4.2 Orbites coadjointes

Soit po € g*, la variété des transformés de ce point selon l'action (3.20) du
groupe G, i.e.
Ouo = {1 = Coad(g)po | g € G} C g

est appelée orbite coadjointe du point .

Ayant introduit 'algebre de Lie de G comme celle des champs de vecteurs inva-
riants a gauche, nous considérerons 'action a gauche du groupe sur lui-méme, h — hg,
définie pour tous g,h € G par hg(g) = hg = R,h. L’action correspondante de son
algebre de Lie est donc Zg(g) = d(hg(h)) avec h = Z a 'élément neutre h = e.

L’action infinitésimale a gauche de G sur lui méme est donc donnée par
Za(g9) = DRy(e)Z (3.42)

avec Z € g.

28. On a bien ©(6(hg)) = (hg)~*6(hg) = g~ *h~'hdg = O(dg) pour tout h € G et, grace a (3.13),
O(Xz(9)) =g '9Z = Z pour tout Z € g.
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Exercice 3.25. Vérifier que 1'on a
0(Za(g)) = Ad(¢g™")Z (3.43)
pour tous g € G et Z € g.
Exercice 3.26. Prouver que 'on a dans le cas d'un groupe de Lie matriciel
Zalg) = 29 (3.44)

Théoreme 3.27. Soit g un point de g* ; associons-lui une 1-forme a de G par

a= -0 (3.45)

(1) Cette 1-forme est G-invariante (a gauche) : (Lg)*a = a pour tout g € G.
(it) La 2-forme o = da descend sur l'orbite coadjointe O, dont elle définit la

structure symplectique w par? o = w*w ou encore

0(dg,8'g) = w(op, ') = —p-[Z, 2] (3.46)

pour tous 0g = Zg(g) et 8'g = Z((g) avec Z,Z' € g, ou la projection m : G — O, est
donnée par
m(g) = p = Coad(g) o
Démonstration. Ona (Ly)* o = pio-(Lg)*© = p19-© = a car © est G-invariante. Comme
o=daonad(dg,d'qg) = po-dO(dg,0'g) = —po - [0(dg),O(d"g)] grace a (3.41) et donc
0(Za(9). Za(9)) = —po-[0(Za(9)), ©(Z5(9))]

= —po-[Ad(g7")Z,Ad(g7")Z]

= —mo-Ad(g7")[Z, 2]

= —(Coad(g)po) - [, Z']

= —u-12,7]

pour tous Z, 7" € g, ou p = Coad(g)po-

29. Structure symplectique de Kirillov-Kostant-Souriau.
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Le feuilletage caractéristique, ker o, se calcule : on a o(dg,d’g) = 0 pour tout
8geT,Gssip-[Z,Z"] =0 pour tout Z’ € g, i.e. ssi dp = coad(Z)p == —p-ad(Z) =0
avec la notation [Z, Z'] = ad(Z)Z’. Les feuilles du feuilletage caractéristique de o sont
donc données par les sous-variété p = Coad(g)pue = const.; l'espace des feuilles est
G/ kero = O,,, variété munie (par construction méme) d’une 2-forme symplectique w

définie par o(dg,d'g) = w(dp,d'n) = —p - [Z, Z'] pour tous Z,Z" € g. O
Nous admettrons enfin le résultat fondamental suivant, da a Kirillov, Kostant et

Souriau [2, 3, 5].

Théoreme 3.28. Toute orbite coadjointe d’un groupe de Lie, G, est une variété
symplectique. Réciproquement, toute variété symplectique G-homogéne est (localement)

symplectomorphe a une orbite coadjointe de G ou d’une extension centrale de ce groupe.

3.4.3 Exemples mécanistes d’orbites coadjointes

[llustrons les résultats précédents par une premiere étude de certaines orbites co-

adjointes relevant de la mécanique des systemes.

1. Groupe de Heisenberg H,, : Espaces vectoriels symplectiques.

Le groupe H,, est le groupe des matrices

1 —p 0
g={0 1 a (3.47)
0 0 1

avec p € (R")*, g€ R" et § € R.
La forme de Maurer-Cartan (3.40) est
0 —dp p-dq-+df

=10 0 dq
0 0 0
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Les orbites coadjointes non triviales passent par les points py = (0,0,m) € b,

avec m € R\{0} (cf. (3.22)); pour I'invariant m = 1, la 1-forme (3.45) de H,, est

=p-dq-+df (3.48)

et da = mw ou 7(g) = (p, q) avec w = dp A dq la forme symplectique canonique
de T*R™ = R?,

2. Cas du groupe des rotations SO(3) : Etats de spin classique. 3

Soit R = (uvw) € SO(3) ot {u,v,w} est une base orthonormée directe de R3.

On trouve
vdw

©=RdR=—j | Wwdu
udv

Avec, cf. (3.21), o = j(£y) et €y = se; ou s > 0 est 'invariant choisi, on a

a = —s(v,dw)
On obtient finalement 3! da = —s{dv A dw) = 7*w ol
w(ou,d'u) = —s (u,du x d'u) (3.49)

définit la structure symplectique de S? C R3, espace des états de spin s; la

projection 7 : SO(3) — S? est donnée par 7(u,v,w) = u.

30. Les orbites coadjointes du groupe de spin SU(2) étant identiques & celles du groupe des rota-
tions SO(3), nous nous restreindrons & ces derni¢res pour décrire les états de spin classique.
31. Utilisant la relation de fermeture RR =uu+ vv+ww =1, on trouve

—(1/s)da(dR,6'R) = (ov,8'w) — (§'v,dw)
= (6v,u) (u,8'w) — (§'v,u) (u, dw)
= (v,6u) (§'u,w) — (v,6u) (du,w)
=

(u,

v X w,du x §'u)
du x 6'ua)
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3. Groupe de Poincaré G = SE, (3,1) : Orbites massives sans spin.

L X
g= (0 1 ) ed
ou L € SO, (3,1) et X € R*L. La forme de Maurer-Cartan est alors

LdL LdX
o= (" )

Nous poserons

Ici nous faisons, cf. (3.23), le choix
po = (0, Fo) (3.50)

avec PyPy = m? (et Py de futur) ott m > 0 est la masse (propre) de l'orbite

considérée.

La 1-forme (3.45) associée est, (cf. (3.24)), a = Py LdX, c’est-a-dire

a = PdX (3.51)

ou P = LF, est 'impulsion relativiste telle que

PP =m? (3.52)

Remarque 3.29. La 1-forme (3.51) correspond bien & la 1-forme (3.8) de U, R*!
en posant U = P/m.

La dérivée extérieure da = m*w définit la 2-forme symplectique, w, de l'orbite
coadjointe O,, = Coad(G)(0, ), espace des mouvements des particules
relativistes de masse m, sans spin. Signalons que nous avons déja déterminé

cette 2-forme en (3.11).
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4. Groupe de Poincaré G = SE(3,1) : Orbites de masse et spin nuls.
On obtient une orbite tout a fait spécifique du groupe de Poincaré avec le choix
to = (0, Py) avec PyPy = 0 (et Py de futur). On montre aisément que le groupe

de Poincaré est alors muni de la 1-forme (3.51) avec la contrainte

PP =0 (3.53)

L’orbite coadjointe correspondante décrit les mouvements classiques d’une parti-
cule (hypothétique!) relativiste sans masse et sans spin.
5. Groupe de Poincaré G = SE, (3,1) : Orbites massives a spin.

Il existe d’autres orbites de grande importance physique, a savoir les orbites
coadjointes d’origine

o = (Mo, Py) (3.54)
avec Wy = x(My) Py de carré WoWy = —s?m? ot m > 0 et s > 0 sont la masse et
le spin du modele.

On montre que la 1-forme de G associée a ce choix est
1 — —
o= 2—m2Tr (Lj(P,W)dL) 4+ PdX

ou I'impulsion P = LPF, et le vecteur de Pauli-Lubanski W = LW, vérifient

PP=m?  PW=0, WW=—sm? (3.55)
Si on pose
Q= j(PW)
alors la 2-forme o = da, donnée par
0(8g,0'g) = sTr(6Q2Q5'Q) + 6Py X — §'P6 X (3.56)

définit ainsi la structure symplectique canonique de ’espace des mouvements

O

o = Coad(G)(My, Py) d’une particule relativiste de masse m et de

spin s.
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Exercice 3.30. Prouver la formule (3.56).

Remarque 3.31. Nous ne traiterons pas du cas important et plus subtil des orbites
de masse nulle et de spin non nul (exemple : les états photoniques définis par W = AP
avec PP = 0 et P de futur). Les orbites “tachyoniques” (définies par PP = const. < 0)

n’admettent pas d’interprétation physique.

Exercice 3.32. Considérons le groupe spécial euclidien G = SE(3) ainsi que le moment
to = (£o, Po) € g* avec €y = se; et pp = ke ou s et k > 0 sont deux constantes réelles

données. Calculer I'expression de la 1-forme « de G associée a fi, définie par (3.45) et

=0 1)

ot R = (uvw) € SO(3) et r € R®. En déduire que sa dérivée extérieure o = da est

(3.33), au point

donnée par

a(0g,0'g) = k((du,d'r) — (d'u,dr)) — s(u,du x d'u) (3.57)

En déduire la structure symplectique w de l'orbite coadjointe O,,, = T*S2. Donner son

interprétation optico-géométrique si s = £h.

Exercice 3.33. Déterminer I'application moment du groupe de Poincaré (restreint)
pour la structure présymplectique (3.56) d’une particule relativiste de masse m et de

spin s.
Réponse : On trouve J = (M, P) avec M = sQ+ XP — PX et P = mU.

Exercice 3.34. Soit G un groupe de Lie et uy € g*; montrer que la forme présymplecti-
que associée, o, donnée par (3.46) est G-invariante. Prouver que (G, o) posséde une
application moment J : G — g* au sens (3.32); donner I'expression de J en fonction

de pp.

40



4 Eléments de quantification géométrique

Le probleme fondamental de la quantification consiste, partant d’'un systeme
dont les états classiques constituent une variété symplectique (M,w), a lui & associer
de maniere la plus “canonique” possible un espace de Hilbert H définissant ’espace des
états quantiques de ce systeéme. 32 Une procédure de quantification doit aussi permettre
d’associer a toute algebre de Lie d’observables classiques, A C C*°(M) une algebre
d’opérateurs, A C L(H), de telle sorte que que la correspondance A — A vérifie un
certain nombre de regles algébriques (dont nous allons détailler certaines plus bas).

Dans le cas ou des symétries sont présentes au niveau classique, via un groupe
de symplectomorphismes G C Sympl(M ), on demande aux procédures de quantifica-
tion de restituer cette symétrie au niveau quantique, G C U(H). Dans la plupart des
situations, la symétrie est brisée au niveau quantique : on parle alors d’“anomalies”. 33

Si le systeme classique est un systéme élémentaire (préquantifiable) d’un groupe
de Lie G donné, e.g. une orbite coadjointe Coad(G) g, avec une propriété supplémentaire
d’“intégralité”, on peut, dans certain cas, lui associer une représentation unitaire ir-
réductible, (H, o) € @, du groupe G. On dit que I'on a quantifié le systeme élémentaire ;

c’est le fondement de la méthode des orbites de Kirillov [2].

Classique Quantique
Etats (M, w) H
Observables AcC C>®(M) AC L(H) (4.1)

Symétrie G C Sympl(M) G C U(H)

Syst. élem. || Coad(G)uo intégrale | (H, o) € G

32. Notons que l'espace des états purs du systeme quantique est, en fait, le projectif hilbertien
PH =H\{0}/C*.

33. Les groupes de symétries maximaux classiques, Sympl(M ), et quantiques, PU(H), ne sont pas
isomorphes !
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Pour les espaces des mouvements classiques arbitraires, une méthode de quantifi-
cation étendant la méthode des orbites a été proposée par Kostant [3] et Souriau [5] :

la quantification géométrique.

4.1 Procédure de préquantification

4.1.1 Probléeme de Dirac

Soit (M,w) une variété symplectique et A C C°°(M) une algebre de Poisson de
fonctions différentiables réelles, i.e. si F,G € A le produit FG € A et le crochet de
Poisson XpG = {F,G} € A ou X est le champ de vecteurs hamiltonien de F, i.e.

w(Xp) = —dF (4.2)

Probleme de Dirac : trouver une application linéaire F + F de I’algebre de

Poisson A dans l'algebre des opérateurs L(#H) d'un espace (pré-)hilbertien H telle que

1. 1=1y

3. {F,G} = % .G
Une application vérifiant ces conditions sera appelée préquantification.
La condition 1. est naturelle mais non triviale, la condition 2. demande que les ob-
servables quantiques soient représentées par des opérateurs self-adjoints ** et la derniere
condition 3. assure que la préquantification est un homomorphisme, A — A = 121\,

d’algebres de Lie. Noter dans 3. la présence de la constante de Planck (réduite) A.

34. Nous n’aborderons pas ici les questions d’analyse dure et nous contenterons de considérer les
opérateurs comme symétriques.
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4.1.2 Solution de Koopman-Van Hove-Segal

Dans le cas d'un fibré cotangent, (M = T*Q,w = dw) ot @w = p;d¢’, on a la

solution suivante [2] du probléme de Dirac :
~ h
i

ou H = CX(M,C) est I'espace préhilbertien des fonction différentiables a support

compact muni du produit scalaire hermitien
00) = [ Gt dr)
ot d\(z) =dpy ...dp,dq" . ..dq" est la mesure de Liouville.
Exercice 4.1. Prouver que (4.3) fournit bien une solution du probleme de Dirac.

Proposition 4.2. L’algébre de Heisenberg bh,, C C*(T*R") engendrée par les fonctions

D1, .., Pn, ainsi que g*, ..., q" et la fonction constante 1 est représentée par
h 0
o= — 4.4
p] Z aqj ( )
~ . h 0
b= ¢ ——=— 4.5
q P o, (4.5)

=)
I
—
~—
~
(=2
N—r

pour tout j =1,...,n.

Démonstration. 11 suffit d'utiliser (4.3) avec X, = 0/0¢’ et X3 = —0/0p; et X; = 0.
Le fait que w(X),) = p; et @w(Xy) = 0 acheve la preuve. O

Remarque 4.3. Nous avons vu (chapitre 3.4.3) que (T*R",w = dp; A d¢’) est une
orbite coadjointe du groupe de Heisenberg H,,. Une “bonne” quantification doit faire
de H un espace de représentation (unitaire) irréductible de H,, et donc de son algebre

de Lie h,. Mais la préquantification précédente possede un sous-espace invariant, a
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savoir 'espace C*(R",C) C C*(T*R",C) des fonctions ¢(p,q) = ¢(q) de 'espace
de configuration R" : elle ne conduit donc pas a une représentation irréductible. La
représentation précédente restreinte & L2(R™, dg' . .. dq") est, par contre, irréductible :

c’est la représentation de Schrodinger.

4.1.3 Fibré préquantique

Supposons que le groupe T = U(1) = {z = ¢? |§ € R} agisse sur une variété Y ;
notons y — zy (y) cette action. Si 'action est “libre”, i.e. si zy (y) = y < z = 1, 'espace
des orbites de T est encore une variété, notée M = Y/T. On dit alors que 7 : Y — M

est un fibré principal en cercles. 3> Voir [4].

L’action infinitésimale de T est donnée par le champ de vecteurs £ de Y suivant 36
€)= 4 (), )] (4.7
do Y o=0 '

Définition 4.4. Un fibré en cercles m : Y — M au dessus d’une variété symplecti-

que (M,w) est un fibré préquantique s’il est muni d’une 1-forme « telle que
1. Lea =0
2. a(l)=nh
3. da =T1"'w

Remarque 4.5. L’existence d'un fibré préquantique est une condition forte sur la

variété symplectique (intégralité [3, 5] de la 2-forme symplectique).

La condition 1. signifie que « est T-invariante; la condition 2. adapte le “rayon
du cercle” a la constante de Planck et la condition 3. fait de (Y,da) une variété

présymplectique dont (M, w) est la variété symplectique associée.

35. Le point & = 7(y) représente le cercle (ou tore) passant par y € Y.
36. Ce champ ne s’annule jamais car 'action du tore est libre.
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On montre que le feuilletage caractéristique de a est trivial, 37

ker o Nker da = {0} (4.8)

[llustrons cette définition par deux exemples caractéristiques.

e Variétés préquantiques des fibrés cotangents.

Proposition 4.6. Si (M =T*Q,w = dw) ot w = p;d¢’, alors

Y=MxT & o = p;dg’ + hdf (4.9)

est un fibré préquantique.

Démonstration. La 1-forme « est trivialement invariante sous I'action (p, ¢, 2) — (p, ¢, 22")

de 2z € T. D’autre part

0
= — 4.10
£= o (1.10)
et donc a(¢) = h; Enfin da = dp; A d¢? = m*w. O
e Variété préquantique de la 2-sphere des états de spin %
Proposition 4.7. Soit S° = {Z € C?|ZZ = 1} la 3-sphére unité. Le couple
3 h—
Yy==¢ & a=—7ZdZ (4.11)
i
constitue la préquantification de la 2-sphére unité
2 h
M=S & W=7 surf g2 (4.12)

Démonstration. Le tore T agit naturellement sur S® selon Z s €*Z. La 1-forme o est
alors trivialement T-invariante. Le champ fondamental ¢ défini en (4.7) prend ici la

forme £(Z) = iZ. On a donc «(¢) = (h/i)ZiZ = h.

37. En effet, si da(X) = 0, alors w(m, X ) = 0 d’ou 7. X = 0 et X = f€ pour une certaine fonction f ;
si de plus a(X) =0, alors a(f¢) = fh =0, donc f =0 et finalement X = 0.
38. On a, de méme, £(Z) = —iZ (cf. (4.31) avec n = 1).
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Lemme 4.8. Soit n(Z) = 2ZZ — 1, alors ©(Z) = o(u) ot u € S? C R3. On a

alternativement

(u,v) =Zo(v)Z Vv € R (4.13)

Démonstration. La matrice w(Z) est évidemment symétrique (hermitienne) et de trace
nulle. C’est donc une combinaison linéaire des trois matrices de Pauli : 7(Z) = o(u)
avec u € R3. D’autre part 7(Z)% = 1 entraine o(u)? = ||Ju/|*1 = 1, donc u est unitaire.

La preuve de (4.13) est laissée en exercice. O
Mais puisque o(u)o(v) = (u,v)1l +ioc(u x v) on a
Tr (o(u)o(du)o(d'u)) = iTr(o(u)o(du x d'u))
= 2i(u,du x d'u)
D’autre part

Tr (o(w)o(du)o(dn)) = Tr((22Z — 1)6(22Z)5'(22Z))
= ATy ((22Z — 1)(0ZZ + Z6Z)(8'ZZ + Z5'Z))
= AZ(6ZZ + Z5Z)0'Z + A0Z(2ZZ — 1)(6Z + ZSZZ)
— 4(6Z8'Z — 0'ZZ)

Or da = (h/i)(dZ A dZ) s’écrit encore

da(6Z,8'7) = Z—i (6Z8'Z — §'Z67Z)
= LT oo (o (n)
= §<u,5u X 6'u) = g surf(du, 6'u)
et la preuve de la Proposition 4.7 est complete. O]

3

39. On a posé o(u) = oyut + o9u? + o3u? ol (01, 02,03) sont les matrices de Pauli.
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Remarque 4.9. La 2-forme symplectique w de S? donnée par (4.12) a pour intégrale
Jorw = 4m(3h) = h. On montre qu’une variété symplectique (M, w) admet une pré-

quantification (Y, «), au sens de la Définition 4.4, ssi

/ w = nh, n e Z (4.14)
SQ
pour tout 2-cycle S? C M. On dit que alors que (M,w) est entiere.

4.1.4 Représentation préquantique

Présentons la solution générale du probleme de Dirac (Chapitre 4.1.1).

Définition 4.10. On dit que X% € Vect(Y) est champ hamiltonien quantique
associé a l'observable classique F € C*°(M) si (i) Lyza=0et (ii) (XE) = n*F.

On déduit de Leaw = 0 (Propriété 1. de la Définition 4.4) et de (4.8) que X% est

T-invariant, i.e. [, X%] = 0. Donc m, X% est un champ de vecteurs de M.
Exercice 4.11. Prouver que & = Xt = th.

La formule magique que Cartan (2.18) donne : L, o = d(a(X%)) + da(XE) =
F
7 (dF + w(TF*X?;)) = 0 par définition d’'un champ hamiltonien quantique ; donc

mXh = X (4.15)
La proposition suivante suit trivialement.

Proposition 4.12. Le champ hamiltonien quantique, X?;, est uniquement déterminé

par F.

Lemme 4.13. Si F,G € C*(M), alors

[XE, XE] = X

(F.G) (4.16)
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Démonstration. Nous avons L[X%Xg]a = (LX%LXé - LXgLX%)Oé = 0. D’autre part
a([XE,XE)) = alLy XE) = Xh(a(XE)) — (Lya)Xh = XbG = 7 XrG grice
A (4.15); donc o[ X%, XL]) = 7*{F,G}. Le crochet de Lie [X%, X%] est ainsi le champ

hamiltonien quantique pour le crochet de Poisson {F,G}. ]
Introduisons maintenant ’espace de représentation préquantique.

Définition 4.14. On appelle espace de représentation préquantique Hy [’espace

des fonctions différentiables ¥ :'Y — C a support compact telles que
U(zy(y)) = 2V (y) VzeT (4.17)

Le produit scalaire hermitien de &,V € Hy est défini par

@.9) = [ 3o
M
ot Q = (=1)""=D/2yn In! est la forme volume de Liouville de (M, w).*

La “condition de phase” (4.17) géométrise le fait que les fonctions d’onde de la
mécanique quantique ne sont définies qu’a une phase pres. L’espace Hy est un espace
préhilbertien ; on peut le compléter pour obtenir I'espace de Hilbert de la théorie.

Nous sommes ainsi conduits a la définition générale de la préquantification d’une

variété symplectique entiere (cf. la Remarque 4.9).

Théoréme 4.15. Soit (Y, ) un fibré préquantique au-dessus d’une variété symplecti-
que (M, w). La préquantification qui associe a toute observable F' € C*(M) l'opéra-

teur F de Hy défini par

h

FU ==Xy (4.18)
7

fournit une solution du probleme de Dirac.

40. Le produit ®(y)¥(y) est T-invariant par (4.17) : c’est done, de fait, une fonction de = = 7 (y).
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Démonstration. La correspondance F' — I est, par construction, R-linéaire. En dérivant,
grace a (4.7), la condition (4.17) au point z = 1 (élément neutre du tore T), on obtient
EV =W (4.19)
et done T¥ = (h/i) X W = (1/i)€V = ¥ pour tout ¥ € Hy ; dout 1 = 1.
Montrons que I est symétrique ; on a

(D, FU) — (Fd,T) = / D[—ih X5 W] Q — / [—ihX5®]W Q)

— —ih / [6X§@+ng>\p}§z
M

= —ih / Xp (1) 0
M

— / Ly, (30 Q)
M

car ®W est une fonction de M et Lx,Q = 0.

La formule magique de Cartan et df2 = 0 conduisent, pour tous ¢, ¥ € Hy, a

(D, FU) — (Fd,T) = —m/ d (DT Q(XF))
M
=0

grace au théoreme de Stokes et au fait que ®¥ est & support compact.

Le résultat (4.16) entraine enfin

F,G10 — —R[X%, X4 — —r2X? 0 = " (F Gy

ray¥ =3
pour tout ¥ € Hy, dott [F,G] = (h/z){/F,—\G} O
Proposition 4.16. Considérons M = T*Q) muni de sa 1-forme canonique w et le
fibré préquantique trivial (Y = M X T,a = w + hdz/(iz)) introduit en (4.9). La
préquantification (4.18) est équivalente a la solution de Koopman-Van Hove-Segal (4.3)

du probleme de Dirac.

Démonstration. Exercice! O
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4.2 Polarisations & quantification

La préquantification ne conduit pas a des représentations irréductibles d’algebres
de Lie, donc de groupes de Lie. Il manque une structure géométrique garantissant, pour
certaines algebres d’observables, l'irréductibilité de la représentation (4.18) : c’est la
notion de polarisation. Idée : restreindre l'espace (pré)hilbertien Hy a un sous-espace

sur lequel la représentation F' — F d’'une sous-algebre A C C*°(M) sera irréductible.

4.2.1 Notion de polarisation

Des fonctions fi, fo € C°°(M) d’une variété symplectique (M,w) sont dites en

involution si {fi, fa} = 0.

Définition 4.17. Une polarisation réelle de (M,w) est une distribution F C TM
(i.e. un champ de sous-espaces tangents) telle que, localement, il existe n(= %dim M)

1

onctions fi,..., fn en involution, indépendantes,** et dont les champs hamiltoniens
4 p

X, ..., Xy, engendrent F.

Exemple 4.18. Notion d’“ensemble maximal d’observables commutantes”.
1. Polarisation “position” de (T*Q,dp; A d¢’) définie par f;(p,q) = ¢/ pour tout
j=1,...,n;ici F =@,_, RI/dp;.
2. Polarisation “impulsion” de (T*R",dp; A d¢’) définie par f;(p,q) = p; pour tout
j=1,...,n;alors F = @] RI/O¢.

Exercice 4.19. Montrer que w s’annule sur les sous-variétés (fi,..., f,) = const., i.e.

vérifier que w(F,F) = 0.4

Définition 4.20. Si (Y, «) préquantifie (M, w), le relevé horizontal d’une polarisa-
tion F est un champ de sous-espaces FCTY se projetant sur F, tel que da(j-:, j-:) =0

et a(F) = 0. On appelle parfois F polarisation de Planck [5].

41. C’est-a dire dfy A ... df,, # 0.
42. Définition alternative d’une polarisation : c’est une distribution, F : =z — F, C T, M,
intégrable, isotrope (i.e. w(F,F) = 0) et maximale (i.e. dim F, = 3 dim M pour tout z € M).
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Exemple 4.21. Relevés horizontaux des polarisations de I’Exemple 4.18 avec la pré-

quantification (4.9).
1. Polarisation position (dite aussi “verticale”) de T*Q : F= D;_, R9I/0p;.

2. Polarisation impulsion de T*R™ : F = @, R[0/0¢’ — (p;/h)0/0].
4.2.2 Quantification géométrique (premiére approche)

Introduisons I’espace des fonctions polarisées comme espace de représentation

quantique d’une algebre de Lie d’observables associée a une polarisation F.

Définition 4.22. On appelle espace de représentation quantique Hi., pour une

polarisation F, l'espace des fonctions U € Hy dites F-polarisées, i.e. telles que

XU =0 VX € F (4.20)

Remarque 4.23. Nous n’imposons pas, pour 'instant, de produit scalaire hermitien

sur My

Exemple 4.24. Fonctions polarisées de 'Exemple 4.21.

1. Polarisation position ou “verticale” : on a ¥(p,q,2) = zJ(p, q) par (4.17);

la condition (4.20) donne (9/dp;)¥(p,q, z) = 0 pour tout j =1,...,n et donc

U(p,q,2) = z1(q) (4.21)

o € CZ(Q,C).

43. Les fonctions polarisées (4.21) ne sont plus & support compact dans Y = T*Q x T. Cette
difficulté est contournée en redéfinissant ici le produit scalaire hermitien de deux telles fonctions ®
et U par

(@, 7) = /Q F@w(a) dula)

pour une certaine mesure dy sur Q.
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2. Polarisation impulsion : avec ®(p,q,¢?) = ¢?¢(p,q), la condition (4.20)
s'écrit [0/0¢° — (p;/h)0/00) ®(p,q,2z) = 0 pour tout 5 = 1,...,n; on a alors
(0/0¢)6(p, q) = (ip;/1)6(p, q) et ainsi

®(p,q,z) = 2PV g(p) (4.22)
ou ¢ € C((R")",C).

La représentation préquantique (4.18) ¥ — F'¥ de Uobservable F € C*(M) doit
maintenant préserver 'espace Hy ; il faut donc que X Xgp\ll = [)? , X%]\IJ = 0si XU =0
pour tout X € F : les observables F-quantifiables (préservant la polarisation JF)

forment une sous-algebre de Lie 4
CP(M)={F e C®(M)|[F,Xr] C F} (4.23)
Lemme 4.25. Si F est la polarisation verticale de (T*Q, @ = p;d¢’), on a
FeC¥(TQ) &  Flpqg =pA)+B()
ou A= AI(q)0/0¢’ € Vect(Q) et B € C=(Q). On a la structure d’algébre de Lie
CF(T7Q) = Vect(Q) x C(Q)
Démonstration. Exercice! ]

Proposition 4.26. Les observables F € C¥ (M) se quantifient dans Hy, (cf. (4.21))

selon

— S 4q) 5+ Bla) (420

Démonstration. SiF(p,q) = p;jA7(q)+B(q), on obtient X = A70/0¢’ —(0F/0¢?)0/Op,
et XLW = (A10/0¢) — (OF/9¢7)8)0p; + (B/h)d/00) z¢(q) ou F¥ = (h/i)XLE =
((h/i)A70/9¢" + B) 21)(q) puisque les fonctions d’onde polarisées sont indépendantes

I

de p1,...,pn. O

44. On a, en effet, [)?fj,X%] = X{ijp} pour tout 5 = 1,...,n et tout ensemble maximal d’obser-
vables commutantes f1, ..., f, définissant F.
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Corollaire 4.27. La représentation quantique (4.24) conduit a la représentation de

Schrodinger
h O
p; = —— 4.25
p] 7/ aqj ( )
¢ = ¢ (4.26)
T =1 (4.27)
pour tout j =1,...,n.

Exercice 4.28. Réintroduire h dans la 1-forme préquantique (3.48) du groupe de
Heisenberg Y = H,, = T*R™ x T et écrire a = p.dq + hdf. Si 'on pose (cf. (3.47)) :

1 —-a hc
g=10 1 b | €H,
0 0 1

avec a € (R")*, b € R" et € € T, alors gy(p,q,0) = (p+a,q+b,0 —a-q/h+c).
1) Vérifier que (gy )*a = « pour tout g € H,.

2) Choisir la polarisation “position” F et poser

0(9)¥ = Vo gy (4.28)

pour tout ¥ € H{ et g € H,. Vérifier que o définit une représentation de H,
dans C2°(R"™) donnée par

o(a,b,c)yY(q) = ¢~ Hab/hte) gia-a/h Y(q —Db) (4.29)

3) Montrer que (L*(R™), ) est une représentation unitaire irréductible de H,,.

4.2.3 Application : représentation de spin

La préquantification de 'espace des états de spin demi-entier se construit grace a
la. Proposition 4.7 : la sphére Y = $* = {Z € C?|ZZ = 3.°_, | Z*|* = 1} munie de la

1-forme

h—
a=n— ZdZ (4.30)
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sert a la préquantification de la sphere (S?,w = (nh/2) surfg:) des états classiques de
spin s = %nh avecn =1,2,3,...

e Le générateur du tore T devient 4°

ifa0 - 0
g_n(z 5 ZAaZA) (4.31)

e La notion de polarisation s’étend au cas complexe. On vérifie que les fonctions

commutantes Z' et Z2 définissent une polarisation de (C%,dZ A dZ/i), & savoir

0 0
.F 2 :(CT CT
=57 iz

dont la trace F sur S? vérifie da(F, F) = 0 et a(j-:) = 0, cf. Définition 4.20.

Fonctions F-polarisées : ce sont les fonctions ¥ : S% — C telles que ¥ = ¥
(cf. (4.19)) et OV/0Z, = OV/0Zy = 0 (cf (4.20)). Alors U € HT ssi ¥ est la trace
sur S% d’une fonction holomorphe, homogene de degré n (vérifiant ZA9W /0Z4 = n¥
compte tenu de (4.31)).

On a donc

V(Z)=P(Z,...,2) = Pa,.2, 2" - 27" (4.32)

ot Ay, ..., A, = 1,25 les ¥a,..a, = Y(a,..4,) € C sont les composantes de 1), tenseur

covariant completement symétrique. ¢ On appelle
H§ ~ CnJrl

espace des spineurs pour s = %nh Nous munissons cet espace d’une structure

hilbertienne donnée par le produit scalaire suivant 4*

(B, V) = /SQ D(Z)V(Z) surf (4.33)

n

——
45. La variété préquantique est en fait décrite parles Z®" =Z ® ---@ Z on Z € S3.

46. On note P(a,..a,) = (1/n!) X2, cs Vo(A))...o(An)-
47. Exercice : Prouver que
1 -
(2,0) = 57 QA AnW g, a,

1, An
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e Nous savons (4.13) que u, = Zo,Z est la composante k = 1,2,3 de la direc-

tion u € S? du spin. Le vecteur de spin S = %nhu a donc pour composantes

h—
Sk:n§Z0kZ (k:1,2,3)

Lemme 4.29. Le champ hamiltonien quantique ng : Z— 87 associé a Sy, € C™(S5?)
est donné par

07 = %akz (4.34)
Démonstration. Les fonctions S7, 95, .55 sont, en fait, les composantes de ’application
moment de SU(2) dont P'action naturelle sur S®, Z — gZ avec g € SU(2), invarie «. Il

suffit alors de vérifier que oz(ng) = (nh/i)Z6Z = (nh/2)ZoyZ = Sy. O

Proposition 4.30. Le quantifié de la k-iéme composante Sy du spin est donné, sur

Uespace des spineurs (4.32), par?®

SpU(Z) = ngw(akz, Z,....7) (4.35)

Démonstration. On déduit de (4.18) : é;\I/(Z) = (h/z)ng\I/(Z) = (h/i)0[V(Z)] on 6Z
est comme en (4.34). Donc SpU(Z) = (nh/W(6Z,Z ..., Z) = (nh)2)0(0vZ,Z ..., Z)

puisque le tenseur v est completement symétrique. O
Exercice 4.31. Montrer que I’expression suivante
o) U(Z) = (g%, ..., g7'Z) Vg € SU(2) (4.36)

définit une représentation o du groupe SU(2), unitaire (pour le produit scalaire (4.33)),

irréductible sur I'espace des spineurs (4.32). C’est la représentation de spin %nh

48. En composantes spinorielles, on a

—~ h
Skta,..A, = ng YA(Ag... A, [0k
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Exercice 4.32. Vérifier que I’Equation (4.35) fournit bien la représentation de spin
infinitésimale (dérivée de (4.36)), solution des relations de commutation d’'un moment
angulaire

[5.5] =35

ol j, k0 =1,2,3, avec €, le symbole de Levi-Civita standard. *?

4.3 Equation de Schrodinger

La procédure standard de quantification géométrique associée a une polarisation
Galilée-invariante conduit naturellement a I’équation de Schrodinger via 'espace

de ses solutions générales dans le cas libre.

4.3.1 Fibré préquantique

e Nous avons déja introduit — voir la formule (3.5) — la structure présymplectique
(V = (TR3) x R,0 = mdv A (dr — vdt)) d’une particule galiléenne de masse m > 0
et montré que le groupe de Galilée (3.3) est un groupe de symétries (de présymplecto-
morphismes!). Noter que o = d (m(v,dr) — im||v|*dt) ce qui suggere d’introduire sur

la nouvelle variété W =V x T, décrite par (v,r,t,e'?), la 1-forme
1 2
B =m(v,dr) — §mHvH dt + hdy (4.37)

vérifiant, bien sur, df = (W — V)*o.
e La 2-forme o de V passe & 'espace des mouvements M = V/ker o = T*R? selon
la 2-forme symplectique w = dp A dq (cf. (2.6)) ou p =mv & q =r — vt (cf. (2.7)).
e On a trivialement 8 = —(r — vt,d(mv)) + d (hp + (r,mv) — im||v|*t), dou le

49. On utilisera le fait que {5, Sk} = Engg.
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Lemme 4.33. La 1-forme (4.37) de W descend selon la 1-forme
a = —(q,dp) + hdb (4.38)
sur M x T décrit par (p,q,z = €) o

1 1
0=p+ ¥ (r,mv) — §m||v||2t (4.39)

La variété (Y = M x T, «) préquantifie l’espace des mouvements galiléens libres (M, w)

d’une particule massive.

W=VxT —25Y=MxT
'ﬂ'l lT (4.40)
V=(TR)xR —— M=TR?

4.3.2 Fonctions d’onde polarisées

La polarisation naturelle est la polarisation verticale p = const. et les fonctions

polarisées associées sont données par (voir Exemple 4.24,1.) :

®(p,q,2) = z¢(p) (4.41)

avec ¢ € C®°(R?). L’image réciproque ¥ = (W — Y)*® de ces fonctions sur la
variété W (voir le diagramme (4.40)) est donc W¥(v,r,t,e") = e’ 1)(v,r,t) ol la fonc-
tion (v, r,t) = em/M (e v)=3IvI* 4] ¢(mv) est complétement déterminée par ®(p,q, 2).
La fonction ¢ étant a support compact, 'intégrale {pv(r,t) = Jas¥(v,r,t) du(v)
— ott du(v) = dv'dv®dv® — est convergente.
On en déduit le résultat important donné par la proposition suivante qui four-
nit un exemple de formation des équations d’onde dans le cadre de la quantification

géométrique.
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Proposition 4.34. [5] Les fonctions polarisées (4.41) sont en bijection avec les fone-

tions d’onde

w(nt) — /R;Se(im/ﬁ)[@‘,V)_é||V||2t] ¢(mv) du(V) (442)

solutions générales de l’équation de Schrodinger

oy R~
ih - = =5~ A (4.43)

Démonstration. On calcule aisément par dérivation sous le signe somme les quantités
O/t = [ (—im /(R [VIE (v, 1, 8) dp(v) & D5 /0a7 = [ (im /By w(v,r, t) du(v) ;
alors A = 67F 3% /02992 = [o,(im/h)?||V]]> (v, 1,t) du(v) = —(2mi/h) O /ot. O

4.3.3 Représentation du groupe de Bargmann

Nous relevons 'action du groupe de Galilée a la variété W en préservant la 1-forme

“préquantique” (4.37).

Proposition 4.35. Les symétries de (W, B) se projetant sur (V,o) selon le groupe de
Galilée Gal(3,1) forment un groupe : le groupe de Bargmann, Barg(3,1), décrit
par g = (R,b,c,e, f) — avec R € SO(3), b,c € R3 et e, f € R — et opérant selon
gw(v,r, t,p) = (V5 1r* t" ©*) ou

v¥ = Rv+b

r = Rr+bt+c

" = t+e

. m 1
o= et f—<b,Rr>—§HbH2t

Démonstration. Indication : calculer 8* = m(v*, dr*)—1m||v*||2dt*+hdp* ol (v*, 1", t*)
est donné par l'action (3.4) du groupe de Galilée ; déduire de la propriété d’invariance,
g* = B, I'expression de dy* puis de ¢* modulo une constante, f € R, le parametre

d’extension (centrale). O
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Exercice 4.36. Représentations unitaires irréductibles du groupe de Bargmann de

masse m > 0 :

1. Vérifier que le groupe de Bargmann est isomorphe au groupe des matrices 6 X 6 :

R b 0 c
! b B (4.44)
g = — € barg(o, .
~bR —3[b|* 1 f
0 0 0 1

2. Prouver que l'action de Barg(3, 1) sur la variété préquantique Y = M x T est %

p* = Rp+mb

1
q° = Rq- EeRp +c—be (4.46)
1

0r = 6
+h

1
(Rp +mb, c) — %HRp + mb||26 +mf

3. Déduire de (4.28) et (4.41), ainsi que de la question précédente que la représentation

(L*(R?), o) définie par

0(g)p(p) = eH/PlP-emlplemi] g p-t(p _ b)) (4.47)

est une représentation unitaire irréductible de Barg(3,1) de masse m > 0.

50. L’inverse de la transformation (4.46) est donné par

p = R7'(p*—mb)
1
_ —1 * 7 *
q = R (q +ep c) (4.45)
* 1 * L * (12
0 = 0 = [(ep") — 5ol IPe +mf]
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4.4 Spectre d’énergie de ’oscillateur harmonique quantifié et
demi-formes

Nous présentons ici la quantification géométrique de I'hamiltonien (2.9) de 1'oscil-
lateur harmonique isotrope (de masse m et de pulsation propre €2) a n degrés de liberté;

cf. Chapitre 2.3.1.

4.4.1 Préquantification

L’espace des mouvements est (C" w) ou la 2-forme symplectique w est donnée
par (2.8). Remarquons que cette derniere est globalement potentielle, i.e. w = df ou
B =mQ/(4i) (ZdZ — (dZ)Z), ow Z = (Z1 Z, - Z,) désigne D'adjoint de Z € C". La
préquantification (Définition 4.4) est donc triviale et donnée par (Y, «) avec Y = C"x T

et « = f + hdf (abus de notation). On écrira avantageusement

ms - . B m o,

Le champ de vecteurs hamiltonien Xy de (C",w) associé & H = smQ?|/Z|* est

calculé via (4.2). Quant a son relevé quantique, Définition 4.10, il est donné par

0 0

Xt =i (Za_z - Za—z> : (4.49)

Exercice 4.37. Prouver (4.49).

4.4.2 Fonctions d’onde polarisées

On vérifie encore, comme en Section 4.2.3, que les fonctions Poisson-commutantes
Z', 72, ..., Z" définissent une polarisation complexe F de (C",dZ A dZ/i); le relevé

horizontal de cette polarisation au fibré préquantique (Y, «) est alors
- 0

F=Pc—=. (4.50)
N0z,
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Théoréme 4.38. Les fonctions f-polam’sées de (Y, a) sont de la forme
U(Z,0) = e MU/, (7)) (4.51)

ou 1) est une fonction holomorphe de C". L’espace, H{-, de ces fonctions polarisées

devient alors un espace de Hilbert, une fois muni du produit scalaire hermitien naturel®*

(@,0) = [, D(Z,0)¥(Z,0) w", ou encore®?

(60) = [ SEw(@)e B o, (4.52)

Démonstration. Les fonctions d’onde satisfont a la relation de T-équivariance (4.17);
dans le systeme de coordonnées (Z, 0), cf. (4.48), ces fonctions ¥ : Y — C sont de la
forme W(Z,0) = €'©(Z), ot ¥ est une fonction complexe arbitraire de C". De plus,
la condition (4.20) de constance de V¥ le long de la polarisation de Planck F, donnée
par (4.50) dans ces mémes coordonnées, implique que 9v/9Z = 0, i.e. que ¢ soit une
fonction holomorphe (analytique complexe). Nous avons prouvé (4.51). La deuxieme

partie du théoréme est omise; voir [7] par exemple. ]

4.4.3 Hamiltonien quantique de I’OH

L’hamiltonien H = 3mQ?|Z|? est une observable F-quantifiable (4.23) car son flot
Z — e Z, pour tout t € R, préserve la polarisation F holomorphe choisie. Il est alors
possible d’appliquer la formule (4.18) donnant son quantifié H.

On obtient ainsi HU = —ihX%U = ePemQ2 /(00 7, 0y /0Z grace & (4.49) et
au fait que 9¢/0Z = 0. On obtient donc un opérateur self-adjoint H de (HT, (-, ),

obtenu par quantification géométrique, a savoir

Hyp = hQEY (4.53)

51. On rappelle que (—1)""=D/2" /)l = (mQ/(20))*dZy A ...dZ, NdZ* ... N dZ" est la forme
volume de Liouville.
52. V. Bargmann, Communications on pure and applied mathematics, 14 (1961), 187.
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ou

£E=Z-, (4.54)

désigne 'opérateur d’Euler.

Remarque 4.39. On connait le spectre de I'opérateur d’Euler, Sp(€) = N. Ainsi, le
résultat (4.53) implique Sp(PA[ ) = hQ N, en désaccord avec la mécanique quantique

qui prévoit un spectre décalé de Ey = %nhQ pour I’OH isotrope n-dimensionnel.

Cette remarque montre que l’espace de représentation de la quantification géo-
métrique doit étre modifié. La notion de demi-forme a ainsi été introduite (voir [7] et
les références incluses) pour remédier a ces difficultés.

Le nouvel espace de représentation est, dans ce cas, le produit tensoriel de ’espace

de Hilbert (4.52) par I'espace des demi-formes engendré par v = VdZ! A --- A dZ".
Nous définirons donc, suivant la prescription (4.18), le nouveau quantifié H de

I’observable classique H par

~

AW o) = ?Lxﬁ[(\p @ ). (4.55)

Proposition 4.40. L’opérateur quantique, ﬁ, obtenu par quantification géométrique

(4.55) est donné par

Awer)=hm(e+5)per (4.56)

Démonstration. Le résultat suit aisément de (4.53) et du fait que L, dZ¥F = iQdZ*,
H

pour tout k =1,...,n, impliquant finalement L,: v = ZQ%TL . O
H

62



Références

[1] P. Iglesias, Symétries et moment, Hermann, 2000.

[2] A. A. Kirillov, Eléments de la théorie des représentations, Editions Mir, Moscou,
1974. Geometric Quantization, in “Encyclopedia of Math. Sci.,” Vol. 4, Springer-
Verlag, 1990.

[3] B. Kostant, Quantization and Unitary representations, Part I, Lecture Notes in

Math 170, Springer-Verlag (1970) 87-208.

[4] J.-E. Marsden, T. Ratiu, Introduction to Mechanics and Symmetry, Springer,
1999.

[5] J.-M. Souriau, Structure des systémes dynamiques, Dunod, 1970. Structure of
Dynamical Systems : a Symplectic View of Physics, Birkhauser, 1997.

6] E. P. Wigner, On Unitary representations of the inhomogeneous Lorentz group,

Ann. Math 40, 149-204 (1939).

[7] N. M. J. Woodhouse, Geometric Quantization, Clarendon Press, Oxford, 1992.

63



