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EXERCICE 1. rot gr?ld f =0 pour f un champ scalaire et div rotV = pour V un champ vectoriel.

EXERCICE 2. AIRE D’UN DOMAINE PLAN & LIMACON DE PASCAL
1.) En coordonnées polaires (r,0) définies par (z,y) = (rcosf,rsinf), on a w = 1 r?df.
2.) Pas besoin de se préoccuper ici du signe de 7. On obtient directement comme paramétrage

possible, v: [0,27] = R?, 6+ ~(0) = ((2 cosf + 1) cosf, (2cosf + 1) sin 0), en remplacant r par

son expression dans la définition des coordonnées polaires.

3.) y=(2cosf+1)sinf = 0 pour § € {=2%,0, %, m, }C[ = 47r]

4.) Le point initial est v(=2%) = (0,0) et la courbe est parcourue (orientation) dans le sens trigono-

métrique. Les deux boucles ont pour seul point commun l'origine y(=2%) = v(%) = v(%) = (0,0).
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Ainsi pour 7y on a I; = [ 2n 27r] et pour 7, on a Iy = [%, .

5.) Substitutant r = 2 cosf + 1 dans P’expression obtenue en question 1, on a w = 3 (2 cos 6 + 1)?d#.
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6.) A; = / w= / 5 (2cosf +1)2df pour i = 1,2. Avec I'identité trigonométrique
(2cosf +1)? = 4cosf + 2cos 20 + 3.
Ainsi,

A = / (26030+1)2d0:/3(20030+1)2d0: [4sin0+sin20+30 _27r+%
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Ay = /3 5 (2cosf +1)2df = 5 [4s1n0+s1n20+30] P = — T\/_
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7T)Ona A=A — Ay =7+ 3v/3 puisqu’il faut éter au domaine K, le domaine K5 pour obtenir le

domaine K.

8.) 0K = 71 U7, ot la boucle externe 7; est parcourue dans le sens trigonométrique alors que la
boucle interne 7, est parcourue dans le sens horaire (orientation inverse de 73). Avec un tel choix des

orientations sur les deux boucles, le domaine K reste “a gauche” lorsque ’on parcourt son bord.

EXERCICE 3. DERIVATION EXTERIEURE ET INTEGRATION
1.) w est définie sur tout R3.
2.) On lit directement A(R) = 222 é,— (% + yz2) é,+x?yzé, car w est écrite sous forme canonique.

3.) La 3-forme dw = 0.



4.) w est une 2-forme fermée sur tout R® donc elle est exacte. Autrement dit, divA = 0 et A = rotV.
5) V(R) = zyz2é, — 2 ﬂ é, et la 1-forme « est définie sur tout R3.

6.) La 2-forme do = w. Ainsi w est bien une 2-forme exacte et A = rotV .

7.) D est le disque dans le plan z = 1, centré sur 'origine et de rayon R.

S est la sphére centrée sur l'origine et de rayon R.

8.) Le disque D a pour bord 9D le cercle dans le plan z = 1, centré sur le point (0,0, 1) et de rayon
R (I’axe Z est 'axe de symétrie de ce cercle).
Par contre, la sphére S est le bord de la boule B centrée sur 1'oringine et de rayon R.

9.) L’image réciproque de w sur le plan d’équation z = 1 vaut w = z%y dz A dy.

10.) / W= / z?y dz A dy. La fonction 2%y est impaire en y. Donc l'intégrale en y sur le disque

D D
{z% + y? < R?} qui est un domaine symétrique sous I’échange de y en —y est nulle.

Le calcul direct en coordonnées polaires donne quant a lui

forem R —cos®01*"
/:rQy dz A dy=/ / r3605295in0rdrd0:/ r4dr[ ] = 0.
D 0 0 0 3 0

11.) Par Stokes,/ a—/ da—/w—()
aD
) Par Stokes, /w—/ dw £ 0.

Ou encore (conceptuellement plus subtil) / w = / StOkeS / a = 0 puisque S = () vu que
as

S est sans bord.

EXERCICE 4. VOLUME D’UNE TOMATE
1.) Le Jacobien est donné par 72 sin 6.

2.) Le rayon r est limité par R(cos @ + 1). Ainsi le domaine des parameétres est

A={(r0,¢0)|0<r<R(cosf+1), 0<0<m, 0<¢p<2r}.

3.) Le volume se calcule comme intégrale triple emboitée puis qu’une des bornes sur r dépende de 6

(cos 8+1) r R(cos 6+1)
V = / drdydz = / r?sin @ drdfdy = / / / r2dr | dfdyp = 27r/ dfsin [ 3 ]
A 0 0
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