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∂(g ◦ f)
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= (g′ ◦ f)
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∂z
.

6q()?@?@�_�¦¥ �
?@��������?Z�Y()	²�'���.�W+ �
()���������
	���Þ�+
f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 ���

g ◦ f =
√

f
+���¢¤�
�²� Ø ����	��

g(f(x, y, z)) =
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x2 + y2 + z2.
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(g ◦ f)′(x) = g′(f(x))f ′(x) = ((g′ ◦ f) f ′)(x).
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∆f(x, y, z) =

(

∂2

∂x2 +
∂2

∂y2 +
∂2

∂z2

)

f(x, y, z).
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φ1(x, y, z) = xy, φ2(x, y, z) = 3xy2 − y3,
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x2 + y2 + z2,
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rot grad φ = 0, div rot ~V = 0,

rot rot ~V = grad div ~V −4~V ,

div (φ~V ) = φ div ~V + ~V · grad φ,

rot (φ~V ) = φ rot ~V − ~V ∧ grad φ,

div (~V ∧ ~W ) = ~W · rot ~V − ~V · rot ~W.
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grad φ = ~∇φ, rot ~V = ~∇∧ ~V , div ~V = ~∇ · ~V , ∆ φ = ~∇ · ~∇φ
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x = r cos ϕ,

y = r sin ϕ,
r > 0, 0 ≤ ϕ < 2π,

R�� » �¿���
����*)���©���4��()	?Z�3�m¢ß>������
�¦���
>�	7����	 | · | ��>¿������>���� || · || ¬ 6w�����
>����
	:���
� ���
�¦���
>�	��7�����������§>��©���
� ���
�¦���
>�	��>������'����	����w�§>��¨�
�-���
��()>����
�.�

∂~
¥

∂r
=

∣

∣

∣

∣

∂~
¥

∂r

∣

∣

∣

∣
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+,���'&§>�	���	"������()?N�������

K
��()> �"������������	�?@�������§�

��
����(�?Z?@�����
+�������()������	��()�-��()? ¬
» �0������	()��(����_��(�>����m¢é��¾�()	�0���J�W�����
>����
	©���J����> ¥DªÏ�	��()���������²�����������
���£¢ß����	�

A
��>-��()?Z�������_�������

K ¬
T ¬ 6w�����
>����
	q����	�
�����
?@�
�.���£¢ß����	�

A
Ø �£¢ß�������4�m¢ß>������¦����	�?@�������.���m¢¤()	��	��=T ¬

� ¬ �S¢ß����	� A
���J�W�����
>����J��>��������()?Z?@���£¢¤���.���
*)	������"��()>�¾�����+

A =

∫

K

dxdy ¬
Á �-�����
�¦��>����.�������'&�����*)��?Z���§�"��������	�����¾����
�

u = x + y
�¦�

v = x − y
+

���
���������	�������()?Z�������
∆

����������	�®��¾����
�
(u, v)

��
	�����.� Ø ����	���?Z�¦��	���	©������(�?N�������
K ¬Ö"()������	�>����J����Â���������()�0��>-��()?Z�������

∆
�
�����_���
�
	�������.������	©�����"�����
*)�����¡���
�q��>�	

u
�¦�

v ¬O �§>��������_Â�*)>�	��*��
()?@����	����§>�����()	�	�
���()����������()?Z�������
∆

�����§>��J����>�����()������	�� �
� ¬ Ö"������	�?@������	3�Ù¢ß��¥ ��	���������()�P���

x
���w���

y
�
�Zª«()��������()�@�����q����	�����¾������

u
�¦�

v
+§���q�W�����
>����
	7��� � ���
()¾����
�Z��>

�'&�����*)��?Z���§����������	�®��¾����
� ¬
V ¬"Á �-���
��>���	��+,����	�
���'&�����*)�
?@�
�.����������	�����¾������w���������Ù¢ß���.���
*�	������_��()>�¾�����+��®����������>�	w���

A ¬
¯ �_��	���Â��
	©�§>������
�©���
> ¥0�������
>�	�©���

A
��()�����
�����
�.�� é�

{
%| �����z�-�¦��}Z�
Ö4�¦���
	?Z�����
	3�®������	�
������()�N���4��������	���������()�@�®�=����>��w	����������"��>D�'&���?@�P���
���®����	��

f(x, y, z) = xy + yz + xzØ ����	²����	w��>-��()���.������Â���������	����_���
�����
>�	
~
¥

0 = (1, 1, 1)
�
�-�
(<()	���()�������
��	��
�¦�'����*)>��®����	���� ¯ �
��	���
����
�����
��� ¬��Æ2Ì�ÓÔÝ�Û°Ë��

grad f(~
¥

0) = 2~
¥

0 ¬
�



���������
	�������������������
��������	�	������
� �������
������� ���������
���"!$#%���'&���()��()*)�����
+,�-�
�.����()���"�0/213���4��576
�"8:9;�����4�<�
�������
���"���=��>�?@���.A BDCFEHGJI�K,LNMPO"�������Q�SR=T�U)U.VWM U)XP+Y� ��?Z�����	�=T

[H\:]_^4`qa-\ ]�b2c=d4e7fhg3i=d_jlk\onZ^wpQf,b2c=d4e rºtwvux yzr�r�r

{ � | �Q�z� �@�D� ��� �¿�P���P������� �@�����P�-��}D}D���=³ � � ���¦}D�-�P�����D��³ ��� ³%´ �D���P�����D��³
�����Qª«()����Â�¥ ���¿>�����()	��*)�����

O
�������_�Ù¢ß���������
�¿� �@���

R
3 +�>����Y()���.�_�����£¢¤�
������
� ¯ ������������¦�_��� O

�©�
��_	��
�Y�
	�
����	_>����)�������
>�	

~
¥�+���P��(���������()� ¬ 5%��	��®�@��>��¡����(����������§����Â���	��N�����Y()���.� Ø

~
¥ ¬Á ����( (�	���()�����
�����W��	²���
����������
��+

��¢ß���� Ø ����	������������®��¾��������W����(������§>��
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x = ρ cos ϕ,

y = ρ sin ϕ,

z = z,

ρ > 0, 0 ≤ ϕ < 2π, z ∈ R,
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Ë¦Î
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	�
��	�
�����.���
�.�4���¿Ñ��¦ÑNË3�'&���?@�-���
�¦��()	���
����¥ ��	���?Z�������������
> ¥-¾��������"���J��( ()	��()�����
�
�����¡���	����§���
� ¬
Á �·����	������>������
	
+%�W�����
>����
	��Ù¢ß��¥ ��	���������()�·��>��¡�����§���0��> *)	��������
�.���m¢¤>����Dª«()���¦����(��·��W��������	�

φ(~
¥
) = φ(r, θ, ϕ)��¥���	���?@���
�-�
(<()	��()�������
������&��
	���§>��
�

����&��
	����§>��
�
grad φ(~

¥
) = êr
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x = ρ cos ϕ,

y = ρ sin ϕ,

z = z,

ρ ≥ 0, 0 ≤ ϕ < 2π, z ∈ R.
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