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Gegenstand der Arbeit ist die Behandlung der Prédissozia-
tion (P.d.) von Molekiilen anhand eines Modells im Rahmen

der strengen Schrddingertheorie.

Mit P.d. wird die heuristische Vorstellung des strahlungs-
losen Zerfalls von diatomischen Molekiilen durch Ubergang
in nichtbindende Elektronenzustinde bezeichnet
[#,vII.2]), [LL,XI.90], ¢.f. auch 1.2 .

Spektroskopisch &uBern sich solche Dissoziationsvorginge
einerseits durch diffuse Banden(das sind Banden ohne fest-
stellbare Feinstruktur) in Absorptionsspektren, andererseits
durch Intensitdtsschwdchung in gewissen Bereichen von
Emissionsspektren [H,II.7} .

Der Heuristikientsprechend,sollten derartige Zerfallspro-
zesse durch Resonanzen des Molekiilhamiltonoperators zu be-
schreiben sein, i.e. Energie und Breite der Banden sind durch
einen Pol eines geeignet auf ein zweites Blatt fortgesetzten
Matrixelementes der Resoclvente gegeben [RSIV,Ch.XITI.6]). Die
Existenz solcher Resonanzen ist mathematisch nicht gezeigt.

Fiir den hier als Modell betrachteten Matrixoperator H in

12 (%) @ 12(r") mit dem Symbol

k%A + vy, x4
4
x4 -k + v,

(zur Definition c.f. 1.2, 2.1), lassen sich Resonanzen

beschreiben.

Dieses geschieht in Anlehnung an die "complex-scaling"
Technik fiir Einteilchenschrédingeroperatoren [2aC,71],[S,72]).
Fiir Potentiale V, und V., die den in 2.1 angegebenen
Regularitdtsbedingungen geniigen, definieren wir Resonanzen
von H als Eigenwerte eines nicht selbstadjungierten

Operators M (0)}.

FPlir ein Beispiel wird eine Approximation von "P.d."Resonanzen
berechnet. Es zeigt sich ein, von dem der "shape"Resonanzen
(zerfall vermOge tunneln durch einen Potentialwall [CDS,84))
abweichendes Verhalten im Parameter k.

.



1.9 DAS ADIARATISCHE MopELL FUR DIE MOLEKULENERGIE

Spektraluntersuchungen von diatomischen Molekiilschrddingex-
operatoren werden iiblicherweise in der Born-Oppenheimer
Approximation durchgefiihrt.Dabei wird das Molekiileigenwert-
problem durch eines fiir einen Matrixoperdtor ersetzt,der die
Bewegung der Kerne in einem effektiven Potential beschreibt,

welches die Elektronenfreiheitsgrade beinhaltet.

Wir zitieren in diesem Abschnitt einige strenge Resultate aus

[cDs,811.

In Koordinaten des Massezentrume der Kerne (CMNS) wird als der
Hamiltonoperator von N+2 "Teilchen"(A,B,1..N) mit Massen
(mp Mg, m =1), Ladungen (Z,,%g,~(e=1)) und Coulombwechsel-

wirkungen betrachtet:

4 N
RO = 5 (%r( T py)? w0 b (k) =2 (% (V*17)
N Za R L L Zpl
el y.=1 2 _ _ B 1 A‘B
H W (x):i=5 % Py ETEKEZEIT leBx+xi|4 Eki_xj[ + T3]

Die Bewegung des Gesamtmassezentrums ist bereits absepariert.
Es sind dabei: _ '
x,p die Operatoren der Relativkoordinate und des Impulses
der Kerne,
X 1Py die, der Koordinaten und Impulse der Elektronen im
Massezentrum der Kerne,

4 _ -1 -1 . -2 . -1
k™ M, +mB ,r.=mAmB(mAme) -'sA,B'=mA,B(mA+mB) ’ZA,BEN'

Fiir die strenge Behandlung der Approximation wird folgende
technische Vorraussetzung bendtigt:

Annahme: Es existiert &>0 und eine glatte Funktion
+ . .
e: RT » R mit distle(Ix1),0E (%) 128 (xerR>~(0) ).

Bem,: Es gilt:
o (Hel (%)) n (~=,e(Ix])) < Od(HEI(x)) (x€ER~(0) ).

Motiviert durch die Kleinheit von k fiir physikalische Werte
von m, ,mg wird nun der "adiabatische" Operator v2P gefiniert.



mé@f;im
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Sei_ P(x)-—“ L) O s

 der Spektralprcjektor von H 1(7yﬁﬂfkéR3) aufgefaBt als
Operator in L2(R4N).
In L2(R3(N+13) = fepx L

(1) pAD:=fagx P (x)

2(R3) sei dann:

10 EP ) 1= PPPa ) pPP |, b (PP (x)) :=pPDp2 (r3 (N 1) g0 2 (z3 (N4 1)
Dabei ist PAD+g:=1

Bem. :

Wegen der Annahme gilt dim Ran(P(x))=n (n geeignet,xERB\(o))
Weiterhin gilt:
Satz:

#*P (k) ist selbstadjungiert.

In [CDS,81] fiir den Fall dim Ran(P(x))=1,
in [E,85] flir dim Ran(P(x))=2 ist das folgende, fiir die
Spektraluntersuchung von H(k) grundlegende Ergebnis gezeiat:
Satz E:

Sei ELC(k) € o (K™D (k)) N (-=,infe(lx])) der j-te

Eigenwert von H™ (k) (vom tiefsten mit Multiplizitit
gezdhlt),
Ej(k) € od(H(k)) N (-=,infe (Ix!)) der j-te Eigenwert

von H{k)}, dann gilt
E;(k) - BS0(k) = o(k®)  (xv0).

Fir die unteren Eigenwerte von H{(k) ist in diesem Sinn also
der Fehler der Approximation durch H™D (k) kontrolliert.

Um weitere Aussagen zu erhalten, wird HAD(k) isomorph auf einen
Matrixoperator [H(k) fiir die Kernbewegung abgebildet.




Satz:

Sei n:= dim Ran(P(x)) (x€ER°~(C)).
Es existiert eine Familie

( (ei(X))i€(1..n) )XERB\(O) mit:

(ei(x))iE(1..n) ON-Basis von Ran(P{x)) so, da88 gilt:

7 N
ax L2 (&) - @ 2 &H
1

. ( 91(}{)(.) r ‘P(X;.) )
P(x,.) p :
(en(x)(.} r Vix,.) )

ist unitér. _
(.,.) bezeichnet hier das Skalarprodukt in L2(R3N).

(11) 9P (k)3™! ist wohldefiniert und selbstadjungiert.

Dann sel definiert:
_..AD -1 _ 1.4, _ ;
H(k) :=JEPD (k)37 = 2k (B, + Bgpp) + Ve mit

x'mnt= T8 dmn

(A
T _s= (e (x) , [-A +r(zp;)?le, (x) )

eff ™0
=2 em(x) ' 1Vxen(x) )1Vx

(Vé¥%)mn:= Em(?)amn' wobei hier E_(x) der m-te Eigen-

wert von Hel(x) ist.

Nun wird die Heuristik der Prddissoziation deutlich:
v oo 1,4 1, 4
(k) = k™ (=B )W e +zk T e

_ A 14, . 1, 4,
_? -z—k Ax+£'.nl +-2'k -ﬂ‘eff

: 1.4

ein in das Kontinuierliche Spektrum eingebetteter Eigenwert E
von ? h, mit E€og(h,) (1 geeignet) kann durch die Stdrung

mit %k4?;ffzu einer Resonanz von {H{k)} werden,i.e in einer Um-

gebung von E gibt es kein Punktspektrum aber einen Pol in einem



" auf ein zweites Blatt fortgesetzten Resolventenmatrixelement

~von MKl — I -

Solche Resonanzen sind 2zu unterscheiden von "shape"Resonanzen,

die durch tunneln bereits in C)hl(k) vorhanden sind.
oA

Nach dieser Erl&uterunyg der Heuristik sei darauf hingewiesen,
daB Satz E nur eine Aussage {iber die Arproximation der Eigen-
werte von H(k) durch die von {H{k) trifft { (k) und HAD(k)
sind unitdr &dquivalent). Der Zusammenhang zwischen Resonanzen
von H(k) und Resonanzen von fH(k) dagegen ist nicht geklért.
Dieses Prcblem so0ll hier jedoch nicht behandelt werden.



2. EINE COMPLEx-SCALING METHODE ZUR RESCHREIBUNG

ner RESONANZEN voN H

Sei k > o eine festgewdhlte Zahl.
Als Modell flir den Matrixoperator H (k) in 1.2 betrachten

wir, wie bereits angedeutet H := :IHu + K mit
~x4a + A 0 )
Hy = 0 k% + v, und

0 k4)
K = .
k! o

Nach 1.2 entstehen "P.d."Resonanzen von H aus eingebetteten
Eigenwerten von ]Hu durch Stdrung mit der Kopplung X.

Der Modéllcharalgter von H wird neben dem des "phyéikalischen"
Operators M(k) durch die Trivialitdt von K sowie durch
die Forderungen an die Potentiale in H_ bestimmt.

Wir geben Bedingungen an VD (Dilatationsanalytizitédt,
Def.(2,3)) und an VC (Def.(2,5)) an so, daB I—Iu, H
wohldefinierte Operatoren sind und analytische "Fort-
setzungen" ]Hu(.) , H(.) in D © C mit explizit bekanntem

Uess( :E-Iu(-ﬁ) Y, Uess(. H(8)) (2€D) definiert werden kbnnen.
Damit 1&Bt sich wie in [S,73] das StSrungsproblem fiir ein-
gebettete Eigenwerte von ¥, auf ein analytisches fir

diskrete Eigenwerte von I—Iu(e) (8eD geeignet) zuriickfiihren.
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Sei mit Ho der Hamiltonoperator der freien Bewegung auf der

Ralbachse mit Dirichlet-Randbedingung kezeichnet, i.e. fiir ein
k»o ist Hd der. zu der Form

q (8,¥) := (k%Do , k2

DY) ( @,V EH;(R+) )

assoziierte selbstadjungierte Operator.
H;(R+) ist der AbschluB von Cz (R+) in der qo-—NormJ
g2 = (Do, kDo) +(6,4) (6 € €7 (RF) ),  Dder Operator
derxr gifferentiation im L2(R+) im Distributionssinn.
L(R") := 12@®") & 12 @®" .
Def. (2,1):
Sei 8 € R.
W E @ 0 = %Py v e L2(®D, £.£.a. x € &Y.

(11) ve) : n2@rRY - 1n2EH
y:=(w1) . (U(B) o J (q1)
wz o u(e) wz
Bem. (2.2)

(i) w©O{.) ist unit&fe Darstellung wvon <R+,+> inILZ(R+).

Bew. :

Hw (Bl %= Huce)p, 1P+ @), IP = g 17 (@ € 2 (™), 0€R )
Darstellung klar.
{(ii) U(9): H;(R+) - Hg(R+) ist beschrdnkt in der qD—Norm.

Bew.:
2
HO)wIL = lk2Du(B)wiP + 1U(8)yIP
qo 6
= He"k%py1P HipIP
2
‘ 26 . 1,4+
< l(e +1)iﬁwlh (v € H (R) ).

o



(1) @ +)

Tm Folgenden machen wir von einigen Notationen Gebrauch:

Sei ( M,dm ) MaBraum, '

T Operator in LZ( M,dm ), O(T) :=( ¥ € L2 (M,am)/ [I¥TI<= ).
Dann ist durch qT(¢,w) := [FTY  ( d,¢ € O(T) ) eine Sesqui-
linearform definiert.

Manchmal benutzen wir die Bezeichnung [¢,T§] :=qT(¢,w).

Ist T selbstadjungiert, so ist G(T) sein Formdefinitionsbereich
und Ay dicht definiert und abgeschlossen.

Fiir eine beliebige Sesquilinearform g bezeichne Q(g) immer den
Definitionsbereich. '

Fir a>»o sei B :=( 6 €C/ |[Imbl<a ).

Def. (2,3):
Sei a »o.
Ein Operator V in LZ(R+) heift dilatationsanalytisch in Ba
falls gilt:

(i) Ay ist symmetrisch, Q(v) o H;(Rf),

" -1/2 1/2

-1/2

ist kompakt
-1/2

V(H +1)

(151) (®_+1 " 20 (0)veTT (8) (H +1) hat analytische Fort-

setzung als beschrénkter Operator von R nach B, »

Bem.: Dies ist die {ibliche erweiterte Definition wvon
Dilatationsanalytizitit [S5,72] .

Satz (2,4):

Sei a > o, V dilatationsanalytisch in Ba .
Fir BEBG seien:

-2
g, (8) := e eqo mit Q(g_(8)) := H;(R+),

= . R
G(e) : d,(8) + dy gy mmit O(q(8)) :=H (R)).
Es gilt:
(1) g(.) ist analytische Familie vom Typ{a) in Bmin(u,ﬂ/4)
(ii) fiir € » o existiert ein z€C so, daB
NumRan g({®) = (E€EC/ 2ImB-c <arg(E-z) <2Imb+e ).

Bew.: [RSIV,Ch.XIII.10] .

Zur Definition von analytischen Familien c¢.f. Anhang.



Def. (2,5): i

" sei ovo.
+ . . . .
Ein Potential V in L2(R ) heiBft c-analvtisch in Ba
falls: '

(1) verL) _(R"), V(x) >0 (£.f.a. x€R")

(ii) U(B)Q(V) =0(V) (BeR) und
es existiert eine analytische Familie qv(.) voém Typ{a)
in Bu mit:
ay (8) (6, )=q (U1 (0)¢,U7 ' (0)¥)  (BER; $,vEQ(V))
(iii) Fir die Formsumme H :=HO;V gilt:
(H-E)~1 ist kompakt (E€p (H) geeignet) .

Bem. :

(i) a4, ist dicht definiert, abgeschlossen, symmetrisch,

 halbbeschri&nkt, Q(V) f H;(R+) ist dicht in L2 (RY).

(ii) Da qo(.) analytisch(a) in B,ﬂ/4 ist, ist auch
qc(.) :=qo(.)+qé(.) analytisch(a) in Bmin(a,w/4) .

(iii) Plir den zu qc(e) assoziierten maximal sectoriellen

Operator H_{8) gilt:
HC(B) hat kompakte Resolventg (GEBmin(u,ﬂ/4)) [K,VIITh4.3];

Die Klasse der c-analytischen Potentiale ist nicht leer, wie

das folgende Beispiel zeigt:

Beispiel(2,7):
(i) Sei V: R* -+ rf homogen‘vom Grad h (h>o geeignet).
Der maximale Multiplikationsoperator V ist dann

c-analytlschlnBﬂ/Zh.

(ii) Sei N eine natiirliche Zahl und filr n€(1,..,N)

Vi gt 4 r* homogen vom Grad h, (hn>o geeignet).

V o= \Y ist dann c-analytisch in B

n ﬂ/amax(hn)

M2



Bew, :

Wegen ? ee/2$(eex)V(x)ee/2w(eex) dx
&)

- [ TevEe Sue) ax = e IV (6,0€0(V) )
ist U(B)IQ(V) = Q(V) (BER)

Analog folgt:

q, v g, @ = ¥ o, 0)  (4.vEQ(v), BER);
also ist mit

qv(.) analytische Familie mit der geforderten Fortsetzungs-
eigenschaft.
Die Kompaktheit der Resolvente sieht man so ein:

— Vi{x) x>0
Sei V(x) :=
V{-x) x<o0

dann gilt filr

~

H o= ~k*ad  mit Q) := 'R n oW):

(8 -E)™7  1ist kompakt (E€P(H)). Bew.:[RSIV,Th.XITI67]

sei HP:= —k%ﬁf mit Q(HD) :-—-[H;(R") @ H;(R+)]nQ('\?)

{(dabei ist die Einbettung von ..@.. in L?(R)

nicht extra notiert).
Nach der Kreinschen Formel existiert fiir EE@(E) n p(HD))
ein Operator'P(E) mit rankP(E) =1 so,daB

(H-g)"1 (HD—E).-‘I = P(E).

Damit ist (HD-E)‘1 kompakt.

Mit H_:= -k%ai¥]  una Q(H_):= H;(R_) n o 2)
R IR

- gilt aber:

1 1

(HP-E) =(H_-—E)"1 ® (-E)

woraus die Kompaktheit von (H-—E)—‘l

folgt.
" Bem, 3

Die Notwendigkeit der Bedingung 7/2h an den "Winkel"
ersieht man aus der Sectorialitdtsforderung fiir Typ(a)

Analytizitdt baw. aus (ii) der obenstehenden Bemerkung.

~10-



Nun k&nnen wir die Symbole ¥, H zu wohldefinierten selbst— ..

“"adjungierten Operatoren machen und analytische Familien

Bﬁ(.), H{.} in Ba definieren,dile fiir reelle Parameter unitdr

dquivalent zujmu,:m sind.
Def.(2.8):

Sei IER; aD,ac>o;
VD dilatationsanalytisch in Ba )
D

V_, c-~analytisch in B_ .
c G

Fiir SEBG mit a:émln(aD,aC,n/4) und

R I 1, +
Pry € Qg ,(8)) :=H (R) @ [H_(R') n Q(V.)1sedi

(1) q, {6]: @efiniért durch:
+ qo(ﬁ)(¢2:¢2)+qvc(9)(¢2r¢2) .
Nach Konstruktion ist q‘J(.) analytisch vom Typ(a) in B,

und definiert eine analytische Familie vom Typ (B)

B () oo (HD(.) 0) . (HO(.)+}:+VD(.) o) ) .
un'* . . L. et .
0 H(.) o Hy (2049, ()
(ii) H(9) := I-Iu(e) + XK , DCH(B))=DCIHu(9))-

[o] k4
Dabel ist K := 4 . .
k™ o

Bem. :

(i} XK ist beschrinkt und dndert sich nicht unter einer
bilatation, damit ist auch H(.) analytisch vom Typ (B).

{ii} Die Konstante I in HD(B) bestimmt fiir reelle 6 den Boden

des wesentlichen Spektrums.

-1]1-



7.2 SPEKTRALE EI1GENSCHAFTEN VON HU(.), H(,)

RESONANZEN

Wir machen von folgender Xonvention Gebrauch:

Sei T abgeschlossener Operator,

od(T) := Menge der isolierten Eigenwerte von T mit endlicher
algebraischer Vielfachheit,

Oogg (T} 2= O(T)N04(T) .

Satz(2,9):

Fiir die in (2.8) beschriebene Situation gilt:
(i) o(l{u(e)) = U(I-Iu(9+x)) (X€ER, OE€B,)
(11) o __(H_(8)) = e 2°[1,=) (seB)
(111) ogq( H (8)) = 04(H(8)) U 04(HLIN(Z) (6EB_~R)

(iv) mit 6€B_ und ImB€(0,a) ist:
' Gd(IHu(B)) < [R U (EeC/ arg(E-I)€(~2ImH,0) J]

od(]Hu(B)) N R = Upp( :IHu)\{Z)
cd(:ﬁu(T)) c od(:Hu(e}) (ImT€(0,Im8) )
{(v) mit wED(ZHu), E° so0,daB :Huw = Ey,

y{6) := U(6)V hat analytische Fortsetzung von R ﬁach B,
y(e)eD( ® (6)),
:mu(s)w(e)= Ey(6) (BEBa) .

" Bew.:
(1) :Hu(e) und:Hu(6+x) sind unit&r &guivalent fiir x€R.
(i1) o ( B (8))=0(H,(8)) U o (BL(8))

= cess(HD(e)) U Ud(HD(B)) U od(HC(B)).

Die Aussage folgt dann mit der analogen fiir HD(B)
[RSIV,Th.XIII.36)

-12-




“(iii) zu zeigen : od(Hc(e1))=gd(HC(egBh (91,826130‘)4

{iv)

(v}

*=Seien:also=8i¢ 92 eééﬂfléEﬁiﬁE%GT}ir*dann“existiért””””“”

hn)

§>0 und n (m6glicherweise mehrdeutige) Funkticnen B,
in U6(61) mit Ei(B)EU(HC(e)) (6€U5(81))

und ME(E) N B(Ei(e))] = 0(Hc(8)) N Ug (E) (e>Q ceeignet),
i=1

Nun sing HC(81) und HC(81+x) (Xx€R) unitdr dquivalent

also Ei(81) = E£(81+x) (6,+x € U6(61))'
r a_{(6-86 )m/p {(p geeignet) folgt mit
m=o M 1

Wegen Ei(s)

dem IYdentitdtssatz fir Reihen:

Ei(ﬂ) =E (6 EU6(91)' ie{(1,..,n)).

Sei nun yv: {o0,1}] = C stetig mit Y(o)=e1 r Y(1) = 82 .
Angenommen E ¢ o(HC(Bz)) dann ist

s[:= sup(telo,1]/ E€oq(H,(y(x))}) fir x<t )]<1 .
(Hc(.)-z)_1 ist analytisch fiir zEp(HC(y(s)) in Umueb(y(s))
- ZEp(HC(Y(E))) filr ly(t)-v(s)i<e (>0 geeignet) und
(H (Y (£)) =2) 7 = (H (v (s)) =2) >0 (t - s)

= E€0(H (y(s)))= 04(Bo (v (s)))

= EEU(HC(?(s+r))) (r€(o,1) geeignet) {f .

Die Aussagen folgen aus (iii) und den bekannten Eigen-
schaften von HL(8) [RSIV,Th.XIII.36] .
Folgt aus dem Lemma von O’ connor = [RSIV,XIII.11 p.196] .

Um derartige Aussagen auch ilber das Spektrum von H(8) machen
zu kOnnen , brauchen wir genaue Informationen {iber oess(:H(U)) .

Lemma (2,10}

(i)

Seien A, B beschrédnkte Operatoren in einem Banachraum
und A-B kompakt so, daB

das offene Innere von ¢ (A) = @,

(ii} in jeder Zusammenhangskomponente von p(A) existiert ein

Punkt aus p(B)

-13-



dann gilt:

O og (B) = GeSS(B)

Bew.: [RSIV,XIII.4 Lemma 3]

Korrolar(2,11):

Fir 6€n, gilt:

L(H () -E))"'-(m(8) -E)”" kompakt (E €0 (6)Np(H(8)) ge.:

= o (H (8) =o__ (H(8)).

Bew,:
. i _ -1 et PO o -1
Bezeichne Ru.— GHu(B) Eo) , R:=(H(9) Eo) .

Nach dem Spektralabbildungssatz gilt:

BEG g (Rpyy) *(Eg+ 1/BEo (Hp ()

und wegen Satz(2,10):

0. (B) = (EEC/ E=(e'29t—Eo)'1 (t€[E,)) ).

Also ist das Innere von O(Ru) = @, p(Ru) ist zusammenhdngend
H(8) sectoriell.Daraus folgt: oess(Ru) = oess(R).

Damit ergibt sich die Behauptung durch nochmaliges Anwenden

des Spektralabbildungssatzes.

Camit gilt nun folgender
Satz({2,12):
Die in (2,9) fﬁr:Hu(B) getroffenen Aussagen (i), (ii), (iv), (v

gelten auch fiir H(0) .
" Bew.:
. . ‘. -28
Zu zeigen ist (11),also cess(:H(B)) = e [Z,).

Die librigen Aussagen folgen dann aus der Analytizitit

von H(.) analog wie in (2.9).
Wegen (2,11) bleibt zu zeigen:

(I—Iu(B)—E)-1—( ]H(@)—E)_1 ist kompakt (E€p( :lHu(B)np( H(6)) ce.

-14-



_Es gilt: D(H (8)) = D{H(8)). _ S

TTHI(B) ist sectoriell alser T
I (B, (8)-B)" "1l <laist(E, NumRan@H (8717 .

wihle E so,daB HI((}HJB)—E)-1II< 1, dann gilt:
1 1

(H(0)-E) -(H {6)-E)
=(H_(0)~E)"" (8, (6)-E- H(8)-E) (H(8)-E)™
_ -1 -1 P N
=(H_ (8)~E)  K) (H {(8)-E) (1 +R( F_(8)-E) ')
0 (1,(0)-8) 'kt (ag (0)-E) 7 =

= - _ - (1+IK (H (8)-E)~
1. (0)-E) " %4 (e)-B)"T o u

Der linke Operator ist kompakt, womit alles gezeigt ist.

Bemnm. :

An dieser Stelle genau geht die ( unphysikalische’)

Vorraussetzung der Kompaktheit der Resolvente von HC(B)
~ein ( c.f. (2,5) ) .

Um eine Theorie mit schwicheren Bedingungen an VC zu machen,

nmiifte ein Abfall der Kopplung im Ortsraum ausgenutzt werden.

In Analogie zu der iiblichen Resonanzdefinition fir atomare
Schrédingeroperatoren mit dilatationsanalytischen Potentialen,
und ohne hier die physikalische Relevanz dieser Methode zu
diskutieren, charakterisieren wir nun die untersuchten Objekte

wie folgt:

Def. (2,13):
Ein E, flir das gilt:

E € Od(Iﬂ(e))‘~R ' (B€B mit ImO€(0,a) geeignet),

heiBt Resonanz von M fiir die in (2,8) definierte

Situation.
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3. ANALYISCHE STORUNG EINIGER EIGENWERTE VON H, DURCH K

Durch Anwendung der analytischen Stdrungstheorie erhalten

wir Aussagen Uber Elemente von

Gd(iﬁ(ﬁ)) ~ R (BEBa, Ind>0) .

Eine "goldene Regelh kann fiir den Imacindrteil des ersten nicht
trivialen koeffizientenlder"Stﬁrungsreiheffﬁr‘in oegs(Hb)'liegen
Eigenwerte von Hg gezéigt und damit die heuristische Kon-

zeption des Zerfalls {(c.f. 1.2) erldutert werden.

An einem expliziten Beispiel wird der EinfluB des wesent-
lichen Spektrums auf die Abh&ngigkeit der Resonanzen, die

durch die Kopplung mit X entstehen,vom Parameter k deutlich.



5,1 QuaLITAT DER STORUNGSREIHE UND DJE "GOLDENE REGEL"
Satz (3.1):
Sei Ec Ecd(HC) nicht entartet,
EC 4 GPP(HD)’ EC # I,
Vo €D(HL), ¥ =0 , MY _H =1, HY, = E¥s
dann ist fiir
8€B_, Im8 > O

ECE od(:Hu(B)) nicht entarteter Eigenwert mit Eigenvektor

(o] ]
%(e)=( ) :
Vo (8)

Sei B eine Kreislinie, die Ec vom Rest von o(:Hu(B)) trennt

£ := [sup k¥ max( 1l (B, (8)=E) " 1l 118, (0)-E) " T1p) 1.
E€B |

Dann gilt:

(i} Es existiert
E(.) = Q:(O) - C analvtisch so, daB

E(B) €o4( H (8)+8 K =: H(0,8) )

- n
E(B) = Eo +

nM 8

a_B
4 B
(ii) Fiir die Koeffizienten der Stdrungsreihe gilt:

(anEC geeignet, B EUE{O) )
n

a, =0 { n ungerade )
8 -1
a, = 5%? i (wc(ﬂs,(ﬁgjﬁ)-E) Vo (8)) aE
B E. - E
c
Bew, :

X ist beschriankt
= H(8,.) ist analytisch vom Typ(A) in C [K,VII Th.2.6] ,
woraus die Existenz von E(.) mit dem Kato-Rellich Theorem

folgt.
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-1
Fiir 8 < [sup k4|HIHu{8)—E)-1H} wird durch B auch
EeB

o( H(8,B)) getrennt. Dann ist der Projektor von H(6,8)

auf den gestdrten Eigenraum gegeben durch:

P(0,B) := - 5= § (H(8,8) -F)
B

"1 aE  (seu, (0)).
Wegen E(B) = tr( H(6,B)P(6,B)) ist das Analytizit&tsgebiet
von EB(.) in UE(O) enthalten .

1 1

Mit |i( IIHu(G)-E) i)

folgt (i).

Il = max (11(H,(8)=E) " I, 1I(H;(8)~E) "

F{ir die Berechnung der Koeffizienten der Stlrungsreihe
bendtigen wir folgendes

Lemma :

Sei:Pu(B) der Projektor auf den Eigenraum zu E, i.e.

Hu(x)
]Pu(x) = P(EC) (%€R)
o 1 -1
P,(8) = - 5= ¢ ( H, (8)-E) 'dE (6€B ~(R) ).

By
Dann gilt:

(1) P_(8) =1y (8)><y (8] (6€EB ).

(11) z(6)€ DB (6)) und T (0)F_(0) = E, J (0T .

c

Bew.:

Fir x€R ist H_ (x) selbstadjungiert also ist P (x)

orthogonal, damit P (x) =l (x)><f. (x) | =th(x)><¢éfx:

Yo(.) ist wegen Satz (2.9 (v)) analytisch alsoc auch
l@&{.)><gai.51. Mit der Analytizitidt von:Pu(.)
folgt (i) aus dem Identit#tssatz.

(ii} ergibt sich dann aus

* —_ [
P(8) = F (8T >ch (8) | und (i, (8) FTTON) = 1 (8eB,).



- Damit-erhaltem wireine leicht zu entwickelnde Formel — -~

_fiir E(”B):
{ U(C(G),]H(G,B)JP(B,BN(C(G) )
= E{(B) (II(C(B), ]P(G.B)‘{f’c(e) )

=( ¥, (), (H (B)+8 K) P(8,8)y_(8) )

I

B (Yo (8), P(0,B)Y,(8) ) + (Y 107,86 KP(8,8)y,(6) )

( (87,8 K P(5,8)¢_(6) )
-~ E(B) = E_ + -
(W (B P(8,B) Y (8) )

Fiir |Bl < £ ist:

4 (2m-1) m 8m m
oo D Xk (DC)’ k°™p(cp)™ o
——Lf s (8™ R AT | 1a
B

(o™ o o . x®c(pc)™

1 1

sder Term mit B~ ' sei 0;

mit: IRu(B,E) 1= (nu(e)-E)‘

- e 01
D := (Hy(8)-E)"', C := (H(8)-E)"' ;

BK®P(8,B) =

8m m 4(2m+1) m
o x“"(cp) o) 0 k D (CD)
r [g2m ~g2mt1 | la

m=0

= 1
211
k4 (2m+1)

o k%M (po)™ cmo)™ o

Damit ergibtsich mit der gleichm8Bigen konvergenz:

2mi

(FeT8T 8 KB (8,8) 4, (0))=E oz $X° (G 18T, (00) ™y, (0)) 67" am

2m
cmB

z
m
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9 8m ~ m 2m

= z_ oTEH $ k ( wc(a), C(DC) ¢ _(8) ) B dE
=0 B
g 2m

= Z b B -
m=o ™M

Nach Konstruktion ist dann:

- ¥ cm82m
> a_ gt = D=0 )
m=1 = 2m
I b 87
=0
womit sofort folgt: a =0 ( m ungerade ).

Wegen der Analytizitédt von E{(.) in UE(O) und bD # o

konvergiert der Quotient in UE(O).
Mit _c1 s a2bo und

b
o

- 5= $C 18T, (H (8) -B)™' p_(8) ) &E

1 ¢ ¥(8), ve(8) ) 4p

- T 2ni
E, - E
o 1 1 _
= - 7T § —— dE =1 folgt:
E, - E

8
a,= = 5= ( U187, (Hy(0) -B) "' (u (8)-5) Ty

2ri

dE

R CIY -1
271 ‘
Ec - E

Damit ist alles nachgerechnet.

-20-
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Um nun Aussagen iliber das Verhalten von E(B} im
Parameter k machen zu k&énnen, miifte man neben
Information Uber die Abhd&ngigkeit der dilatierten
Eigenfunktionen von k auch Wissen {iber die Resolventen

(H, (8) -5)" ! und (Ho () -8)” ' erwerben.

Flir den Imagindrteil wvon a, gibt es auch fiir die Situation
von (3,1) eine Berechnungsformel ( "Goldene Regel" ).

Hier treten nur noch mit selbstadjungierten Operatoren

assoziierte Objekte auf.

Satz(3,2):

Mit den Vorraussetzungen von (3,1) gilt:

-8 4 Hp
IImazl =7k ﬁ(ujcr P(—W,E) lpc )
E=Ec

dE .

8 ( JLT0), (Hy(8)-E) 'y_(e) )

k
a——-——.§
2 2ri

Ec -BE

Nun ist ( wciei, (HD(G) --)-1wc(9) )

analytisch in dem von B begrenzten Kreis, woraus

mit Cauchy”s Formel folgt:

x® ( 3707, (B, (8)-E) " 'y_(8) )

= Lin k% YUOT, (Hy(0) ~(&_+ie))™! y_(B) )
[ Ko
. 8 Tl -1
= lim k" ( ¢_,(H, -(E_+ig)) v, )
VO c D c c
k8
#-Inaz =tig 5&{[ (wc,RD(Ec+i€)¢c) - (wc'RD(Ec_iE)wc)]

=IIma2! wegen (2,12 (iv)).

. ' -1
Dabei ist RD(E) = (HD-E) .



Andererseits gilt fir E>Ec r 220 mit der Stoneschen'

Formel flir die Spektralschar:

Bp
( 1Lc' P(E -a E)wc )
c
1 EFS . .
=lim lim 3¢ { ( wc,RD(t+1€)¢c )= ( WC,RD(t-IE}wC ) dt
S¥0O £¥O Ec-a+6
1 E+6
=Léim 71 J linly Ry (t+ie)y ) - (boiRp(t-ie}y, )lat
VO €xO
Eqt6-a
1 f
= g lim - a0
2wl E-a €vo ’

wobei (2,9 (v)) benutzt wurde, was die meromorphe Fort-
setzbarkeit von RD(.) von C+ nach C durch R und
umgekehrt impliziert. ,

Auf einer heuristischen Ebene besagt diese Formel, daB
die Zerfallswahrscheirnlichkeit des durch wc repréisentierten
Zustandes durch den Uberlapp von wc mit dem Kontinuum

ven H. gegeben ist.

D :
Aus der FKonstruktion ist die Bedeutung der Kopplung
K ersichtlich.

-22-
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Zundchst zeigen wir ein Lemma, welches erm&alicht,
Bekanntes iber die eindimensionale Bewegung fiir Aussagen

iiber Probleme auf der Halbachse zu nutzen.
Lemma (3.3)

Sei fiir ¢y € L°(R)

(Uy) (x) := b (x) 5 Y (-x) { f.f.a. xER )

die Projektion auf den abgeschlossénen Teilraum
der ungeraden Funktionen.

Sei V ein Potential in LZ(R) mit
(1) V(x) = v(-x) (f.f.a. X€R )
(ii) Entweder ,
V relativ formbeschrénkt mit Schranke kleiner 1

zZu —k4A mit Q(-k4A) e= H1(R)
oder

1

V>o0,Ve Lloc

(R)
und sei T: UL2(R) - LZ(R*)

v 2’/2w|R+ :

Dann ist T unitdr und es gilt:

. . 4 - _1
H + V| . =7( -k +v) B L
° IRt IUD(-k4A+V)
Bew. :
Beh.: "B (&) now| ,) = tuw' (® now)

R 1
TUH (R) N TUQ(V).

Bew,. :

‘e (R e Tuct(R) = B) (RN < TOCTRY i, =run' (R),

wobei 14115, := (k°Do,k°De)+(6,0) (46 CT(R) ).

73



Fir — ¢€0(V| ,) gilt:
R

w>  JI1Fvel = 2 I gvr Yol = Jir ¢ v g
O O -
Also ist T '¢ € O(V) .

"S> Sei ¢ € TU(CZ(R)),

a:= max (x€R+/ X € supp ¢)

(¢((x—a/2)(1+1/n)+a/2) x-a/21<a/2 1175

6=

n e} sonst /

dann ist ¢n stilickweise C1(R+) (n natfirlich)

und ¢n :1 ¢ (n = ).

Sei (Je)e>o
.* -} +
J.*¢, € CJ(R))

eine Gldttungsschar, dann ist

und es existiert eine geeignete Auswahlfolge

b .
M€ mit ¢m :1 ® (m - =),

also ist ¢ € H;(R+) .

TUO (V) < Q(VI +) folgt wieder trivial. .
: R
Betrachte nun HO+VI . LT (-k3atv) 1 1
R U{H (R)NQ(V))

H04V 4+ 1ist selbstadjungiert und weil

R

4 4, ”
U{~-k A+ V) « (~k A+ V)U, T unitir,

auch T(-k4A;V)[ 1. bie Operatoren sind gleich,
10..
wenn die erzeugten Formen gleich sind.
Q(T(—k4A+v)| = 7)
..

=wer? @)/ TITr (kAT 101 < )

(&)
=wer? ®)/ Tir kvt e ) = o iv) )
weil T‘1(H;(R+>notv! D) = UE R nam),
R

_Qq_



Fir ¢,y € H1(R+) n o ) gilt auBerdem:
- L S o T S S £ S ..R+ . ; B

Lo, 8+ v) = [ T (xbyrevnr= 3 2 [ F-ktemevy)
o ]
— 1 Py ' 1 Q i Y 4 ]
= 5 [ ..+ > [ T(-x) (-RTY" (-x)+V {(~-x)} ¥ {~x)dx
O —co
=[¢, T~k sy gy .
Damit ist alles gezeigt. ]

Um explizit rechnen zu konnen, machen wir uns noch zweil
bekannte Aussagen klar.
Bezeichne mit S{R} den Raum der Schwarzfunktionen,

mit A die Fouriertransformation.
"Lemma(3,4):

(i) Fiir die Eigenfunktionen des Harmonischen Oszillators

4 2

~x%a+ %% in 12 (R)

1 1 1
o) =1 mn 2k % e 27 2/m) exp (—% (x/k) %)
gilt:
1 U
$n(p) =(-i)%n 4(n!) 22 Pn(21/zpk)exp(—%(pk)2 ).

[ V]

Dabei sind:

[n/2] . '
Pn(x) r= ¥ ("1.)Jcn 5 23 Pocp .= ni .
j=o rJ rJ (n-24)12741

(ii) Mit £ € R; a,b> I gilt:

. .
(e, R8T 0y o2 B3y 2 ap (¢ €S(R) )

[a,b] Ipt elta-z) V2, (b-1)1/?)

Bew, :

(1) Sei  AT: S(R) =» S(R)

A*w(x) 1= 2'1/2(x—Dx)¢)(X),

-25-



B — N §

- .
dann ist wn(x) =r (n!) "k “(a

exp (-4 ()% ) (x/K) .
Nun gilt aber:

A
v(./kF(p) = k v(kp) und

fﬁ£$§(p) = (2m) "2 37V2 f IR (k) - D (x)) dx
R

=172 ) (P=D ) ¥ (p) =(-1) (27D) (p).

LA IS PRSI

b+§

= 7%; lim lim | (¢, (-k3a+i-(m+ie)) V- T aE
SvOo w0 a+é

_ .~1 5. A 2 £ ‘

=7 ' lim lim [ | y(B) LS e e 5—7— ApdE
8vo e»0 R R [a+§,b+6] (K p“+ (Z-E}) “+¢e

e A 2 -1 4 2 '

= lim [dplv(p)I“n 'lim [ AF y (F+k p“+I) €

dwo R ew0 R [a+6,b+8 ] 2, 2

F'+e

A
lim [dply (p) 12 xix%p2+1)
§»o R : [a+6,b+8]

k™2 faply(p/k2) 1%y (plen)
R [apb]

' &nbezeichnet die charakteristische Funktion einer Menge M.
!

Satz(3,5): -

Sei I € R\(k2(2n+1)% ungerade ’

H+r ekt . )
H(B) := D(H(B))=D(H ) @[ (H )nD(x)] (BER)
Bk4 Ho-'+x2
Filr k%(2n+1) > I existiert dann nach (3.1) ¢ >0 und
eine reellanalytische Funktion E{(.) in UE(O) mit
I
En(B) € cd(:m(e,s)) (6€B ﬂ/4,Im8 >0)

En(B) = k2(2n+1) + a282 + 0(84).
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1/2 . 5
| Ima.l = T ko _1 P2(21/2T) e T
2 o N/2
dabei ist T -=(k (2nv;) X )
k

Fiir B klein genug ist also E(f) Resonanz von HE(B) .

(Pn sind die Hermite Polvnome .)
Bew.:

Wegeﬁ (2,7 (1)) ist xz c—-analytisch in B_ﬁ/4 und
damit (3,1) anwendbar.

k2(2n+1) ist filr n ungerade nach (3,3) Eigenwert

.= 2 . .
: =2 E
von -H_+X H, mit igenvektor wc,n

1= Twn ;
T,wn‘sind dabei wie in (3,4 (i)) definiert.

Anwendung von (3,2) ergibt:

H +I
: 8 d o
lIm a, | = 7k° 5% (¥ P om¥ )
2 dE c,n'” {(-=,8) "'c,n |E=k2(2n+1)
H +I
- .84 -1,70
™aE VT P e,y T )| 5=k (2041)
8 a ~xiarsz |
8 4 kiars
6a ., =DV 2. .2 .
= 7k aE 2 fo .Iwn(p/k ) [“dp wegen (3,4 (ii))
1/2
= " x® 2k P2 (2" 1) exp(-1?) - L 73
‘ 2(k“(2n+1)-1) /¢
1/2 \
= EET k6 % Pﬁ(21/21)exp(-T2)-
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¢u diesem Befund machen wir noch die folgende

Bem. :

Offenbar ist die relative Lage des Nullpunktes
des Oszillatorpotentials_zum Boden des wesent-
lichen Spektrums von H6+E fir das Verhalten

dieser Priadissoziationsresonanzen im Parameter

k von Bedeutung.

Flir =0 ist T = (2n+1)1/2 und

Ima, | = 0(k®) (ko) .
Fiir Z < o ist 1t = (2n+1+ lEi )1/2 und
k
| -AE 1 k2
lIma2I = o(e "7 1) (k » 0} (X€(0,1) geeignet).

[Fiir n=1 und n=3 kann A =1 zugelassen werden].

Das Verhalten fiir £ = o weicht von dem erwarteten
der "shape" Resonanzen [CDS,84] deutlich ab.
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Sei I ein Hilbertraum.

Wir zitieren einige Aussagen und Definitioconen aus Kato's

Buch

[X] .

Def.:

(1)

(ii)

Sei T abgeschlossener Operator in H.

T heiBt maximal accretiv falls gilt:

(1) NumRan T < (E€C/ ReE > a, a€R geeignet)

1

-1
(2} IH{T-E) 1l < TReE=aT

(EEC/ ReE <a).

T heifit maximal sectoriell wenn

T maximal accretiv und _
NumRan T c (E€C/ larg(E-v)kbern/2,0 geeignet, vEC geeignet)

(iii)Eine quadratische Form g heiBt sectoriell falls:

NumRan g < (E€C/ larg(E-v)|<6<n/2, 6,v geeignet)

(1)

(ii)

(iii)

Sei g eine dicht definierte, abgeschlossene,. sectorielle
Sesquilinearform in H.

Dann existiert ein eindeutiger maximal sectorieller
Operator T mit:

D(T) < Q(q)
alé,v) = (¢,T¢Y) (YED(T),d €Q{g) }

D(T) ist ein Formcore von g
Wenn fiir Y€Q(g) ein x € H existiert mit

ald,¥) = (d,%) {(¢€coreQ(q))
dann gilt: ¢ € D(T) und Ty = ¥ .
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Def.:

(1)

(ii)

(1iii)

Eine Familie von abgeschlossenen Operatoren im
Hilbertraum T(.) in G < C heift analytisch vom
Typ{a) falls gilt:

(1) D(T{(B)) =D (B € G)

{2} T(.)y ist analytisch in G (Y € D}.

Eine Familie von Sesquilinearfcrmen
g(.) in G < C heiBt anaiytisch vom Typ(a) falls gilt:
(1) g(B) ist dicht definiert, sectoriell, abgeschlossen,

Q(g(B)) = Q (B € G)
(2} g(.)(¢,¢) ist analytisch in G (¢,Y € G)

Ist g(.) analytisch vom Typ(a) in G, dann heiBt die
durch das Reprédsentationstheorem assoziierte
Familie von maximal sectoriellen Operatoren T(.)
analytisch vom Typ (B).



(V€M geeignet): Es gibt ein Element Y aus der M{enge).

(YEM)
{(a,b,c)
f.f.a.x €M
£(.)

f(x)

£
M

H
P(a,b)

A+B

QO " w

D(A)
O(Aa)
o{q)
2! (R)

1, +
H (RY)
. (r")
cd(A)

o (A)

ess

pp (A)

e

Fir alle ¥ aus M.
Menge der Elemente a,b,c.

Fiir fast alle x aus einem MafBraum M.

: Funktion von einer Variablen.

: Wert von f fiir ein x.

.
-

e

f eingeschrénkt auf eine Teilmenge.

Spektralprojektor eines selbstadjungierten

Operators auf (a,b).
Formsumme zwelier maximal sectorieller

Operatoren A,B.
Reelle Zahlen.

Positive reelle Zahlen.
Komplexe Zahlen.

(z€C/ Imz > o ).

Definitionsbereich eines Operators. A.
Formdefinitionbereich véon A {(c.f.p.7).
Definitionsbereich einer Sesguilinearform.

(veL? (R)/ Dy € LZ(R) ).
c.f. p.7 .
1? (_R+) ® 1% (RY) im Hilbertraumsinn.

C.f. p.12 .

Menge der Eigenwerte wvon A,

Ende eines PReweises.
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