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BUT DE L’EXPOSE:

e Expliquer sur un exemple simple comment on définit 1’énergie du vide pour un champ

quantique sur un espace-temps courbe et discuter les ambiguités de cette définition.

e Mettre en évidence le fait que, lorsqu’on quantifie un champ en présence de gravita-
tion, on est nécessairement conduit & modifier le lagrangien d’Einstein-Hilbert (voir aussi

Utiyama-DeWitt 1962 et 't Hooft-Veltman 1974).

e Remarques: Nous allons développer cette problématique dans le cadre d’une approche
dite de “point-splitting”. Il existe d’autres approches comme celle utilisant ’action effective
(en liaison avec la régularisation dimmensionnelle) et celle utilisant la fonction ¢ de Riemann

généralisée.
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I. ELEMENTS DE THEORIE CLASSIQUE

e Champ scalaire massif ® sur un espace-temps courbe (M, ¢g) de dimension d (d > 2).

- Action: C’est la fonctionnelle S = S[®, g,,,| donnée par

1
S = _5/ dz(—g)'"* (¢ D, P, +m?D? + ERD?) (1)
M

m étant la masse du champ scalaire et £ un facteur sans dimension rendant compte du
couplage entre le champ scalaire et le champ gravitationnel.

- Equation d’onde: Par dérivation fonctionnelle de S par rapport a ® on a

O —em) ©)

et I'extrémisation de cette dérivée conduit a ’équation de Klein-Gordon

(O-m*—ER) P =0. (3)

- Tenseur d’impulsion-énergie 7),,: C’est la dérivée fonctionnelle de S par rapport a g,

qui permet de le définir. On a

2 )
Ty = WWS [P, gpuv] (4)
et comme dans les variations
G — G + 0G0 (5)
du tenseur métrique on a
g — g +dg""  avec dg" = —g"9"7 09,0 (6a)
1
()" = (~9)"* +6(=9)"* avec d(~9)""* = J0(~9)""9" 39, (6b)
R— R+06R avec 6R=—R"6g., + (6gw)" — (¢"09u)",, (6¢)
on obtient explicitement
1 .
T,=01-2)2,P,+ (26— 3 99’ P.,®.,
1 1
—2£99,,, + 2£g,, 0P + ¢ (RW — égWR) o2 — §9uum2‘b2' (7)



e Conservation du tenseur d’impulsion-énergie.
L’action est invariante dans les difféomorphismes de ’espace-temps et donc en particulier

dans les changements infinitésimaux de coordonnées du type
at —at + e avee || < 1. (8)
Dans cette transformation, on a
®— P40 avec P =—€'Q, (9a)
Guv = Guv + 09, avec 09y = —€40 — €y (9b)

L’invariance de 'action conduit a
53) ( oS ) ]
Az || —= | 0P+ | —|dgu| =0 10
/M K5<I> ogrv ) (10)

™, = o* [0—m?—£R| ®. (11)

v

qui implique

L’équation d’onde fournit

T = 0. (12)

e Théorie invariante conforme

Pour
1 /d—2
2

=0 et {=¢&d)=-— 13
=0 e e=6=1(55) (13)
la théorie du champ scalaire est invariante conforme. L’action reste inchangée dans la

transformation
d— o =092 (14a)
g;w - g,uu — QQQW (14b)

et donc dans la transformation infinitésimale

2—d
2

G — Guv = Guw + 09 avec 0Gu, = 2€gu,. (15b)

d—d=0+50 avec 6P = eP (15a)

correspondant a 2 = 1+ € avec |e| < 1. L’équation (10) conduit a
d—2
T, = —— 20— &(d)R| @ (16)

et de I'’équation d’onde on déduit que

T =0 (17)



II. LE TENSEUR D’IMPULSION-ENERGIE EN THEORIE QUANTIQUE

e Propagateur de Feynman
- On suppose que la théorie précédente a été quantifiée et que le champ scalaire est dans
un état normalisé [1)). Celui-ci est completement défini par la donnée du propagateur de
Feynman
G' (2, 2") = i(Y|TP(2) (") |¢). (18)

- Equation vérifée par le propagateur de Feynman:

(O, —m* — €R) G"(z, ') = —6%(z, ') (19)

e [’opérateur tenseur d’impulsion-énergie en théorie quantique

Le tenseur d’impulsion-énergie 7}, est un operator quadratique en ®, ® étant lui-méme
un opérateur a valeurs sur les distributions. 7}, n’est donc pas bien défini et la valeur
moyenne du tenseur d’impulsion-énergie prise par rapport a 1'état |¢), notée (|1, |1), est

formellement infinie. Il est nécessaire de la régulariser et de renormaliser.

e “Point-splitting” de la valeur moyenne (|1}, [1))
- On peut écrire
(T (@) ) = lim T, (2,2") [-iG" (z,2")] (20)
avec 7, (z,2') qui est un opérateur différentiel que I'on construit par point-splitting a partir
de l'expression classique (7) du tenseur d’implusion-énergie. C’est un tenseur du type (0,2)

en x et un scalaire en x’ donné par

/ 1 /
7:”’ = (1 o 25)91/1/ vuvl/ + (2§ - 5) guugpo vpva’

1 1,

~269," 9,V Vi + 269,V VP + € <RW — 5gWR) = 50w (21)

ol g, (z,2") est le bivecteur dit de transport parallele de = vers =’ défini par 1’équation

g/w’;po';p =0 (22&)
et la condition de bord
lim g1 = G- (22b)

- Le comportement divergent a courte distance, i.e. pour ' — x, du propagateur de

Feynman G¥(z,z') conduit & la divergence de la valeur moyenne (|7}, |1).



III. REPRESENTATION DE DEWITT-SCHWINGER DU PROPAGATEUR DE
FEYNMAN

(Fock 1937 et Schwinger 1951 en espace-temps plat, DeWitt 1963 en espace-temps courbe)

e Représentation de DeWitt-Schwinger de G (z, 2/):
+o00
Grg(z,2') =i H(s;z,2')ds (23)
0
avec H(s;x,2') qui vérifie I’ “équation de Schrédinger”

(z% +0, —m? — §R> H(s;xz,2’)=0 pour s>0 (24a)

et la condition “initiale”
H(s;z,2') — §%x,2") pour s— 0, (24Db)

et qui s’écrit pour s — 0 et 2’ proche de x sous la forme

H(s;z,2') = i(4mis)~Y? exp(i/2s)(o(x, ') + i€) — im?s] Z Ay (z,2")(is)". (25)

e Intervalle géodétique o(x,z’)

20 (x,x') est le carré de la distance géodésique entre x et 2’ et on a
20 =o'o,,. (26)
e Coefficients de DeWitt A, (z,z’)

Fonctions biscalaires, symétriques dans I’échange de x et 2/, régulieres pour =’ — x et

définies par la relation de récurrence
(n4+ 1) Aps1 + Api1,0" — App ATV2AY2 ot = (0, —€R)A, neN (27a)

et la condition de bord

Ay = A2, (27b)



e Déterminant de Van Vleck-Morette

Il est défini par
Az, ") = —[—g(x)]_lndet(—a;wf(:v, ) [—g(z")] V2 (28)

et il vérifie I’équation

O,0 =d— 2A_1/2A1/2;M0;“ (29a)
et la condition de bord
lim A(z,2") = 1. (29Db)

e Obtention des coefficients de DeWitt A, (z, )

- Ils s’obtiennent formellement en intégrant la relation de récurrence (27a) le long de la
geodésique joignant x et x’. Ils sont uniques et purement géométriques.

- Les coefficients de DeWitt “diagonaux” a,(z) = lim, ., A,(z,2") sont associés aux
anomalies gravitationnelles en physique. En mathématique, ils sont importants en géométrie
spectrale (th. d’Atiyah-Singer).

- Les coefficients de DeWitt “non-diagonaux” permettent, en physique, d’étudier les fluc-
tuations quantiques (ingrédients incontournables en renormalization du tenseur d’impulsion-

énergie).



IV. REPRESENTATION DE HADAMARD DU PROPAGATEUR DE FEYNMAN

(Hadamard 1923 et DeWitt 1960 en dim 4)
A. Généralités

e Représentation de Hadamard de G¥(x,2’) en dimension d paire (d > 2)

P N T(d/2—-1) U(x,z’)
Gz, ") =i 202m) 12 |[o(z, ') + i€g]/2 1

+ V(z,2") Info(z,2") + ie] + W (z,2")
(30)

avec Ul(x,z"), V(z,2") et W(x,2') qui sont des biscalaires symétriques et réguliers pour

2’ — x et qui admettent des développements de la forme

/22
Uz, ) = Y Unl(x,2')o"(z,2'), (31a)
V(z,z") = Z Vi(x, 2o (z, '), (31b)
W(z,z") = Z Wz, 2")o™(z, 2"). (31c)

e Représentation de Hadamard de G¥(z, 2’) en dimension d impaire

P N I(d/2-1) Uz, x')
Gu(z,2') =i 2(2m)d/2 {[U(%x') T+ e]d/21

+ W (z, 2" (32)

avec U(x, x")et W (z,2") qui sont des biscalaires symétriques et réguliers pour ' — x et qui

admettent des développements de la forme

400
Uz, 2') =Y Unl(x,2')o"(z,2'), (33a)
W(z,z") = Z W, (z, 2" o™ (z, 2"). (33b)

e Coefficients Hadamard pour d pair
- Les coefficients Hadamard U, (z,z'), V,(z,2’) et W,(x,z') sont des biscalaires

symétriques et réguliers.



- Les U, (z, 2") vérifient la relation de récurrence
(n+1)2n+4—d)Upy1 + 2n+4 — d)Upsq,,0"
—(2n+4— AU, ATVPAY2 ot 4 (O, —m® —€R) U, = 0
avecn =0,1,...,d/2 -3 (34a)
et la condition de bord
Uy = A2, (34b)

- Les V,,(z, 2") vérifient la relation de récurrence

(n+1)2n+d)Vop1 +2(n+ 1)Vygq,0*
—2(n + 1)Vn+1A*1/2A1/2;H0”‘
+ (Dz —m?— SR) V,=0 avecn e N (35a)

et la condition de bord

(d —2)Vo + 2Vo,uot — 2VoATY2AY2, it
+ (O, = m? = €R) Uyo—2 = 0. (35b)

- Les W, (z, 2’) vérifient la relation de récurrence

(n+1)2n+ d)Wyp1 +2(n+ 1)Wygq,,0*
—2(n 4+ D)W, ATV2AY2 gt
+(4n+ 2+ d)Vop1 + 2Vq,,0H
—2Vn+1A’l/2Al/2;ua3“

+(0,—m* —E(R)W,, =0 avecn € N. (36)
qui implique

o (0o —m* —ER)W = — (O, — m* — £R) Uyya—»
—(d —2)V = 2V, 0" + 2VATY2AY2 ik, (37)

e Obtention des coefficients Hadamard pour d pair
- Les U, (z,2') s’obtiennent formellement en intégrant la relation de récurrence (34a) le
long de la geodésique joignant x et a’. Les V,,(x, ') s’obtiennent formellement en intégrant

la relation de récurrence (35a). Ils sont tous uniques et purement géométriques.
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- Les W,(z,2") avec n > 1 ne peuvent étre obtenus que si Wy(x,z’) est spécifié. On

encode 'état quantique dans Wy(x,z’) et donc dans W (z, z’).

e Coeflicients Hadamard pour d impair
- Les coefficients Hadamard U, (z,2") et W, (x,2") sont des biscalaires symétriques et
réguliers.

- Les U, (z,2") vérifient la relation de récurrence

(n+1)2n+4—d)Upy1 + 2n+4 — d)Upiquo™
—(2n+4 — AU, ATVEAY2 ot
+ (0, —m* —ER)U, =0 avecn € N (38a)
et la condition de bord
Uy = AY2. (38D)

- Les W, (z, ') vérifient la relation de récurrence

(n+1)2n+d)Whi +2(n+ 1)Wyq,,0*
—2(n 4+ D)W, ATV2AY2, gt
—l—(Dw—mQ—fR)Wn:O avecn € N (39)

qui implique

(O, —m* —ER) W = 0. (40)

e Obtention des coefficients Hadamard pour d impair

- Les U, (z,2') s’obtiennent formellement en intégrant la relation de récurrence (38a) le
long de la geodésique joignant = et z’.

- Les W,(z,2") avec n > 1 ne peuvent étre obtenus que si Wy(x,z’) est spécifié. On

encode I'état quantique dans Wy(z, 2') et donc dans W (z, 2').

B. Des coefficients A,(z,2') de DeWitt aux coefficients Hadamard géométriques

Up(z,2") et V,(z,2)

- On peut montrer qu’en dimension paire les coefficients A, (z,2’) de DeWitt et les co-

efficients Hadamard géométriques U, (x,z’) et V,(x,z’) sont reliés. En raisonnant sur les

10



relations de récurrences, on trouve

Un(ZE,JI/) — (d/2—2—n Z ‘ n k(x,x')

2n(d/2 — 2)!
pour n —0, yoordf/2 -2, (412)
. (_1)n+1
Vn(%x ) - 2n+d/2—1n!(d/2 — 2)!
n+d/2—1 1)]{;
X Z O Ansappr-i(z, 7)
pour n € N. (41b)

- De méme, en dimension impaire, on peut montrer que les coefficients A, (z, x") de DeWitt

et les coefficients Hadamard géométriques U, (x, z’)sont reliés. On a

. T(d/2—1-n)
Unl@, &) = 2"F(d/2 — )
X Z k" m*)* A, _p(z, 7))
pour n € N. (42)

C. Forme Hadamard de la représentation de DeWitt-Schwinger

e Le comportement & courte distance de GLg(z,2’) n’apparait pas explicitement (cf. E-
gs. (23)-(25)). En fait, ce comportement est du type Hadamard. On peut montrer que

GYs(x, o) présente la forme Hadamard avec Wy(z, ') donné par

Wo(z, ') = [In(m*/2) + v — ¥(d/2)] Vo(z, ')

d/2—2 k [d/2—1
1 (—=1)*(m?) 1 ,
_2d/2—1(d/2—2)! Z T Z 0 Ad/2—1—k(xax)
k=0 (=k+1

- Z k+1 Agjosr(x, 1) (43)

11



pour d pair et par

d/2—-3/2 k(o onk+1/2
(=D"(m?)
Z I'(k+3/2)

1

WO(xyx/) = _2d/2_1r<d/2 . 1)

™ Ad/2—3/2—k(95, 55/)

+oo

k:+1/2
Z e a2 (44)
=0

pour d impair
- On notera le caractere pathologique pour m? — 0 (divergence infrarouge) de Wy(z, ')

et donc de la représentation de DeWitt-Schwinger.
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V. DEVELOPPEMENTS EN SERIES DE TAYLOR COVARIANTES DES CO-
EFFICIENTS A,(z,2/) DE DEWITT ET DES COEFFICIENTS HADAMARD
GEOMETRIQUES U, (z,2') ET V,(z,2’)

e Recherche des A, (z, ')
- On peut résoudre les relations de récurrence (27) vérifiées par les A, (x, 2’) en recherchant
ces biscalaires sous la forme de développements en séries de Taylor covariantes pour z’ proche

de x, i.e. sous la forme

+00
(1
A (z,2') = a,(z) + Z Tan o (z, 2" (45)
p=1
ott les ay, () (x,2') avec p = 1,2, ... sont des biscalaires de la forme
an (p) (T, 2") = Gy gy..0, (€)0 (2, 27) .. 0P (2, ). (46)

- La méthode nécessite la connaissance préliminaire des développements en séries de
Taylor covariantes du déterminant de Van Vleck-Morette A2 et du bitenseur o Leur
construction est difficile. Selon DeWitt, elle nécessite la connaissance préalable des limites
du type

lim 0,4,..q,- (47)

- Résultats obtenus par 1’école DeWitt:
AY? 3 Tordre o (DeWitt 1963)
AY? 3 I'ordre 0 (Christensen 1976)
A2 3 Tordre ¢°? (Brown et Ottewill 1986, Anderson, Flanagan et Ottewill 2005)
A2 3 V'ordre ¢ mais faux (Phillips et Hu 2003)

e Recherche des Uy, (x,2') et V,(x,z")

- Méme méthode. Pour 2’ voisin de x, on écrit

(=1F

+oo
Un(z,2') = un(2) + ) ot (z,2) (48)
Vol(x,2') = v, (x) + Z (_pl!)pvn o (z,2") (49)
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ott les up, () (, ") et les vy, () (x,2") avec p = 1,2,... qui sont des biscalaires en z et 2’ de la

forme

U, () (T, ") = Uy qy...0,(¥) 0 (2, 2") ... 0P (2, 2") (50)

Vn () (T, &) = Up ay.0, () (2, 2) .07 (2, 2). (51)

e Développement en série de Taylor covariante du déterminant de Van Vleck-Morette A/2.
- Notre approche combine les techniques de DeWitt et celles non-récursives d’Avramidi.
- Notations: On introduit la famille des bitenseurs K, (x, ") avec p > 2 qui sont des

tenseurs de type (1,1) en x des scalaires en 2’. Les composantes des Ky (x, 2") sont données

par
K(p)“l,(m, ') =KY, (@) (z,2]). . o (2, 2")
(52a)
ol
_ pn
K#V aiazaz...ap R (a1|v|az;as...ap)” (52b)
- On a obtenu le développement de A'Y?(z, 2') sous la forme
+o00
_1)p
A1/2(I7 xl) =1+ ( l) 51/2(?) (1:7 I/) (53)
=2 p:
P
avec les biscalaires 0'/% () (z, 2') de la forme
52 (.2 = 60, (D)0 (2, . (2, ) (54)

et on a obtenu
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51/2
(51/2
51/2
51/2

2
526

51/2(

2
6% g

1/6) tr K9

1/4) tr K3

(
(
(3/10) tr K4y + (1/15) tr K92 + (1/12) (tr K ()
(

1/3) tr K5 + (1/3) tr K(9) K(3) +(5/12)trK(2)trK(3)

= (5/14) tr K(g) + (4/7) tr K9y K4y + (15/28) tr K(3)° + (3/4) tr K(2) tr K4
+(5/8) (tr K(5))” + (8/63) tr K2 + (1/6) tr K (3 tr K(2)> + (5/72) (tr K(2))°
= (3/8) tr Kr) + (5/6) tr Koy K(s) + (9/4) tr Ky Ky + (7/6) tr Ko tr K5
+(21/8) tr K3) tr K4y + (4/3) tr K(2)* K3) + (7/6) tr K o) tr K(2) K3
+(7/12) tr Ky tr K )" + (35/48) (tr K()” tr Kgs)
= (7/18) tr K(s) + (10/9) tr K(2) K (6) + (35/9) tr K(3)K(5) + (14/5) tr K(4)”

(55¢)

+(5/3) tr Koy tr Kg) + (14/3) tr K3 tr K(g) + (63/20) (tr Kg))” + (136/45) tr K ()2 K )

+ 50/ )tI‘KQ)K (8/3) tI‘K )tI‘K(Q)K4 + (5/2) tI‘K(Q) trK(3)2

(
(
+(14/3) tr K gy tr Ko K(s) + (7/5) tr K g tr Koy + (7/4) (tr K())* tr K
+(35/12) tr Ko (tr K(3))” + (8/15) tr K(o)* + (16/27) tr K o) tr K ()

(

H(7/45) (tr K9)2)” + (7/18) (tr K(2))” tr K9)% + (35/432) (tr K(3)"
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et

51/2(9) = (2/5) tr K(g) + (7/5) tr K(Q)K(7) + 6tr K(g)K(G) + (56/5) tr K(4)K(5)
+<9/4) trK tl“ K( (15/2) tl"K )tI‘ K(G) + (63/5) tr K(4) tr K(5) + (28/5) tr K(2)2K(5)
+(73/5) trKg)K K(4 (73/5) tr K(Q)K(4)K(3) + 9tr K(3)3 + 5tr K(g) tr K(Q)K(5)

+

(27/2) tr K o) tr K(3)K(4) + 12 tr K(3) tr Ky K(4) + (45/4) tr K3) tr K(3)°
+(63/5) tr K gy tr Ko K(s) + (14/5) tr K5 tr Ko)% + (7/2) (tr K())” tr K5
+(63/4) tr K9 tr K ) tr K4y + (35/8) (trKg)) + (48/5) tr K(2)° K 3
+8tr K9 tr K22 K(3) + (8/3) tr K(3) tr K(2)® + (14/5) tr K(2)” tr K(9) K (3)
H(7/2) (tr K(2)” tr Koy Ks) + (7/2) tr Ko tr Kg) tr Ko)% + (35/24) (tr K3))” tr K,
(55h)
612 10y = (9/22) tr K10y + (56/33) tr K(2) K (s) + (189/22) tr K (3K () + (216/11) tr K (4) K )
+(140/11) tr K (5% + (35/12) tr K (o) tr K(s) + (45/4) tr K 3) tr K(7) + (45/2) tr K(4) tr K5
14 (tr K5))° + (304/33) tr K92 K (g) + (1015/33) tr K 9K (3) K 5) + (480/11) tr K (9K (1)
+(1015/33) tr Ko K5 K(3) + 81tr K(3)" K(ay + (25/3) tr Ko tr K Kg)
+(175/6) tr K (o) tr K (3K (5) + 21 tr K2 tr K4 4 25 tr K(3) tr K(2) K 5)
+(135/2) tr K 3) tr K (3)K () + 36 tT K (4 t7 K (2) K () + (135/4) tr K4 tr K (3>
28 tr K5 tr K9y K (g) + 5 tr Kg) tr K(o)% + (25/4) (tr K(2))” tr K
+35 tr K9 tr K(3) tr K(5) 4+ (189/8) tr K(s) (tr K(4))2 + (315/8) (tr K(3))2 tr K4
+(896/33) tr K(2)* K4y + (149/3) tr K(2)*K(3)> + (805/33) tr K (2) K (3 K(2) K 3)
+(68/3) tr K (o) tr K(2)° K1) + (125/3) tr K o) tr K(2)K(3)” + 40 tr K 3) tr K(2)* K 3)
+8tr K4y tr K(2)® + 8tr K(9)” tr K(9) K4y + (15/2) tr K(2)” tr K(3)°
14 (tr Koy K()” + 10 (tr Kg))® tr Koy Ky + (75/8) (tr Kg))” tr K3?
435 tr K g) tr K(3) tr Ko K(3) + (21/2) tr Koy tr K tr K2)% + (35/4) (tr K())? tr K(2)°
+(35/8) (tr K())* tr Ky + (175/16) (tr K(2)) (tr Kg))” + (128/33) tr K()°
At K (o) tr K o)t + (16/9) tr Koy tr K(o)® + (7/6) tr K3 (tr K(2)%)
+(20/9) (tr K())” tr K2)® + (35/36) (tr K(3))° tr K(»)? + (35/288) (tr K (o))’ (551)
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et

5211y = (5/12) tr K11y + 2 t1 Koy K (o) + (35/3) tr K3 K (s) + (63/2) tr K (5 K r)
+50 tr K(5)K 6) + (11/3) tr K (o) tr K(9) + (385/24) tr K3 tr K(s) + (297/8) tr K (4 tr K1)
+55 tr K5 tr K(5) + 14 tr K (9)° K(7) + (170/3) t1 K (9) K (3) K (6) + 103 t1 K(2) K (4) K 5)
+103 tr K2y K (5K (1) + (170/3) tr K9y K (6)K(3) + (575/3) tr K(3)° K (5) + 273 t1 K(3) K ()
+(77/6) tr K o) tr K2y K(7) + 55 tr K9y tr K(3yK(6) + (308/3) tr K (o) tr K4y K(5)
+(275/6) tr K (3) tr K(2)K(6) + (1925/12) tr K 3) tr K(3)K(5) + (231/2) tr K(3) tr K4
+(165/2) tr K4y tr K2y K(5) 4+ (891/4) tr K (4) tr K (3)K (4) + 88 tr K5) tr K2y K (4
+(165/2) tr K5y tr K(3)* + 55 tr K ) tr K(2)K(3) + (33/4) tr K(7) tr K(3)°
+(165/16) (tr Kg))® tr K7y + (275/4) tr K ) tr K (3 tr K(g) + (231/2) tr K 9y tr K4y tr K s)
(tr K ) tr K5 + (2079/16) tr K3y (tr K4))” + (184/3) tr K 2> K 5,

+ 860/3 tI‘K K(3) —|—(154/3)U'K )trK(Q)QK(5 +(803/6)trK2) trK(2)K(3)K(4)

(

(

(

(

(
+(385/4)

(317/2) tr K Ky + (317/2) tr K9)* Ky K(3) + (461/3) tr K2y K (3) K (2) K (4

(860/3)
+(803/6) tr K (o) tr K (o) K4y K (3) + (165/2) tr K o) tr K(3)° + (374/3) tr K (3 tr K(9)” K (4)
+(1375/6) tr K 3) tr K(2) K (3)” + 132 tr K(4) tr K(2)° K(3) + (176/9) tr K5) tr K(2*
+(55/3) tr K(2)” tr K(2)K(5) + (99/2) tr K(2)” tr K(3)K (1) + 88 tr K(2) K 3) tr K(2) K (1)
+(165/2) tr Koy Kg) tr K(5)% + (275/12) (tr K(g))” tr Ko K(5) + (495/8) (tr K(2))” tr K3 K
+110 tr K o) tr K3) tr K(2) K1) + (825/8) tr K(2) tr K3, tr K 3)°
+(231/2) tr K9y tr K(a) tr K(2)K(3) + (77/3) tr K9y tr K5, tr K(2)
+(385/4) (tr K(3))” tr Koy K(3) + (231/4) tr K tr K gy tr K(2)® + (385/36) (tr K3))° tr K5
+(1155/16) (tr Kg))® tr Kg) tr K + (1925/48) tr Koy (tr K(5))” + (320/3) tr K9 K 3,
+88 tr K9 tr K(2)* K(3) + 22 tr K3 tr K(2)* + (88/3) tr K(9)” tr K (9)” K (3,
+(176/9) tr K o) K (3) tr K(2)® + (110/3) (tr K(2))” tr K (22K (3) + (220/9) tr K o) tr K(g) tr K (2>
F(T7/3) tr K o) tr Koy tr K0y K 3 + (T7/12) tr K(s) (tr K2)%)” + (385/36) (tr K(g))” tr K3y K3,

+<385/24) (tI‘ K(g))2 tr K(g) tr K(2)2 + (1925/576) (tr K(Q))4 tr K(g). (55J)

- Explicitement, on a pour ce développement tronqué a l'ordre o*:
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1
24
1 . .

+ % Ra1a2;a3a4 + ﬁ Rpa17a2 RTagpaz; + @Rala2 Ra3a4:| O.;a1o.;a20;a30.;a4

1
/2 _ ja1 5302 j01 5302 5303
AYVZ =1+ 12 R0y 00" — — Ryjagas 0 0720

1 1 T 1 sa s sa sa. ;a
- % Ra1a23a3a4a5 + % Rpa1ra2R aspas;as + @RM@RGBM;%} oMo o e ta ™
1 1 i 1 T

+ 2016 Ra1a2;a3a4a5a6 + 1260 RpalTazR azpa4;asae + @ R alrag;a3R agpas;ae

1 1 1 _ ;
+% RalagR“?’“‘“af’aﬁ + TE)Q Ra1a2§a3 Raws;ae + ﬁ Rpam'azR a30a4R a5 paeg

1 sa sa sa. sa. ;a ;a
4320 RQIQQR a3Ta4R aspag + mRalazR%MRasae] oM 392 5303 5304 5305 5306

1 1 T
13440 Rala%aaawsa(ﬁa? + 6048 Rp“17a2R a3 pa4;a5a6a7

1 . 1 1
+2240 Rparraz;agR a4pas;asay + M Ra1a2Ra3a4;a5a6a7 + ﬁ

a1a2;a3 Ra4a5 sagar

1 . . 1
+3780 Rpa17a2R a3aa4R aspag;ar * 1320 4320 RalaQR a3Ta4R aspag;ar

. 1 o an an an o
* 8640 RalaQ;a3Rpa4T“5R aepaz + 55 6912 R01G2Ra3a4Ra5a6 a7 o g g3 it gis g6 a7
1 1 ) . 1 ) i
* 103680 Raraanasasasoras + 36288 R o170, 1 apasiasasaras + 10368 B4 rassas I aspasiasaras
1

1 N 1
+ 14400 Rpa1m2;a3a4R aspae;aras + 24192 Ra1a2Ra3a4;a5asa7as + M Ra1a2;a3Ra4a5;a6a7as
17

1 i i
+ 12800 Ralaz;asa4Ra5a6;a7as + 2926800 RPCLlTGQR a30a4R aspae;aras

5 . . 1 T
+36288 RpalTa2R a3¢m4;a5R agpar;as + 15120 Ra1a2Rpa3Ta4R a5 pae;a7as

1 1
RT

-
+— Ra1a2R a37’a4;a5R aepar;ag 8640 ajagz;as asTas agpar;as

16128
1 . 1
+28800 Ra1a2;a3a4R'Da5m6R arpas * 23040 23040 RGIGQRaBaALRasae,ams

1 1 i i i
+13824 Ra1a2Ra3a4;a5Ra6a7;a8 + 75600 RplllT(lQR CL30’(Z4R CL5H&6R arpasg

T ag 1
RamzRP R R RGIGZRGBCMR asTaGR a7 pasg

+68040 a3Ta4 asoae a7pa8 103680

T A
+259200 R 4y ran T agpas B asrag 1 arnas

+—497664 Ralaz Ra3a4 Ra5a6 Ra7as M 5302 5303 5304 5305 5306 5307 5308 + 0] (0.9/2) ) (56)

Nous n’avons pas inclus les énormes termes (55h), (551) et (55j) qui correspondent aux ordres

092, 5% et ¢'/? du développement.

18



e Développement en série de Taylor covariante du bitenseur o.,,.
- Notations: on note A(z,z’) le bitenseur qui est en z un tenseur de type (1,1) et un
scalaire en x’ et dont les composantes sont les o* .

- Son développement est de la forme

Az, 2) =1+ (_pll)pA(p) (z,2) (57)

olt les Ay (@, 2") sont aussi des tenseurs de type (1,1) en x et des scalaires en 2’ dont les

composantes sont de la forme

)\(p)“y(x, a') =Ny oy e (@) (@, 2]) o (2, 2). (58)
- On a obtenu
Ae) = —(2/3) K (59a)
A3 = —(1/2) K) (59b)
Ay = — [(2/5) Ky + (8/15) K(»)°] (59¢)
M) = — [(1/3) K5y + K Ky + K3y K2 (59d)
Aoy = — [(2/7) Ke) + (10/7) KoK gy + (17/7) K5)® + (10/7) K4 K (o) + (32/21) K]
(59)

Ay = — [(1/4) Ky + (11/6) Ko K(5) + (17/4) K(3) Ky + (17/4) Ky K3
+(11/6) K5 K2 + (17/4) K2 K3) + (29/6) K3y K (3) K 9) + (17/4) K3y K(2)"]
(59f)
Ay = = [(2/9) Kg) + (20/9) K2y K6 + (58/9) K(3)K(5) + (44/5) K(0)” + (58/9) K(5)K(3)
+(20/9) K K2 + (42/5) K2 Kay + (146/9) K3y K 3)” + (92/9) K(o) K1y K 2)
+(124/9) K3y K3y K 3) + (146/9) K(3)* K2 + (42/5) K9y K(9)” + (128/15) K()"] .

(59g)
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et

A9y = — [(1/5) Ky + (13/5) Koy K7y + 9 K3 K@) + (7T7/5) Ky K5) + (77/5) K5 K (4
+9 KoK (3) + (13/5) Ky K) + (71/5) K(2)" K5 + (187/5) K2) K(3) K )
140 K () K (1 K (5) + 18 K2 K (5) K (9 + 31 K(3) K () K () + 62 K (3> + 40 K3 K (1 K 3)
+31 Koy K2 K(s) + (187/5) Ky K3 Koy + (T1/5) K() Ky” + 31 K(2)" K3
+(181/5) K(2)" K5 K2) + (181/5) K2y K(5) K" + 31 K5 K)*] . (59h)

- Explicitement, on peut écrire pour le développement tronqué a 'ordre o3

1
_ ;a1 502
O = G — 5 RBpaiva, 0" 0 +

3
i R + i R RP a1 302 303 ;04
60 | rarvaziasas T e fpaipaz i agvay o o0 To

al ;a2 ;a3
Ra1vaniaz0 " 00

12

1 1 1
N _ P _ 4 301 5302 303 504 505
360 Rualuag;a3a4a5 + 120 R,U«(HPG«QR asvas;as + 120 Rua1pa2;a3R asvas g g g o g

1 1 17
ﬁ Rualyaz;a3a4a5a6 + @ R#alpa2Rpa3Va4;a5a6 + M RﬂalﬂaZ;CLSRpa4ua5;a6

1 2
_ P _ P T 301 +3042 £33 £304 305 306
+504 R,ualpag;a3a4R asvag + 945 Rualﬁwa a37a4R asvag A Y

+0 (07/2) .

(60)

Nous n’avons pas inclus le terme d’ordre ¢/? correspondant & (59f), celui d’ordre o corre-

spondant & (59g)) et celui d’ordre 0%/? correspondant & (59h)).
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VI. REGULARISATION ET RENORMALISATION
DU TENSEUR D’IMPULSION-ENERGIE

A. Utilisation de la représentation de DeWitt-Schwinger

(DeWitt 1975, Christensen 1976 et 1978, ..... en dim 4)

- Lorsqu’on écrit

(/T30 (1) 05 = Tim Ty (') [~iGs (. )] (61)
on obtient les expressions des termes divergents qui sont aussi présents dans
(/T ()|} = lim Ty (,2") [—iGF (2,2)]. (62)
d/2

Lorsque d est pair, ces termes divergents sont en 1/o ..., 1/06% 1/o et Ino et ils provi-

ennent des termes en 1/0%271 ... 1/0o, Ino et olno présents dans GEg(x,2'). Lorsque d

d/2 d/2—1 1/2
, S e

est impair, ils sont en 1/0%2, ..., 1/c"/? et ils proviennent des termes en 1/c , O
présents dans Ghg(z,2’).

- On peut soustraire a la main les divergences et on a une expression régularisée de la
valeur moyenne (|7}, (z)|¢) qui peut jouer le role de source dans les équations d’Einstein.

- Ces termes divergents doivent étre de plus absorbés dans le membre de gauche des
équations d’Einstein (renormalisation). La renormalisation nécessite la modification du
lagrangien d’Einstein-Hilbert de la gravitation (voir plus loin).

- Remarque: La représentation de DeWitt-Schwinger est aussi utilisée dans le cadre de la

renormalisation dans ’action effective. Elle permet de traiter élégamment la renormalisation

de la théorie mais a pour défaut principal de ne pas encoder 1’état quantique.

B. Utilisation de la représentation Hadamard

(Wald 1977 et 1978, Adler et al 1977 ... en dim 4)
- Approche plus performante et plus directe car la représentation Hadamard est définie

méme pour m? = 0 et qu’elle encode I'état quantique.

e On régularise en éliminant les parties singuliéres

E N — 1a Ulz, 2') x, ) Inlo(x, 2') + ie
Gsing(xfr) - 9 ([O.(l,’x/)_l_z'e]d/gl +V( ) )l [ ( ) )+ ]) (63)
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pour d pair et

GF (x,a") = 2 ([ : Ule, ) ) (64)

2 \[o(z,2') + ie]d/271
pour d impair et en ne retenant que la partie réguliere encodant 1’état donnée par

iOéd

Gig(aj? IL‘,) = 7 W(ZL‘, l’/) (65)
pour d pair et impair. Ici, on a posé
~ I(d/2-1)
On peut donc écrire
o ~
(I T ()| )sen = 5 T [W](2) + Oy (). (67)
avec
T W)(@) = | lim T, (.2 )W (z,2)] (63)

et ou (:)W(x) est un tenseur purement géométrique ne dépendant que de m? et £ et qui assure

la conservation de (|7, (x)[1))ren-

e Conditions sur 0, (z)

- Rappelons qu’en théorie classique, on avait obtenu la relation

™, =&* [0—m*—¢R] O. (69)

v

Au niveau quantique, apres point-splitting, elle nous donne

T [W],(z) = lim (g“ﬂ’vu, [0, — m? — gR]) W(z, ') (70)

' —x

- En dimension d paire on a vu que

o (0, —m? —ER)W = — (O, —m? — €R) Uypzs
—(d —2)V — 2V, 0" + 2VATI2ZAYZ, ik, (71)

On a donc TH[W],, # 0. En fait, un calcul utilisant les développements en séries de Taylor

covariantes de V(z,2') = 3" V,,(x,2'), de AV?(z,2") et de Uy_s(x,2’") permet d’obtenir

Twwh——(gmwﬁw (72
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oll vy = vy(z) est le premier terme du développement du biscalaire V;(z,z'). Le tenseur ©

doit donc vérifier la condition

[é’“’ —(d/4)agg"v| =0 (73)

14

pour que (|7}, (2)]1))ren SOit conservée.

- En dimension d impaire, parce qu’on a
(O, —m* —ER)W =0 (74)

on trouve que le tenseur O doit vérifier la condition

o, =0 (75)
pour que (|7}, (2)]1)ren SOit conservée.
e Récapitulatif:
- Pour d pair
g | .. d
(1T () [ = 52 | T Ty, YW ) + 5 g | + O () (76)
- Pour d impair
Qg ..
(VT ()1 ren = 7“{ lim 7,,, (2, )W (2, 2') + O (). (77)

- Dans les deux cas, O, ne dépend que de la géométrie locale et des parametres m? et &
et il vérifie

e =0 (78)

e Ambiguités lices a O,

- Probleme que l'on peut partiellement résoudre (voir plus loin) mais qui n’a pas de
solution complete en ’absence d'une théorie quantique de la gravitation.

- Conséquence: Comment définir ’énergie du vide quantique dans un champ gravitation-

nel?
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C. Anomalie de trace

- Rappelons qu’en théorie classique, on avait obtenu pour le champ en théorie invariante
conforme la relation
d—2

T, = —5— [0 - &(d)R] ®. (79)

Au niveau quantique, apres point-splitting, elle nous donne

78 [W](z) = lim [0, — &(d) R W (2, 27). (80)

' —x

- En dimension d paire et parce [0, — &.(d)R] W (x,z") # 0, on trouve que

W‘T’LW)ren = 0q 1. (81)

Apres régularisation et si 'on tient a assurer la conservation de la valeur moyenne
(Y|T,(x)|1) du tenseur d’impulsion-énergie, il apparait nécessairement une anomalie de

trace. Pour d = 4, on trouve

(T, [¢)ren = # [(1/720)00R — (1/720) R, R
+(1/720) Rpgrs RP"?] (82)

et pour d =6 on a

1
(I ) ren = PR [(1/33600)00R + (1/50400) R.pg R* — (1/5040) Ry IR + (1/840) Rgys R
+(1/201600) R,y R? — (1/20160) Rypgr RP%" — (1/10080) Rpgey BP9 + (1/4480) R g RP"

(
—(1/1296000) R® + (1/43200) R Ry R + (1/45360) Ry R”, RT — (1/15120) Rpy Ry R
—(1/43200) RRpgrs RPT™® + (1/2160) R R? .o RT™* — (1/5670) Rpyrs R R"®,,,
—(11/11340) R pgs R, 9, R™"]. (83)

- En dimension d impaire et parce [0, —&.(d)R|W(z,2’) = 0, on trouve que
(W|TF,[1)ren = 0. Apres régularisation, il n’existe pas d’anomalie de trace.

D. Et dans la pratique?

- Pour obtenir W (x,z’), il faut retrancher au propagateur de Feynman la partie singuliere

du développement Hadamard. Comme on veut W (z, z’) jusqu’a ordre o, il faut la connaitre
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jusqu’a l’ordre o. La connaissance des développements du déterminant de Van Vleck-Morette
AY2(z,2') et du bitenseur o, (7, 2') nous permet (en théorie) de réaliser cet objectif jusqu’a

la dimension d = 11. En pratique, c’est plus délicat.

e Pour d =3
-On a

P N Uz, ')
)= 175 (5 117) 0

avec, pour pouvoir travailler a 'ordre o,

U=U+ U +O0 (0% (85)
ou
) 1 o 1 o b -
Uy = ug — ug o0°* + 5“0 w0 ot — iuo a0 00T + O (02) (86)
Ulzul—ulaa;a—f—O(J). (87)

- Les coefficients de Taylor apparaissant dans les Eqs. (86)-(87) sont donnés par

uy =1 (88a)
Uupq =0 (88b)
U ap = (1/6) Rap (88c)
U abe = (1/4) R(abe) (88d)
et
up =m*+(£E—1/6)R (89)
uq = (1/2) (£ = 1/6) R (90)
e Pourd =14
-On a
Glng(,7) = < (U(Z’(j;)i) V(o) Info(, ) —H’e])
(91)
avec, pour pouvoir travailler a ’ordre o,
U ="Uo (92)
V =V, +Vioc+ O (¢%?) (93)
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ou

1

Uy = ug — ug o0°* + Euo w0 %o — guo w0 o

+%uo wbed0 T + O (05/2) (94)
Vo = 19 — 19 007" + %Uo w0 o’ + O (03/2) (95)
Vi=vi+0 (01/2) (96)

- Les coefficients de Taylor apparaissant dans les Eqs. (94)-(96) sont donnés par

up =1 (97a)
Uy g = 0 (97b)
Ug ab = (1/6) Rab (97(3)
U abe = (1/4) R(ab;c) (97d)
U0 abed = (3/10) Riapiea) + (1/15) Rp(a‘7—|bRTc‘p‘d) + (1/12)R(abRcd) (97e)
et
v = (1/2)m* +(1/2) (£ — 1/6) R (98a)
Vo = (1/4) (€ = 1/6) R, (98b)
voab = —(1/120) ORgy + (1/6) (€ — 3/20) Regp + (1/12) m® Rap + (1/12) (€ — 1/6) RRa
+(1/90) R’ , R, — (1/180) R R paop — (1/180) R, Rport (98¢)
et
v = (1/8)m* — (1/24) (€ —1/5) DR+ (1/4) (€ —1/6)m* R
+(1/8) (£ — 1/6)* R? — (1/720) R, R + (1/720) Rpor R (99)
e Pourd =5
-On a
F N ) Uz, z')
Gsing<x7x) = 16 \/§7T2 ([0($7 $/) I i€]3/2> (100)
avec, pour pouvoir travailler a 'ordre o,
U=Uy+Uo+Uy?+0 (03) (101)
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ou

a 1 o b e
Uy = ug — ug o0°* + 2'u0 w0 %o? 3!u0 e siteaites
1 1 .
+4lu0 abed0 o oo 5‘u0 wbede 0 TP g + O (03) (102)
1
U1 = U — U aO' —|— aul abO' o i Slul ach ‘o O' —|— O ( ) (103)
Uy = ug — ug 40 + O (0) (104)

- Les coefficients de Taylor apparaissant dans les Eqgs. (102)-(104) sont donnés par

o = 1 (105a)
- (105b)
o oy = (1/6) Ruy (105¢)
o abe = (1/4) Riape (105d)
o abed = (3/10) Raiea) + (1/15) R,y R cipja) + (1/12) Riap Rca) (105e)
o abede = (1/3) Ravsede) + (1/3) B (475 B el plasey + (5/12) Riap Rease) (105f)
et
up = -m?*— (£ -1/6)R (106a)
u o =—(1/2)(§ = 1/6) Ry (106b)
1wy = (1/60) DRy — (1/3) (€ — 3/20) Ry
—(1/6) m® Ray, — (1/6) (§ — 1/6) RRu
—(1/45) R? R, + (1/90) R’ R 40
+(1/90) R Ry (106¢)
1 abe = —(1/4) (€ — 2/15) R (ane)
+(1/40) (OR b)) — (1/4) m* Riane)
—(1/4) (€ = 1/6) RRape) — (1/4) (§ — 1/6) R, (o Rue)
—(1/15) R? RW,C (1/60) R’ R? 41 pjie)
+(1/60) R’ ., 2y p1) + (1/30) B, Riporibie)
(106d)
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et

up = —(1/2)m* + (1/6) (§ = 1/5) DR — (§ = 1/6)m* R

+(1/180) R,y R, — (1/180) Ryori R7™ .

a*

e Pour d =6
-On a

F Nt Uz, z') , , _
Gang(T,2') = = ([a(a:, o) 1 i + V(z,2")In[o(x,2") + ze])

avec, pour pouvoir travailler a 'ordre o,

UIU0+U10'
V=V +Vio +0 (c*?)

ou

1

;a a ;b ja b e
Uy = ug — up o0 + auo 0o’ — §u0 abe0 00
1 HO S 1 a b e id e
—O—Euo abed0 O 00" — au() abedeT O 0 0
1
+§u0 abedefO 07007 ool +0 (0 / )
_ a ja b 1 a b e
U =1 —up 0%+ aul w00’ — gul abe0 00
1 v b e
+Zu1 wbed0 ol + O (05/2)
1
; a b 3/2
%:UO_UOaga"_aUOabgaU ‘l-O(U/)

Vi=uv+0(c"?).
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(107a)
uz o = (1/12) (€ = 1/5) (OR),0 — (1/2) (§ = 1/6) m® Ria — (1/2) (€ — 1/6)* RR,,

(107b)

(108)

(109)
(110)

(111)

(112)

(113)
(114)



- Les coefficients de Taylor apparaissant dans les Eqs. (111)-(114) sont donnés par

et

up =1 (115a)
upa =0 (115b)
Uy ap = (1/6) Rap (115c¢)
o abe = (1/4) Ravye) (115d)
o abed = (3/10) Riaseay + (1/15) B o R iy + (1/12) R Rea (115¢)
g abede = (1/3) Rabsede) + (1/3) Rp(ambRTc\p\d;e) + (5/12) R(ap Redse (115f)

U0 abedes = (5/14) Riavicdes) + (4/7) Rp(a|7—\bRTc|p|d;ef) + (15/28) Rp(a\ﬂb;cRlep\e;f)
+(3/4) R(abRCd§€f) + (5/8) R(ab§cRd€§f) + (8/63) Rﬂ( RTc|J|dRUe|p|f)
+(1/6) R(abRpc\T|dRT€|p|f) + (5/72) R(abRcdRef)

alt|b

(115g)
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—(1/2)m* - (1/2) (€ = 1/6) R (1
u o = —(1/4) (€ = 1/6) R (11
ut ap = (1/120) ORg — (1/6) (€ — 3/20) Roap — (1/12) m* Ry

—(1/12) (£ = 1/6) RRa, — (1/90) R* R, + (1/180) R* R a0 + (1/180) RPT R porrt (1
w1 abe = —(1/8) (€ = 2/15) Ri(ane) + (1/80) (OR(ab):e) — (1/8) m* Riapey

—(1/8) (£ = 1/6) RR(ape) — (1/8) (£ = 1/6) Ry(altney — (1/30) R’ Ry

+(1/120) R R° + (1/120) R’)U_ aR"b|p|c) + (1/60) R’”T oLBiporibie) (11

(alplbse)

U1 apea = (1/70) (OR@ap) cay — (1/10) (§ — 5/42) R.(abeay — (3/20) m® Rapseay — (3/20) (£ — 1/6) RR(apca)
1/4) (€ = 1/6) Ry Rpe:ay — (1/6) (€ — 3/20) RyapReay + (1/120) RO Reay — (1/24) m® R(ap Rea)

3/70) R’ Rpjpseay + (1/210) R?(, Rocsjpjay — (11/420) B? , Ripjeiay — (3/140) R” ., Reayp
+(17/1680) Ry Reayip + (1/105) R, R ey + (1/210) RY (o By + (1/60) B Ry

2/175) MbR + (11/1050) R (ab * R° + (11/1050) R'Dg;(abR”dpu) + (2/525) Rp(a|a|bDR"

clpld)

—(
—(
(
—(
—(1/30) m® R? () 1y R cppiay + (2/105) R Ripgripieay + (1/280) R (1o B ciplayir
(
(
(
(

clpld)

(

+(1/56) R Riporicay — (1/24) (€ = 1/6) RR(apRegy — (1/90) R Ryypp Reay + (1/630) R’ Riop R,

+(1/180) R* R(ap R pjejojay — (1/30) (6 — 1/6) RR” R eipiay + (1/180) Riay R°7 R, pora)

(ala|b™ " clpld)

+ 13/1575) R’ RU v (1/63) Rp UchR‘pm-‘d) + (2/1575) RPUTKRp(a|T‘bR‘U|C|N|d)

(alr[b™Y clpld)

+(2/525) R™ R, "y Riolclulay + (8/1575) R™" R, °

ol I7lb

Rigjeiwia) + (4/1575) R Ry, " Riojelwa) (1

lor| b

et

—(1/8)m* + (1/24) (§ - 1/5)OR — (1/4) (¢ = 1/6)m* R
—(1/8) (£ —1/6)* R* + (1/720) R, R*” — (1/720) Ry, R*°™" (117a)
= (1/48) (€ —1/5) (OR)., — (1/8) (£ = 1/6) m* R,

—(1/8) (€ —1/6)* RRyu + (1/720) Ry R*’., — (1/720) Ryor R77T,

a

(117D)
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et
Vo a» = —(1/3360) OORgy, + (1/80) (€ — 4/21) (OR).qp + (1/240) m? ORg, — (1/12) (€ — 3/20) m® Ry
1/48) m* Rap — (1/12) (€ = 1/6)(€ — 3/20) RR.ap, + (1/360) (§ — 1/7) Ry R’y + (1/144) (€ = 1/5) (
1/16)(§ — 1/6)* RuRy — (1/120) (€ — 3/14) R, R’ + (1/120) (§ — 17/84) R, R,
1/24) (€ = 1/6) m? RRy, + (1/240) (€ — 1/6) RORy + (1/1008) Ry OR", — (1/180) m* Ry, RY,
+(11/12600) R* R (ap) + (1/1440) R* Ry + (1/4200) R Ry(aspys — (1/3150) R? Rop, o
1/5040) Rprpb (1 /1008) R?, . R%,., + (1/180) (€ — 3/14) R*" Rpue, — (1/2520) (OR") Rpas

—(
—(
—(
(
—(
+(1/360) m* R* Rpaop — (1/2520) R*" Ry piay — (1/3600) RPOR oo — (1/1680) R Rpuotir
+(1/3150) R*7  Rirgppy) — (23/25200) R’ " Riropipy + (1/900) R” (" Riporpy) + (1/1400) R Ryor(ap
—(1/1575) RP" O R per + (1/360) m® BT, Rpgry — (29/25200) R*T Ry rpsary — (1/1680) RP", R .,
—(1/1344) RP™  Ryoripy — (1/48) (€ — 1/6)* R Ry — (1/180) (£ — 1/6) RR, R’y + (1/4320) R R0 R
—(1/3780) R Rpo R, + (1/360) (€ — 1/6) RR Ry, + (1/7560) R R, Ryaqp — (2/4725) R7 K", R
—(1/37800) Ry R”“* Ryqy + (1/360) (€ — 1/6) RR* 7, Rpory, — (1/4320) Rupy R R pyrre
—(31/75600) R, R Ry, + (1/1200) Ry R™ R, — (17/75600) R* R | R0
+(17/30240) R R™7, Ripgrpy) + (17/37800) R*""\ Ryorw R, — (1/756) R RT ,  Rrpp
+(1/1800) R***R )y R,yTy — (19/18900) R R )07 o R,y
et
—(1/48) m® — (1/480) (¢ — 3/14) OOR + (1/48) (¢ — 1/5)m*OR — (1/16) (¢ — 1/6)m* R
+(1/48) (€ — 1/6) (¢ — 1/5) ROR + (1/96) [€* — (2/5) € + 17/420] R,,R* — (1/16) (¢ — 1/6)* m* R
—(1/720) (€ — 3/14) R.,n R*® — (1/5040) R,,(IR? + (1/1440) m* R, R*° — (1/20160) R 5., R

(
(
—(1/10080) Ry R7™ + (1/3360) R por IRP7™ — (1/1440) m? Ry RP7™ 4 (1/4480) R pr i RP7T
—(1/48) (€ — 1/6)® R® + (1/1440) (¢ — 1/6) RR,, R* + (1/45360) R,, R*, R°™ — (1/15120) R,y R\ R
—(1/1440) (€ — 1/6) RRppr R”™ — (1/7560) RaR™°" R, + (1/4536) R****R 005 R,

(

+(11/90720) R*" R,y R, \*". (

e Pour les dimensions d = 7, 8,9, 10, 11
- On a développé tout le matériel pour réaliser les calculs explicitement. Mais ils devien-
nent trop lourds. On notera toutefois 'existence de simplifications considérables dans des

espaces-temps particuliers et intéressants du point de vue physique.
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VII. AMBIGUITES ET ANOMALIES DE TRACE

On a déja noté que la valeur moyenne (1|7, |¢))ren €st unique & un tenseur géométrique
pres ©,,. On peut trouver sa forme générale en supposant qu’il est local et conservé et qu’il
ne diverge pas quand m? — 0. En notant que (i) ©,, a pour dimension (masse)? et peut
étre obtenu par dérivation fonctionnelle a partir de lagrangiens géométriques ayant pour
dimension (masse)? et que (ii) g,, est sans dimension alors que R, R, et R,,,, ont pour

dimension (masse)?, on a les résultats suivants:

Pour d = 3, il y a deux lagrangians géometriques de dimension (mass)® qui sont finis

pour m? — 0: £L=m3 and £ = mR. On a donc
O = Am’g, + Bm[R,, — (1/2)Rg,.] (119)

avec A et B qui sont des constantes non-dimensionnées.

Pour d = 4, il y a cinq lagrangiens géometriques “indépendants” de dimension (masse)*
qui sont finis pour m? — 0: £ =m*, L =m?R, L = R*, L = R, k" and L = R, sRP".

Par dérivation fonctionnelle, on obtient

O = Am*gu, + Bm®[R,, — (1/2) Ry,
FOLHEO 1 0y HEDO | 0y HE (120

. . . , . 4,2)(1
avec A, B, (4, Cy et C3 qui sont des constantes non-dimensionnées. Ici, on a H;(W I ),

HP(LA;’Z)(U et Hl(f{,’m(l) qui sont les tenseurs de rang 2 et d’ordre 4

1 9
H/Sil/,?)(l) = \/___gaguy/AAde /_g R2 (1218,)
= 2R,, —2RR,,
+g,0[—20R + (1/2) R?), (121b)
g2 = L 0 [ o, = p g 199
N TN VA (1222)

= Ry, —OR,y — 2RP Ry
9w [=(1/2) DR + (1/2) Ry R™], (122b)
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J )
H&DG) = _—_ / dPx\/=g R,grs RPT 123a
122 /_g 59”” M Pq ( )
= 2R, —4U0R,, +4RP Ry, — ARM Ry

—2RP" Rpgry + G [(1/2) Rpgrs RP]. (123b)

On peut simplifier le résultat précédent en rappelant que
/ d4ZE\/ —g ,C(Q), (124)
M
avec L) qui est le lagrangien de Gauss-Bonnet donné par
L) = R* — 4R, R" + Ry s RP7, (125)
est un invariant topologique. Par dérivation fonctionnelle, on obtient

HPW — 4 D 4 gi2®) = o (126)

qui permet déliminer H,%’Q)(?’).

©,, donné par (120) peut étre utilisé pour modifier ’anomalie de trace (82). On peut

enlever le terme en [JR mais les termes R, RP? et R, [RP7° ne peuvent étre modifiés.

Pour d = 5, il y a cinq lagrangiens géometriques “indépendants” de dimension (masse)®
qui sont finis pour m? — 0: L = m®, L = m*R, L = mR* L = mR,R"* and L =

MRy s RPI". Par dérivation fonctionnelle on obtient

O = Am’gu + Bm’[R,, — (1/2) Ry,
+C4 mH/S%,’Q)(l) +Cy mHl(:i’Q)(Q) + (s mHlSi’Q)(g) (127)

avec A, B, C1, (5 et C3 qui sont des constantes non-dimensionnées.

Pour d = 6, il y a quinze lagrangiens géometriques “indépendants” de dimension (masse)®

qui sont finis pour m? — 0: £ = m®, £ = m*R et les trois polynomes de Riemann de rang
0 et dordre 4 L = m?R?, L = m?R,,RP?, L = m*R,,sRP"* ainsi que les dix polynomes
de Riemann de rang 0 et d’ordre 6 £ = ROR, £ = R,,0RP, L = R*, L = RR,,R", L =
Ry RP R, L = R, R,sR"" ", L = RRp;sRP"™, L = Ry R’ R"", L = R,y s RF"R"™,,,
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L = Ry,RP42, R, Par dérivation fonctionnelle, on obtient

O = Amﬁguv + Bm4[(1/2)RgW — Ry
+Cym2HSW 4 Cym? HED®) 4 Cym2HAD®)
+D; Hiz’o}(l) + Dy Hﬁ’o}(?’) + Dy Hﬁﬁ)(l)
+D, H,S?/’S)(Q) + Ds Hl(g?’)(?’) + Dg H}(L?/73)(4)

6,3)(5 6,3)(6 6,3)(7
+D7 H$?® + Dy HE¥O) 4 Dy HGH)

4Dy H;S%S)(S) (128)
avec A, B, C1, Cy et C5 ainsi que Dy, ..., Dg et D1 qui sont des constantes non dimensionnées.
Ici, on utilise les tenseurs de rang 2 et d’ordre 6
poyy — L9 L
H = d”zv/—g RUOR (129)
—g 09" J
1 )
Hﬁ’o}(?’) = V/ dPz\/—g R,,OR" (130)
—g 09" Jm
1 )
e = L / AP/ —7 R 131
& =509 Ju " VT o
1 )
HEIO) = — / dPz\/=g RR,, R (132)
gog M
1 0 T
HEDE = — / dPx\/—g R, RP.R? (133)
gog M
1 )
Hl(fi,S)(zl) = __ - / de /‘_g quRrstrqs (134)
—g 09" Jm
1 )
HIS(;S)(B) - _ - V/ dPr /_g Rqurstqrs (135)
—g 09" Jm
1 )
H}(gﬁ)(@) = V/ dPx\/—g R, RP, R (136)
—g 09" Jm
1 (5 Uv TS
B = i [, 47 R R (157)
gog M
1 5 [ TUSU
HIS%S)(S) = —_5 Hl’/ de -9 RPTQSRpuqu . (138>
gog M

(Expressions dans la référence 5b).

On peut simplifier I’expression précédente en notant qu’en dimension 6, le nombre d’Euler

/ d6x\/ —g ﬁ(g),
M
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ot L3 est le lagrangien cubique de Lovelock

L) = R® — 12 RRyR" + 16 R, RP . R

+24 Ry Ry R7 + 3 RRyg o RP™ — 24 Ry R, R

rst

+4 RPqTSquuvRTSuv -8 RquSRpuqv RTUSU?
est un invariant topologique. Par dérivation fonctionnelle, on a

HL(L?/B)(U —12 H/S?jﬁ)(?) +16 HL(L?;3)(3)
+24 HSW + 3 HEIG) — 24 HEDO)

+4 HEID g EIE) =g,

qui permet d’éliminer un des tenseurs d’ordre 2 et de rang 6.

©,, donné par (128) peut étre utilisé pour modifier 'anomalie de trace (83).

enlever n’importe quel terme a I'exception de R, RR,,RP? and RR,,.sRP"* .
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VIII. INFINIS ET ACTIONS GRAVITATIONNELLES

On peut évaluer la partie divergente (62) du tenseur d’impulsion-énergie et exprimer le
résultat en puissances de ¢*(z, z’) puis moyenner sur toutes les directions angulaires selon
2'-z. On obtient alors une expression faisant intervenir des tenseurs geometriques conservés

qui peut étre absorbée dans un lagrangien gravitationnel nu.

Pour d = 3, la partie divergente du tenseur d’impulsion-énergie s’écrit sous la forme

v Rz/_ 1/2)R v
<w’TuV|¢>Sing~AQL+B[ pw — (1/2)Rg]

73/2 T1/2

+ termes finis en m3g,, et m[R,, — (1/2)Rg,.].

(142)

et peut étre absorbée dans
1

S rav —
& 167TGB

/ d*z/—g (R —2Ap). (143)
M

Pour d = 4, la partie divergente du tenseur d’impulsion-énergie s’écrit sous la forme

v R, — (1/2)Rg,.,
(1T |)sng ~ AL + 5l <J/ )R]

+ (CLEUAD 1 CHED® 1 0y HE) Ing

+ termes finis en m*g,,, m*[R., — (1/2)Rg,u], HEPW HED@) of g6

y Htpy 77 pv
(144)
et peut étre absorbée dans
1
Spray = — d'ey/=g (R~ 2A
& 16'/TGB /M o 9 B
ol B2 + o) Ry R 4 o) By R ) (145)

On pourrait utiliser le fait que le nombre d’Euler (124) est un invariant tomologique pour

éliminer dans cette action gravitationnelle nue un des scalaires d’ordre 4.

Pour d = 5, la partie divergente du tenseur d’impulsion-énergie s’écrit sous la forme

([T |6}y ~ AL 4 e = (/2 Eg ]

5/2 53/2
(CLHEDD + ol + 0y ®)
o1/2
+ termes finis en m®g,,, m*[R,, — (1/2) Ry, meLf‘,’2)(1), mHlSi’Q)(z) and mHﬁ’Q)(?’)

+

(146)
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et peut étre absorbée dans

1
Siraw = — Pay/=g (R - 21
e 167Gy / v B
ol B2 + ) Ry B+ ) Ry, R (147)

Pour d = 6, la partie divergente du tenseur d’impulsion-énergie s’écrit sous la forme

[RW - (1/2)ng/]

Guv
<w|TuV‘w>sing ~ A% + B

<01 AW 4o, i@ 4 o Hﬁ,z)(s))

* o

+ (D HZOW + D, H 2O+ DyHEHW

+D4H,S?/’3)(2) + D5H,S6u’3)(3) + D6Hl(£»3)(4)

+D7H,S?/’3)(5) + DSH,S%?))(G) + DQH,(L%S)U)

+D10H£L?/’3)(8)) Ino

+termes finis en m®g,,, m*[R,, — (1/2)Rg,.],
m2H$’2)(1)7 mQH!(LzlL/,Q)Q)? mQHﬁ’Q)(?’),
Hﬁ’o}(l), Hﬁ,o}(:%)’ H,S?,’S)(l), H/(J,?;S)(Q) H(6:3)(3)

) uv Y
HEDW FEI6) FE30) O3 of OO (148)

et peut étre absorbée dans

1 \
= / d®zv/—g (R —2Ap
M

S rav -
& 167TGB
+aly) R? + i) Ry RP + o) Ry RPT

By R + B Ry R+ 5 Ry Y, R
+ﬁgl) RPQRTSRquS + ﬁ(B5) RRPqTSquTS

+ﬁ(B6) qu Rprsthmt + ﬂ(Bn qurs quuv Rrsuv
B8 By B, 7 (149)

On pourrait utiliser le fait que le nombre d’Euler (139) est un invariant tomologique pour
éliminer un des polynomes de Riemann de rang 0 et d’ordre 6 dans cette action gravitation-

nelle nue.
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