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NI DOCUMENT, NI CALCULATRICE AUTORISES, NI TELEPHONE

Gardez votre calme, lisez soigneusement chaque énoncé et concentrez-vous.
Réfléchissez bien a ce qui vous est demandé. Ne restez pas bloqué(e) plus d’un quart

d’heure sur le méme exercice. Changez!

Ecrivez lisiblement, la note en tiendra compte, tout comme de la clarté de raisonne-

ment. Relisez-vous. Bonne chance!

EXERCICE 1. QUESTION DE COURS.

Dans l'espace R?, quelles sont les deux identités vectorielles classiques contenues

dans la propriété importante d od = d? = 0 de la dérivée extérieure d.

F1G. 1 — La spirale d’Archiméde.



EXERCICE 2. AIRE D’UN DOMAINE PLAN & SPIRALE D’ARCHIMEDE

On rappelle que l'aire A d’un domaine K du plan orienté R? peut se calculer

’aide de la formule de Green-Riemann,

A:/ w avec w = 1(z dy —y dz).
0K

1. Donner la dimension de 0K et le degré de la forme w.
2. Donner ’expression de w, en coordonnées polaires (7, 6).

3. On considére la courbe fermée dans R?, 7, formée de la spirale d’Archiméde et du
segment [0, 27ra|U{0}, avec a > 0 un nombre réel fixé, (voir figure Fig.2 ci-contre).

La spirale d’Archiméde est définie en coordonnées polaires par ’équation
T:(le’ 0§0§27T, CL>O
Reporter 'allure de la courbe 7 sur votre feuille et orienter v (spirale et segment).
4. Déduire de la question 2 I'image réciproque v*(w).

5. Calculer 'aire A = / w du domaine K délimité par la courbe v = K & partir

de la formule de Greevn—Riemann.

Tourner SVP /...



EXERCICE 3. DERIVEE DIRECTIONNELLE

On se donne comme courbe fermée v dans ’espace R?, le cercle d’équations carté-

siennes

2?4+ =1, z =1,

et on considére la fonction scalaire

10.

© © NS o

f(z,y,2) = 2y + yz + x2.

. Donner I’expression en coordonnées polaires du déplacement dx le long du cercle

dans la base (é,, é,) des coordonnées polaires.

Dans le plan z = 1, dessiner le cercle v et placer le vecteur tangent unitaire e,

aux points définis respectivement par les vecteurs @ = (1,0,1) et b = (0,1, 1).
Donner le domaine de définition de f et calculer la différentielle df.

Préciser le degré de cette forme différentielle.

En déduire @ f.

Calculer le gradient @ f(@) au point @. Qu’indique le vecteur gradient ?
En déduire la dérivée directionnelle D¢ _ f(@) le long du cercle v au point a.
Calculer le gradient au point b. Qu’indique le vecteur gradient ?

En déduire la dérivée directionnelle Dg_ f (b) le long du cercle v au point b.

Calculer I'image réciproque v*(df) sur le cercle 7 paramétré en coordonnées

polaires.

Calculer v*(df) aux points @ et b.

Y-a-t-il un lien avec les dérivées directionnelles ?



EXERCICE 4. VOLUME D’UN PARABOLOIDE

Dans l’espace R?, on considére le solide K délimité par la surface du paraboloide
renversé d’équation

2 .2
z:f(a:,y):h<1—x;2y>, avec R >0, h > 0,

et de base le disque D = {2% +¢*> < R?, 2= 0}.
On rappelle que les coordonnées cylindriques, (p, ¢, z), adaptées a la géométrie de

ce solide, sont définies par,

(
T = pCos p,
coordonnées
o § Yy = psiny, p>0,0<p<2m z€eR.
cylindriques
| 2= 2,

1. Esquisser ce solide K et préciser les différentes surfaces formant son bord 0K.

2. Déterminer le domaine A des coordonnées cylindriques servant & paramétrer le

paraboloide.

3. Calculer directement le volume de ce solide avec 'intégrale double / f(z,y)dxdy.
D
Expliquer pourquoi le calcul de cette intégrale double donne son volume.

4. Soit la 2-forme, w = % dy A dz + % dz A do + g dx A dy.
Quel est le domaine de définition de w?
Identifier le champ vectoriel A associé & w.

5. Donner son image réciproque sur le domaine de paramétrage A.

6. En déduire la valeur de / Ww.
oK

Que représente cette intégrale pour le champ vectoriel A?
7. Calculer dw tout en précisant le degré de cette forme.
Quel est le lien avec le champ vectoriel A?
8. Par application de la formule de Stokes, en déduire le volume du solide K.

(Vérifier que vous trouvez bien la méme expression que celle obtenue en ques-
tion 3).
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Gardez votre calme, lisez soigneusement chaque énoncé et concentrez-vous.
Réfléchissez bien a ce qui vous est demandé. Ne restez pas blogué(e) plus d’un quart
d’heure sur le méme exercice. Changez!

Ecrivez lisiblement, la note en tiendra compte, tout comme de la clarté de raisonne-

ment. Relisez-vous. Bonne chance!

EXERCICE 1. QUESTION DE COURS.

Dans la formule du théoréme de Stokes,

/dw:/w,
K 0K

préciser le lien entre la dimension du domaine d’intégration K de R3 et le degré de la
forme différentielle w sur R3.
On prendra soin de distinguer les trois cas envisageables pour le choix de la dimen-

sion du domaine K dans ’espace R3.

EXERCICE 2. INTEGRALE TRIPLE

a. Esquisser le volume V défini par

Y = {(x,y,z)ER?’/—lngl, 0<y<2, nggg}.
b. On se donne la fonction scalaire f(z,y,2) = 3x%y + 2ysin 2.

Calculer I'intégrale triple / f(x,y, 2z) dedydz.
V

5



EXERCICE 3. INTEGRALE TRIPLE

Dans I’espace R? orienté muni des coordonnées cartésiennes, (z, ¥, z), on considére
la surface S du cube [0, 1] x [0, 1] x [0, 1] et la 2-forme différentielle,

w = z?y dy A dz +3y? dz A do — 2222 dz A dy .
1. Identifier le champ de vecteurs V(}?) representé par w.
2. Calculer dw, tout en précisant son degré.
3. Que représente le calcul de dw?

4. En appliquant le théoréme de Stokes & ce cas particulier,

/ dw = /w ,
[0,1]x[0,1]x0,1] S

calculer le flux du champ V & travers la surface S du cube.

EXERCICE 4. COORDONNEES POLAIRES

En passant aux coordonnées polaires, calculez

1 V1—z?
/ (/ (22 4 y*)>/? dy) dz.
~1 \Jo

Esquisser le domaine d’intégration pour pouvoir le paramétrer en coordonnées polaires.

Tourner SVP /...



EXERCICE 5.INTEGRALES DOUBLES ET CHANGEMENT DE VARIABLES

Dans le plan orienté R? rapporté au repére (O, é,, é,), on considére le domaine plan,

K, coincé entre les quatre droites d’équations respectives,
r—y=0, z—y=1, xz+y=1 et x+y=23.
1. Tracer les quatre droites dans le repére (O, é,, é,), achurer le domaine K tout en

déterminant ses sommets, et donner son nom.

On se propose tout d’abord de calculer de deux facons différentes 1’aire A du

domaine plan K.

2. Calculer directement 'aire A & 'aide d’un déterminant d’ordre 2.

3. L’aire A se calcule aussi comme l'intégrale double, A = / dxdy.
K
En effectuant le changement de variables u = x4+ y et v =a — y,

dessiner le domaine A des variables (u, v) servant & paramétrer le domaine K.

4. Donner une définition du domaine A en le décrivant par des inégalités sur u et v.

A quelle figure géométrique correspond le domaine A et que vaut son aire ?

5. Déterminer 'expression de x et de y en fonction des variables u et v, et calculer

le Jacobien du changement de variables.

6. En déduire, aprés changement de variables, la valeur de A comme intégrale double.

(Vérifier que les deux valeurs de A coincident!)
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Gardez votre calme, lisez soigneusement chaque énoncé et concentrez-vous.
Réfléchissez bien a ce qui vous est demandé. Ne restez pas bloqué(e) plus d’un quart

d’heure sur le méme exercice. Changez!

Ecrivez lisiblement, la note en tiendra compte, tout comme de la clarté de raisonne-

ment. Relisez-vous. Bonne chance!

EXERCICE 1. QUESTION DE COURS.

Dans l'espace R3, quelles sont les deux identités vectorielles classiques contenues

dans la propriété importante d o d = d? = 0 de la dérivée extérieure d.

Fi1G. 2 — La cissoide de Dioclés.



EXERCICE 2. AIRE D’'UN DOMAINE PLAN & CISSOIDE DE DIOCLES

On rappelle que l'aire A d’un domaine K du plan orienté R? peut se calculer a

’aide de la formule de Green-Riemann,

A:/ w  avec w=3(zdy—y dz).
0K

1. Donner la dimension de 0K et le degré de la forme w.
2. Donner ’expression de w, en coordonnées polaires (7, 6).

3. On considére dans R?, la surface plane K comprise entre les deux branches de la

cissoide de Dioclés définie en coordonnées polaires par 1’équation
T
OM =r =2R sinftan, |9\<§, R >0,

et la droite x = R (voir figure Fig.2 ci-contre).
Ecrire 1’équation polaire de la droite © = R, et préciser le domaine de variation

de 'angle 6.

4. Reporter sur votre feuille I’allure de la courbe fermée, v = 0K, et indiquer son
orientation sur chacun des morceaux qui la composent. Déterminer la valeur de 6

correspondant a chacun des trois sommets de la courbe 7.

5. Déduire de la question 2 l'image réciproque, 7*(w), de w sur, respectivement, la
cissoide et la droite x = R.

6. Calculer 'aire A = /w du domaine K délimité par la courbe v = 0K a partir

de la formule de Green-Riemann.

[Prendre bien garde a l'orientation de la courbe pour déterminer les bornes d’in-

tégration en 0 sur chacune des portions de vy, cf question 4./
Quelques identités utiles : cos2a = 1—2sin*a = 2cos?a—1, tana = sina/ cosa,

tan'a = 1 +tan*a = 1/ cos® a.

Tourner SVP /...



EXERCICE 3. INTEGRAL CURVILIGNE SUR UNE HIPPOPEDE

Dans l’espace R?, on se donne la 1-forme

1
w=—(rdr+ydy+ zdz), r= /x4y + 22
r

1. Quel est le domaine de définition de w?

Identifier le champ vectoriel V associé a w.

Calculer dw tout en précisant le degré de cette forme.
Que dire de w et que conclure sur le champ vectoriel V7

Trouver une primitive f de w, de sorte que w = df.

S A

Soit I’hippopéde v, courbe définie par

v: [0,7] — R3,
t — y(t) = (Rsintcost, Rsin*t, Rcost), R > 0.

Déterminer les points v(0) et ().

7. Calculer la distance a l'origine des points de 7.

Sur quelle surface se trouve la courbe ~y?

8. Calculer I'intégrale curviligne / w.
2
On pourra, tout en le justifiant, utiliser la formule de Stokes pour un calcul net-

tement plus rapide.

10



EXERCICE 4. INTEGRALE TRIPLE ET CHANGEMENT DE VARIABLES

Dans I’espace R?, on souhaite calculer le volume du solide défini par

0= {(0,9,2) |VE+ i+ Vz < Vi,

ou £ > 0 posséde la dimension d’une longueur (voir Fig.3 ci-dessous).

1. On note (u,v) les variables servant & paramétrer la base B de 2 située dans le

plan z = 0 (voir Fig.3 ci-dessous).

Calculer laire, / dudv, de la base B = {(u,v) € [0,4] x [0,0] | Vu+ v < \/Z} :
B
2. Le solide €2 peut étre vu comme un empilement continu de surfaces planes, toutes

homothétiques a la base B. Il s’agit a présent de déterminer le rapport A de
I’homothétie faisant passer de B a une section transverse de cote z, avec 0 < z < /

(voir Fig.3 ci-dessous).

Pour 2z fixé, 0 < 2z < /£, on pose x = Au, et y = Av. Déterminer A > 0 en fonction
de z et de ¢, sachant que \/z + \/y + /2 < VI, et que \/u+ /o < VL.

3. Calculer le Jacobien du changement de variables,

B x [0, — €, (u,v,2) — (z,y,2) = (Au, A, 2).

4. Calculer le volume V = / dxdydz, du solide (2, en ramenant le calcul, par chan-

Q
gement de variables, & celui d’une intégrale triple sur les variables (u, v, 2).

F1G. 3 — Le solide 2 et diverses sections transverses.

11
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Gardez votre calme, lisez soigneusement chaque énoncé et concentrez-vous.
Réfléchissez bien a ce qui vous est demandé. Ne restez pas blogué(e) plus d’un quart
d’heure sur le méme exercice. Changez!

Ecrivez lisiblement, la note en tiendra compte, tout comme de la clarté de raisonne-

ment. Relisez-vous. Bonne chance!

EXERCICE 1. QUESTION DE COURS.

Dans la formule générale du théoréme de Stokes, écrite sur I'espace R?,

/dw:/w,
K 0K

préciser le lien entre la dimension du domaine d’intégration K de R3 et le degré de la
forme différentielle w sur R3.
On prendra soin de distinguer les trois cas envisageables pour le choix de la dimen-

sion du domaine d’intégration K de ’espace R3.

EXERCICE 2. INTEGRALE DOUBLE

a. Dessiner I’allure du domaine K du plan R? défini par :

K:{(x,y)ERQ/OS:USl, Ogygﬁ}.

b. On se donne la fonction scalaire f(z,y) = xy.

Calculer I'intégrale double / f(x,y) dxdy.
K

12



EXERCICE 3. INTEGRALE CURVILIGNE ET FORMULE DE STOKES

Dans I’espace R? orienté muni des coordonnées cartésiennes, (z, v, z), on considére

la 1-forme différentielle,

w = 2’z dr+3y* dy — x2* dz .

1. Identifier le champ de vecteurs V/(X) representé par w.
2. Calculer dw, tout en précisant son degré.
3. Que représente le calcul de dw?

4. On consideére le cercle défini par
v=A{(z,y,2)/ x = Rcost, y=2, z= Rsint, t € [0,2x], R > 0}.

Calculer l'intégrale curviligne / w, en appliquant la formule de Stokes (calcul
2
nettement plus rapide), tout en justifiant la démarche.

EXERCICE 4. COORDONNEES POLAIRES

En passant aux coordonnées polaires, calculez

1 V1—x?
/ (/ y\/ T2 + 12 dy) dx.
- 0

1

Esquisser le domaine dintégration afin de le paramétrer en coordonnées polaires.

Tourner SVP /...
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EXERCICE 5. INTEGRALE TRIPLE ET CHANGEMENT DE VARIABLES

Dans ’espace R?, on se propose de calculer le volume du tétraédre 7 défini par
T ={(z,y,2) €[0,0] x [0,€] x [0,¢] avec 0 < x +y+ 2z < (},
ot £ > ( posséde la dimension d’une longueur.

1. Sur un méme dessin, représenter 'allure de ce tétraédre 7 ainsi que celle de sa

base B située dans le plan z = 0.

2. Afin de les distinguer, on note (u, v) les variables servant & paramétrer la base B.

Calculer Daire, /dudv, de la base B = {(u,v) € [0,4] x [0,/] |0 <u+v < {}.
B

3. Le tétraédre peut étre vu comme ’empilement continu de triangles semblables au

triangle de base B.

Pour z fixé, 0 < z < ¢, on pose x = \u, et y = Av. Déterminer en fonction de z
et de ¢, le rapport A > 0 de ’homothétie faisant passer de BB, (0 < u+v < /), a un
triangle semblable plus petit, de cote z, et défini par 'inégalité 0 < x+y+ 2 < L.

4. Calculer le Jacobien du changement de variables,

B x [0,0] — €, (u,v,2) — (z,y,2) = (Au, A, 2).

5. Calculer le volume V = / dxdydz, du solide 7', en ramenant le calcul, par chan-

T
gement de variables, & celui d’une intégrale triple sur les variables (u, v, 2).
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