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�-vE�r|,õ�õPp<òûòÕp ÷ �%p�ò
óä|Qsu�
p
A

x óô��v x%twzÏ|Qsuv%p
K

x%�¤õ�òû|,vEtw�øsÕp vhùø�
R

2 õÄp<�Ñùéqøp�ö<|Qòuö¼��òÕp ���
ò
ó�|,sux%p�x%pÓòû|��]tw�øzÆ�%òup�x%p��0�
p¼p v	� ¢ sÕp<zÏ|Qv%v �

A =

∫

∂K

ω
|<üwp<ö

ω = 1
2
(x dy − y dx).


 ñd�£twv�v%p<�@ò |´x�suzép<v%qrsutwvbx%p
∂K

p.ùMòÕp{xÂp��h�
��x%pÓòû|��]tw�øz�p
ω
ñ

~�ñd�£twv�v%p<�@ò�ó p)ú%õ��
p<qrqrsÕthv�x%p
ω
� p<v�ö¼t�tw�øxÂthv%v%�¼p<qRõPtwò |,sû��p q

(r, θ)
ñ


 ñd�0v�ö¼twv�qrsux��<�
p£ò |�ö¼tw�����Äp��]p �
zé�¼p@x:|,v�q
R

2 � γ � �]tw�øz��¼p£xÂp�ò |�qrõ�su�r|QòÕpMxlóô 0�
ö���suz��<x%p@p¼ù=x%�
qøp��wz�p vhù

[0, 2πa]∪{0} � |<üwp<ö a > 0
�%vØvÂthz����
pd�
�¼p<ò��%úÂ� ��� üwtwsû�����w����p���s��:ñ�~@ö¼s��'ö.thvhùÈ��p �®ñ

¡ |ßqrõ%sû�r|,òÕp�xlóô 0�øö!��suz�� xÂp�p<q
ù£x%�"�Pv%sup�p<v ö.t�tw�øx%twv�vÂ�¼p q@õPthòû|,sû�
p<q õ:|,�Rò
ó � ÷ ��|�ùrsutwv

r = a θ, 0 ≤ θ ≤ 2π, a > 0.

¢ p õPtw��ùrp<� ò
ó�|,òûòu����pRxÂp£òû|�ö.tw���#�Pp
γ
qr���XüwtQùr�
p$�]p<�%sûòuòup�p.ùItw�øsup<vhùrp<�

γ
� qrõ�su�r|QòÕp@p¼ù�qøp��wz�p vhù!�µñ

% ñd�£�<x��%sû�
p�x%pÓòû| ÷ �Âp q
ùrsutwv;~Øò�óôsuz}| �Qp���� ö¼suõ��
t ÷ �Âp
γ∗(ω)

ñ
��ñd�À|,òûö¼��òÕp<�Mò
ó�|,sû��p

A =

∫

γ

ω
x��GxÂthzÏ|,sûvÂp

K
x%�<òusûzésàùr�°õ:|,�0ò |Ïö¼tw�����Äp

γ = ∂K
�}õ�|Q��ùrsû�

xÂp{òû|��]th�
zÆ��òÕp�x%p��0�
p¼p v	� ¢ sÕp<zÏ|Qv%v ñ
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�-v qøpÓx%twv�vÂp°ö.thzéz�p�ö.tw���#�Pp �]p<�øz��¼p
γ

x�|Qv%q�ò�ó p<qrõ:|,ö¼p
R

3 � òÕpÓö.p<�øö¼òup�x ó � ÷ �:|�ùÈsutwv�qRö<|Q��ùø�"�
qrsÕp<v�v%p<q

x2 + y2 = 1, z = 1,
p.ùRthv�ö.thv%qrsûx��<�
p�òû|��]twv�ö)ùÈsÕthvyqrö<|,ò |,sû��p

f(x, y, z) = xy + yz + xz.


 ñd�£twv�v%p<� ò
óôp)ú%õ%�
p<qrqrsutwv�p<v{ö.t�tw�øx%twv�vÂ�<p<q�õPthòû|,sû�
p<q�x��ÓxÂ�<õ�òû|Qö.p<z�p vhù
d~
ú�òup=òÕthv��Mx��Óö.p<�øö¼òÕp

γx�|Qv%q£òû| �:|,qøp
(êr, êϕ)

x%p<qRö¼t�tw�øxÂthv%v%�¼p<qRõPtwò |,sû��p q¼ñ
~�ñd��|,v�q0òupØõ%ò |,v

z = 1
� x%p<qrqrsuv%p<��òÕp´ö.p<�øö¼òÕp

γ
p.ù-õ�òû|Qö.p<��òupÓüwp<ö.ùøp �%�£ù®|,v��Qp vhù��%v�sàù®|Qsu�
p

êϕ
�

|,�ÑúyõPthsuvhùÈq£xÂ�"�Pv�suq@�
p<qrõÄp<ö)ùÈsàühp<z�p<vhù�õ:|,�£òÕp<q�üwp<ö)ùrp<���øq
~a = (1, 0, 1)

p.ù ~b = (0, 1, 1)
ñ


 ñd�£twv�v%p<�@òup�x%twzÏ|Qsuv%p�x%pÓxÂ�"�Pv�sàùÈsÕthvyxÂp
f

p.ù£ö<|Qòuö¼��òÕp �Àòû|ßx�s��7�<�
p<vhùÈsup<òuòup
df

ñ
¦X�
�<ö¼sûqøp<��òÕp{x%p��w�
�{xÂpÓö.p.ùøùrp �]tw�øz�p�x�s��3�<�
p<vhùÈsÕp<òûòÕpwñ

% ñd�Xv�x%�<x��%sû��p −−→�h�ø|Qx
f
ñ

��ñd�À|,òûö¼��òÕp<�Àòup �h�r|,x�sÕp<vhù −−→�h�r|,x
f(~a)

|Q��õPthsuvhù
~a
ñ ï � óôsûv%x�s ÷ �%p{òÕp�üwp<ö)ùrp<��� �h�ø|Qx%sup<vhù��

� ñd�Xv�x%�<x��%sû��pÓò |´x%�<�øsàüh�¼p{x%sû��p ö)ùÈsÕtwv�v%p<òuòup
Dêϕ

f(~a)
òÕp{òÕtwv��éx���ö.p<�øö¼òup

γ
|,� õPtwsûvhù

~a
ñ

� ñd�À|,òûö¼��òÕp<�Àòup �h�r|,x�sÕp<vhù£|Q��õPthsuvhù ~b
ñ ï � óôsûv%x�s ÷ �%p�òup-ühp<ö)ùrp<��� �w�r|Qx%sup<vhù	�


 ñd�Xv�x%�<x��%sû��pÓò |´x%�<�øsàüh�¼p{x%sû��p ö)ùÈsÕtwv�v%p<òuòup
Dêϕ

f(~b)
òÕp{òÕtwv���x%� ö.p<�øö¼òup

γ
|,� õPtwsûvhù ~b

ñ
� ñd�À|,òûö¼��òÕp<�bò
óäsuzÏ| �Qp �
�<ö¼sûõ%�
t ÷ �%p

γ∗( df)
qr�%�yòup$ö.p<�øö¼òup

γ
õ:|,�r|Qz��.ùÈ�
�Gp<vjö.t�tw�øx%twv�vÂ�<p<q

õPtwò |,su�
p<q¼ñ

 �Âñd�À|,òûö¼��òÕp<�

γ∗( df)
|Q��ú�õPthsuvhùÈq

~a
p.ù ~b

ñ
� �á| ��ù��ásuò �%v òusÕp v�|¼ühp<ö�òÕp<qRxÂ�<�øsÕüw�¼p<q@x%sû��p ö)ùÈsÕtwv�v%p<òuòup<q	�
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��|Qv%q�ò
óôp<qrõ:|,ö.p
R

3 � twvGö¼twv�qrsux��<�
pÆòupÆqøthòusux%p
K

xÂ� òusuzÏsàùr�Øõ:|,�-ò |bqr�%� �
|Qö.pÆx��Gõ:|,�r| �ÄtwòÕt���x%p
�
p<vhüwp<�øqø�{xlóô� ÷ �:|�ùÈsÕthv

z = f(x, y) = h
(

1 − x2 + y2

R2

)

,
|<üwp ö

R > 0, h > 0,

p.ù£x%p ��|Qqøp{òup�x�suq ÷ �%p
D = {x2 + y2 ≤ R2, z = 0} ñ�-v �r|,õ�õPp<òûòÕp ÷ �%p°òÕp<q£ö.t�th�
x%twv�v%�¼p<qMö��Âòusûv%x��øs ÷ �%p<q �

(ρ, ϕ, z)
� |Qx�|QõÑùr�¼p<q ��ò | �Q�<twz��.ùÈ�øsÕp{x%p

ö.p{qøtwòusûxÂp � qøthvhù£x%�"�:v�sÕp q@õ:|,� �

ö¼t�tw�øxÂthv%v%�¼p<q
ö	�Âòusuv�x��
s ÷ �Âp q



















x = ρ cos ϕ,

y = ρ sin ϕ,

z = z,

ρ ≥ 0, 0 ≤ ϕ < 2π, z ∈ R.


 ñd�Xq ÷ ��suqrqøp<��ö¼p�qøthòusux%p
K

p.ù£õ��
�<ö¼sûqøp<��òÕp q@x�s��7�<�
p<vhùrp<qRqr�%� �
|Qö.p<q �]th�øzÏ|,vhùRqøthv �Pth�
x
∂K

ñ
~�ñd�£�.ùrp<�øzésûvÂp<��òÕpéx%twzÏ|Qsuv%p

∆
xÂp qÓö.t�tw�øx%twv�vÂ�¼p q�ö	�Âòusuv�x��
s ÷ �Âp q�qøp �ÊüQ|Qvhù � õ�|Q�ø|Qz��.ùÈ�
p<��òÕp

õ�|Q�ø|��Ptwòut
��xÂpwñ

 ñd�À|,òûö¼��òÕp<�lx%sû�
p<ö)ùrp<z�p<vhù òÕpXühtwòu��z�pIx%p�ö.pIqøthòusux%p�|<üwp<ö ò�óôsûvhùø� �w�r|,òupXx%tw� ��òÕp ∫

D

f(x, y) dx dy
ñ

��ú%õ�òus ÷ �%p<�RõPtw��� ÷ �Âths òÕp{ö<|,òûö¼�%òlx%p{ö¼p.ùøùøp{suvhùr���h�r|,òÕp{x%tw� �%òup{x%twv�v%p{qøthv�üwthòu��z�pwñ
% ñdo�thsàù£ò |é~ � �]tw�øz�p �

ω =
x

3
dy ∧ dz +

y

3
dz ∧ dx +

z

3
dx ∧ dy.ï �%p<ò3p<q
ù£òup�x%twz}|,suv%p�x%pÓxÂ���:v�sàùÈsÕthv�x%p

ω
�

� xÂp vhùrs���p ��òÕp{ö!�:|,zÏõ�üwp<ö)ùrth�
sup<ò ~A
|,qrqøtÑö¼su� �

ω
ñ

��ñd�£twv�v%p<�@qøthv�suzÏ| �Qp-�
�<ö<suõ���t ÷ �%pÓqr�%�RòÕp{xÂthzÏ|,sûvÂp�xÂpÓõ:|,�r|,zé�.ùÈ�ø| �Qp
∆

ñ
� ñd�Xv�x%�<x��%sû��pÓò |°üQ|QòÕp<����x%p ∫

∂K

ω
ñ

ï �%p{��p õ%�
�<qøp<vhùrp{ö.p.ùøùrp�sûvhùr���w�r|,òup�õÄtw���@òÕp{ö���|Qzéõ�üwp<ö.ùøth�øsÕp<ò ~A
�

� ñd�À|,òûö¼��òÕp<�
dω

ùrtw�ÂùRp v�õ%�
�<ö<suqÈ|,vhù£òÕp{xÂp��h�
��x%pÓö.p.ùøùrp �]th�
zépwñ
ï �%p<ò3p<q
ù£òup�òûsÕp<v�|<ühp<ö�òup�ö��:|,zéõ}üwp ö)ùrtw�øsÕp<ò ~A

�


 ñd¦�|Q�R|Qõ%õ�òusûö<|�ùÈsÕthvyxÂpÓò | �]th�øz´��òÕp�xÂp´o�ùøt��,p<q � p<v xÂ�<x���su�
p�òup-ühtwòû�%z�p�x%� qøtwòusûxÂp
K

ñ
� � � �
s���p � ÷ �%pbüwtw��q´ùÈ��th�Ñühp�
4�%sup<vEò |ãz��<z�p}p)ú%õ���p qrqrsÕtwv ÷ �Âpyö.p<òûòÕp�t �Âùrp<v��Âpyp v ÷ �Âp q �
ùrsutwv 
 �µñ
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��|Qv%q£òû|��]th�
zÆ��òÕp�x��yù �%�¼tw���<zép�x%p°o�ùrt �,p q �
∫

K

dω =

∫

∂K

ω ,

õ%�
�<ö<suqøp<�Àòup�òusup<vbp<vhùÈ�
p�ò |Æx%sûz�p<v�qrsÕtwv�x���xÂthzÏ|,sûvÂp�xlóäsuvhùr���w�r|�ùrsutwv
K

x%p
R

3 p¼ùRòÕp�xÂp��h�
��x%p�ò |
�]tw�øz�p�x%s �7�<�
p<vhùÈsÕp<òûòÕp

ω
qr�%�

R
3 ñ

�-v}õ��
p<v�x%�r|°qøthsuv�xÂp0x�suq
ùÈsûv��h�Âp<��òup<q=ùr�
thsuqÀö<|Qq=p vhüÂsuqÈ| �wp | ��òÕp q=õPth�%��òup0ö!�%twsàúéx%p-ò |Óx%sûz�p<v �
qrsÕthvyx%� xÂthzÏ|,sûvÂp

K
x�|Qv%q£ò
óôp<qrõ:|,ö.p

R
3 ñ
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� 6 �Xq ÷ ��suqrqøp<�RòÕp�üwthòu��z�p V x%�"�Pv%s õ:|,�

V =
{

(x, y, z) ∈ R
3/ − 1 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 2, 0 ≤ z ≤ π

2

}

.

� 6 �-v�qøp{xÂthv%v%pÓòû|��]thv%ö)ùÈsutwvyqrö<|Qòû|,sû�
p
f(x, y, z) = 3x2y + 2y sin z

ñ

�À|Qòuö¼��òÕp<�@ò
óôsûvhùr���w�r|,òup�ùÈ�øsuõ�òÕp ∫

V
f(x, y, z) dxdydz

ñ

�
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��|Qv%qRò
óôp<qrõ�|Qö.p
R

3 th�
sup<vhùr��zÆ�%v�slxÂp<qRö.t�tw�øx%twv�vÂ�<p<q@ö<|Q��ùø� qrsÕp<v�vÂp q �
(x, y, z)

� twvyö¼twv�qrsux��<�
p
òû|Æqr��� �
|Qö.p

S
x���ö¼� �Pp

[0, 1]× [0, 1]× [0, 1]
p.ù£ò |�~ � �]th�øz�p�x�s��7� ��p vhùrsup<òuòup �

ω = x2y dy ∧ dz + 3y2 dz ∧ dx − 2xz2 dx ∧ dy .


 ñ � xÂp vhùrs���p ��òÕp{ö!�:|,zÏõyxÂp�üwp ö)ùrp<�%�øq ~V (~
ú
)
�
p<õ%�
p<qøp vhùø�{õ:|,�

ω
ñ

~�ñd�À|,òûö¼��òÕp<�
dω

� ùrth�ÑùMp<vyõ���� ö¼suqÈ|Qvhù£qøtwvyx%p��h���hñ
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�<qøp<vhùrp{òÕp{ö<|,òûö¼��ò3x%p
dω

�

% ñd�Xv |Qõ%õ�òus ÷ ��|Qvhù£òÕp�ù �Â�<tw���<z�p�xÂp´o�ùøt��,p<q �ßö.p{ö<|,qRõ�|Q��ùrsûö¼��òusÕp � �
∫

[0,1]×[0,1]×[0,1]

dω =

∫

S

ω ,

ö<|,òûö¼�%òup<�ÀòÕp��P��ú�x%� ö!�:|,zÏõ ~V
�´ùr�r|<üwp �
q£òû|Æqr��� �
|,ö.p

S
x�� ö¼� �Ppwñ
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p<q � ö<|Qòuö¼��òÕp 


∫ 1

−1

(

∫

√
1−x2

0

(x2 + y2)3/2 dy

)

dx.
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��|Qv%qXòup�õ�òû|Qv°th�
sup<vhùr�
R

2 �r|,õ�õPtw��ùr�R|,�´�
p<õ �<�
p
(O, êx, êy)

� thvØö.thv%qrsûx�� ��pÀòup�x%twz}|,suv%p�õ%ò |,v �

K
� ö.thsuv�ö.��p<vhùÈ��p{òÕp q ÷ �:|�ùÈ�
p°x%�
twsÕùrp<q@x ó � ÷ �:|�ùÈsutwv�q@�
p<qrõPp<ö.ùrsÕüwp<q �

x − y = 0, x − y = 1, x + y = 1,
p.ù

x + y = 3.


 ñ � �r|,ö¼p<�=òup<q ÷ �:|�ùÈ�
p-x%�
thsàùrp<qÀx:|,v�q�òÕp0�
p<õ � ��p
(O, êx, êy)

� |Qö!�����
p<��òÕp-x%twzÏ|Qsuv%p
K

ùrth�Ñù�p<v
xÂ�.ùrp<�øzésûv�|Qvhù@qøp<q£qøtwzéz�p¼ùrq � p.ù£x%twv�vÂp �@qøtwv vÂthz ñ

�0vnqøp;õ%�
twõÄtwqøp�ùrth�Ñù}x óä|��Ptw�øxgx%p ö<|Qòuö¼��òÕp �Æx%p x%p<�Ñú �
|��.twv�qéx�s��7�<�
p<vhùrp<q�ò�óä|Qsu�
p
A

x%�
xÂthzÏ|,sûvÂp�õ%ò |,v

K
ñ

~�ñd�À|,òûö¼��òÕp<�Àx�su�
p<ö)ùrp<zép<vhù@ò
ó�|,su�
p
A

�ßò
ó�|,sux%p�x óô��v x%�.ùrp<�øzésûv�|Qvhù@xlóôtw�øx%�
p´~�ñ


 ñd¡Xóä|Qsu�
p
A

qøpÓö<|Qòuö¼��òÕp{|,��qrqrs ö.twzézép-ò
óäsuvhùr���w�r|QòÕp-x%tw� �%òup �
A =

∫

K

dxdy
ñ

�Xvyp �3p<ö)ùÈ��|Qvhù£òup�ö���|Qv��wp<z�p<vhù@x%p�üQ|,�øsû|��%òup<q
u = x + y

p.ù
v = x − y

�
xÂp<qrqrsûvÂp ��òÕp{xÂthzÏ|,sûvÂp

∆
xÂp<q@üQ|,�øsû|��%òup<q

(u, v)
qøp<��ü,|Qvhù �ßõ:|,�r|,zé�.ùÈ��p ��òÕp{xÂthzÏ|,sûvÂp

K
ñ

% ñd�£twv�v%p<�=��v%p0xÂ�"�Pv�sàùÈsÕthvÏx��}x%twzÏ|Qsuv%p
∆

p<vÏòup�xÂ�<ö<�
sÕüQ|,vhùÀõ�|Q�=x%p<q�suv%���h|QòusÕùø� q=qr���
u
p.ù

v
ñ

  ÷ �%p<òuòup ���w���
p �w�¼twzé�.ùÈ�
s ÷ �Âp�ö.tw�ø�
p<qrõPthv%x òÕp{xÂthzÏ|,sûvÂp
∆

p.ù ÷ �%p-üQ|Q�ÑùMqøtwv |Qsu�
p �

��ñd�£�.ùrp<�øzésûvÂp<�@ò
ó p.ú%õ%�
p<qrqrsutwvyx%p
x

p.ù�xÂp
y
p<v �]twv�ö)ùÈsÕthv�xÂp q@üQ|Q�
s | ��òÕp<q

u
p.ù

v
� p.ù�ö<|,òûö¼��òÕp<�

òÕp��w|Qö.t ��sÕp<vyx���ö���|Qv��wp<z�p<vhù@x%p�üQ|,�øsû|��%òup<q¼ñ

� ñd�XvÓx%�<x%��su�
p � |,õ����<q�ö���|Qv��wp<z�p<vhù x%pIüQ|,�øsû|��%òup<q � ò |ÀüQ|QòÕp<��� xÂp
A

ö.twzézépXsûvhùr���w�r|,òup�x%tw� �%òupwñ
� � � �
s���p � ÷ �%p�òup<q@x%p<�Ñú�üQ|,òup<���
qRxÂp

A
ö¼twsuv�ö¼sûxÂp<vhù�� �
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�-vE�r|,õ�õPp<òûòÕp ÷ �%p�ò
óä|Qsu�
p
A

x óô��v x%twzÏ|Qsuv%p
K

x%�¤õ�òû|,vEtw�øsÕp vhùø�
R

2 õÄp<�Ñùéqøp�ö<|Qòuö¼��òÕp ���
ò
ó�|,sux%p�x%pÓòû|��]tw�øzÆ�%òup�x%p��0�
p¼p v	� ¢ sÕp<zÏ|Qv%v �

A =

∫

∂K

ω
|<üwp<ö

ω = 1
2
(x dy − y dx).


 ñd�£twv�v%p<�@ò |´x�suzép<v%qrsutwvbx%p
∂K

p.ùMòÕp{xÂp��h�
��x%pÓòû|��]tw�øz�p
ω
ñ

~�ñd�£twv�v%p<�@ò�ó p)ú%õ��
p<qrqrsÕthv�x%p
ω
� p<v�ö¼t�tw�øxÂthv%v%�¼p<qRõPtwò |,sû��p q

(r, θ)
ñ


 ñd�0vbö.thv%qrsûx�� ��p�x�|Qv%q
R

2 � òû|´qr�%� �
|Qö.p�õ�òû|QvÂp
K

ö.twzÏõ%�øsuqøp�p vhùr�
p{òÕp<qÀx%p<�Ñú ���r|,v�ö!�%p<q@x%p�ò |
ö¼suqrqøt���x%p�x%p´�MsÕtÑö<ò��<q�x%�"�Pv%sup�p v�ö.t�tw�øx%twv�vÂ�<p<q@õPthòû|Qsu�
p<q õ:|,�Rò
óô� ÷ ��|�ùÈsÕtwv

OM = r = 2R sin θ tan θ, |θ| <
π

2
, R > 0,

p.ùRòû|ßx��
twsÕùøp
x = R

� üwthsu� � �h�%�
p���s���ñ ~Øö¼s �áö.twvhùÈ�
p �µñ
¥Xö¼�øsu�
pÆò
ó � ÷ ��|�ùrsutwvãõPthòû|,sû�
p´x%p´òû|�x��
twsàùrp

x = R
� p.ù�õ���� ö¼suqøp<��òup´x%twzÏ|Qsuv%pØx%p°üQ|,�øsû|�ùÈsÕtwv

xÂp{ò
ó�|,v��wòÕp
θ
ñ

% ñ ¢ p õPtw��ùrp<�-qr����üht,ùÈ�
p �]p<�%sûòuòup´ò
ó�|,òûòu����pÆxÂp�ò |bö.tw���#�Pp �]p<�øz��¼p �
γ = ∂K

� p.ù{suv�x%s ÷ �Âp �-qøtwv
tw�øsÕp<vhù®|�ùrsutwv}qr�%�dö!�:|,ö<�%v}xÂp<q�z�th�øö.p |,�Ñú ÷ �%sÄò |Óö.thzéõPtwqøp vhù¼ñÂ�M�.ùrp<�øzésuv%p<�Iò |�üQ|,òup<�%�dx%p

θö.tw�ø�
p<qrõPthv%x:|,vhù �ßö!�:|,ö¼��vyx%p<q�ùÈ�
twsûqRqøthzéz�p.ùÈqÀx%p�ò |ßö.tw���#�Pp
γ
ñ

��ñd�£�<x��%sû�
pØxÂpÆòû| ÷ �Âp<q
ùÈsutwv ~�ò�óôsûzÏ| �wp{�
�<ö<suõ���t ÷ �%p �
γ∗(ω)

� x%p
ω

qr��� � �
p<qrõÄp<ö)ùÈsàühp<z�p<vhù � òû|
ö¼suqrqøt���x%p�p.ùMòû|Æx���thsàùrp

x = R
ñ

� ñd�À|,òûö¼��òÕp<�Mò
ó�|,sû��p
A =

∫

γ

ω
x��GxÂthzÏ|,sûvÂp

K
x%�<òusûzésàùr�°õ:|,�0ò |Ïö¼tw�����Äp

γ = ∂K
�}õ�|Q��ùrsû�

xÂp{òû|��]th�
zÆ��òÕp�x%p��0�
p¼p v	� ¢ sÕp<zÏ|Qv%v ñ
��� ª®¬�¾3«�ªÈ¬´Î)¹�¬)¾�½�©�ªr«�¬ÆÐÏ¶øÙ ±�ªµ¹�¬)¾Ä²�©Q²Ç¹�±�¾�«�¬°¶à©b³µ±�¿Ñª<Îµ¬RÔ�±�¿ÑªÆ«�Å¼²'¬)ªµ·ß¹2¾l¬)ª{¶u¬�ºÓÎ®±�ªµ¾l¬�ºØ«�Ù ¹2¾:É
²'Å'½,ªÈ©,²Ç¹�±�¾ ¬�¾

θ
ºµ¿ÑªÆ³)Á%©w³.¿Ñ¾l¬Æ«h¬�º�Ô�±�ª.²Ç¹�±�¾�ºß«�¬

γ
¸À³��ØÃ)¿Ä¬µº.²]¹�±�¾��ÄË
	

��¿P¬¼¶ÕÃ)¿Ä¬µºÀ¹�«�¬�¾Ä²Ç¹Ç²'Å�º�¿%²Ç¹Ç¶Õ¬�º
�
cos 2a = 1−2 sin2 a = 2 cos2 a−1

¸
tan a = sin a/ cos a

¸

tan′ a = 1 + tan2 a = 1/ cos2 a
Ë
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��|Qv%q£ò
óôp<qrõ:|,ö.p
R

3 � twv�qøpÓx%twv�vÂpÓò | 
 � �]th�øz�p

ω =
1

r
(x dx + y dy + z dz), r =

√

x2 + y2 + z2.


 ñ ï �%p<ò3p<q
ù£òup�x%twz}|,suv%p�x%pÓxÂ���:v�sàùÈsÕthv�x%p
ω

�

~�ñ � xÂp vhùrs���p ��òÕp{ö!�:|,zÏõ�üwp<ö)ùrth�
sup<ò ~V
|,qrqøtÑö¼su� �

ω
ñ


 ñd�À|,òûö¼��òÕp<�
dω

ùrtw�ÂùRp v�õ%�
�<ö<suqÈ|,vhù£òÕp{xÂp��h�
��x%pÓö.p.ùøùrp �]th�
zépwñ
% ñ ï �%p{x%sû��p{x%p

ω
p¼ù ÷ �%p{ö¼twv�ö¼òu���
p�qr���@òup�ö���|Qzéõ}üwp<ö.ùøth�øsÕp<ò ~V

�

��ñ � �
tw�Âüwp ���%v%pÓõ%�øsûzésàùÈsàühp
f

xÂp
ω
� x%pÓqøtw��ùrp ÷ �%p

ω = df
ñ

� ñdo�thsàù£ò�ó ��suõ�õPtwõ*�<xÂp
γ
� ö.th�%�#�PpÓx%�"�Pv%sup{õ:|,�

γ : [0, π] −→ R
3,

t 7→ γ(t) = (R sin t cos t, R sin2 t, R cos t), R > 0.

�£�.ùrp<�øzésûvÂp<�Àòup<q@õÄtwsuvhùÈq
γ(0)

p.ù
γ(π)

ñ
� ñd�À|,òûö¼��òÕp<�Àò |ßx%sûq
ùÈ|Qv%ö¼p �ßò�ó tw�øs �wsuv%p�x%p<qRõPtwsûvhùrq£x%p

γ
ñ

o���� ÷ �%p<òuòup�qr��� �
|,ö.p{qøp�ùr�
th�Ñühp{ò |ßö.tw���#�Pp
γ
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ω
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��|Qv%q£ò
óôp<qrõ:|,ö.p
R

3 � twv�qøth���:|,sÕùrp{ö |,òuö<�%òup<�ÀòÕp�üwthòu��z�p�x���qøtwòûsux%p�x%�"�Pv%s õ:|,�

Ω =
{

(x, y, z) |
√

x +
√

y +
√

z ≤
√

`
}

,

t��
` > 0

õPtwqrq#� xÂp{òû|ßx�suz�p v%qrsutwvbxlóä�%v%p{òÕtwv��w�%p<��� � üwthsu� ��s ��ñ 
 ö<s �áxÂp<qrqøth�%q!�µñ

 ñd�0v$vÂtQùrp

(u, v)
òup<q�üQ|,�øsû|��%òup<q�qøp �ÊüQ|Qvhù �yõ:|,�r|Qz��.ùÈ�
p<��ò |4�:|,qøp B x%p

Ω
qrsàùÈ�Â�<péx�|Qv%qÓòup

õ%ò |,v
z = 0

� ühtwsû� ��s��:ñ 
 ö¼s �áx%p<qrqøtw��q!�µñ
�À|,òûö¼��òÕp<�lò
ó�|,su�
p � ∫

B
dudv

� x%p�òû| �:|,qøp B =
{

(u, v) ∈ [0, `]× [0, `] |
√

u +
√

v ≤
√

`
}

.

~�ñd¡3p£qøthòusûxÂp
Ω

õPp<�Âù �.ùÈ�
pRüÂ�éö.twzÏz�p��%vép<zéõ�suòÕp z�p<vhù ö.twvhùÈsuv���x%p�qr�%� �
|Qö.p<qIõ�òû|QvÂp<q � ùrtw�Âùrp<q
�Âthz�t,ù �%�.ùÈs ÷ �%p<q � òû| �:|,qøp B ñ � ò0q¼ó�| �wsÕù4� õ%�
�<qøp<vhùyx%p xÂ�¼ùøp �
zÏsuv%p<�Ïòupã�r|Qõ%õPth��ù

λ
x%p

ò
ó �%twzét,ù �Â�¼ùrsup �
|QsuqÈ|,vhùXõ�|Qqrqøp<�4xÂp B ����v%p�qøp<ö)ùÈsÕthv{ùÈ�ø|Qv%q
ühp<�øqøp�xÂpÀö.tQùrp
z
� |¼ühp<ö

0 ≤ z ≤ `� ühtwsû� ��s���ñ 
 ö¼s �áx%p<qrqøtw��q!�µñ
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