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Ð/v Ë"ÃÝÆ/Ç t Ü�ÃÝÒ
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t Üó×�ÅÊ× v ÇÊÉ Ô Ç;Ú*Ü ÐÈÔ Æ/Ò v É"Å]É Ô]Ð −→

J
t;v>Ð�ÍÏÎMÐ8v:Ñ ÉBÒ
Å*Ç å� å � Å*ÇÝÇ v Ò Ð8v ËôÃ;Ò
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rZÍÞØGÔ ×ÄÆ Ð É"Å*ÇÝÆ v Ç t~Í Æ/ÇÊÉ v Ò ÔÕÑ É"Æ/Å*Ç v ÇÊÉBÒ v�tÖv Ü� t Æ/Ã�� Ð8v Ë × Ô ÚÊÇ Î ÉBÆÈã7Ü v ËVÃ§ÅÊÒ É Î Ë Ñ_ØGÔÕÑ ÜÝÇêÃ Ô Ò

ÜÝÇ v Ã Ô Ò�ÉBÆ Ñ Ü Ð/v2t;v Ë"Ã;ÆÈÇ 1
2

v Ë
É t Å*ÇÝÇ Î Ã Ô Ò

H =
κ

|~ |3
(
3(ˆ
 · −→σ (1))(ˆ

 · −→σ (2)) −−→σ (1) · −→σ (2)

)
=:

κ

|~ |3 W ,

Å��
~
 v Ë
É Ð8viÓ*vMÑ É v Ü;Ò�Ò v:Ð Ô ÉBÆ�� v ÇÊÉBÒ v?Ð8v Ë tÖv Ü� t Æ/Ã�� Ð8v Ë$â

ˆ
 Ð/viÓ*v:Ñ É v Ü;Ò�ÜÝÇ;Æ8É Ô Æ/Ò v?Ñ ÅÊÒ-Ò v Ë"Ã§Å*Ç ï

tGÔ ÇÊÉ:â v É −→σ (1) := −→σ ⊗I v É −→σ (2) := I⊗−→σ Ð/v Ë × Ô ÉBÒ-Æ Ñ$v Ë t;v5l�Ô Ü Ð Æ Ô Ë"Ë-Å Ñ Æ Î$v Ë�� Ñ_ØGÔÕÑ ÜÝÇ v
t;v Ë tÖv Ü��Ã Ô Ò ÉBÆ Ñ Ü Ð/v Ë å¼æ Ç tÖÎ�� ÇÝÆõÉ Ð8v Ë"Ã;ÆÈÇ É"ÅÕÉ ÔÕÐIt ÜóË Ù Ë
É"Û:× v Ã Ô Ò

−→
Σ = 1

2

(−→σ (1) + −→σ (2)

)
, (~ = 1).

è å p Ç t Æ/ã7Ü v Òôã7Ü v:Ðäv Ë
É ÐÍÏv Ë"Ã ÔÕÑ3vitIÍN� Æ ÐÈë§v Ò�É&É-Å]É ÔÕÐ H t;Î:Ñ Ò-Æ ÓÕÔ ÇÊÉ Ð/v Ë Î É Ô ÉBË t~Í Æ/ÇÊÉ v Ò ÔÕÑ ÉBÆ/Å*Ç
t;v Ë t;v Ü� t Æ/Ã�� Ð8v Ë å l Ò Î:Ñ Æ/Ë v Ò�Ë Ôxt ÆÈ× v ÇÝË"Æ8ÅÊÇ å� å � Å*ÇÝÇ v ÒôË Ô ÇÝË��
ÜÝË
ÉBÆ �§Ñ:Ô ÉBÆ/Å*Ç Ð8v Ë Ó]ÔÕÐ/v Ü;Ò-ËôÃ;Ò
Å*ÃÝÒ v Ë&Ã§Å*Ë"Ë"Æ ë;Ð/v Ë t;v −→Σ 2 å

� å h Å*ÇÊÉBÒ v Òôã7Ü v −→Σ 2 = 1
2
(−→σ (1) · −→σ (2) + 3

è p
)
âÖÅ�� è p

= I ⊗ I å
Â åsæ Ç Ã§ÅÊË v Π = (ˆ

 · −→Σ)2 å d ÇjÜ+ÉBÆ Ð Æ/Ë Ô ÇÊÉ ÐÈÔ Ò v:Ð Ô ÉBÆ8ÅÊÇ ÓÕÔ]ÐÈÔ]ë;Ð/v Ë"ÜÝÒ H1/2 = C2

(~u · ~σ)(~v · ~σ) = (~u · ~v)I + i(~u× ~v) · ~σ, (∗)
×�ÅÊÇÊÉBÒ v Ò�ã7Ü v

Π = 1
2

( è p
+ (x̂ · −→σ (1))(x̂ · −→σ (2))

) å
� å d Ç tÖÎMt ÜÝÆ/Ò v â v Ç Ñ ÅÊÒ v>Ô:Ó*v:Ñ (∗) âÝã7Ü v Π

v Ë
É�Ü;Ç�ÃÝÒ
Å�� vMÑ É v Ü;Ò å
� å h Å*ÇÊÉBÒ v Ò v Ç;Ë"ÜÝÆõÉ v ã7Ü v�Ð8v É v Ò
× vôtIÍ Æ/ÇÊÉ v Ò Ô]Ñ ÉBÆ8Å*Ç W Ë ÍÏv ;Ã;Ò-Æ/× vStÖv � Ô � Å*Ç Î ã7ÜÝÆ Ó]ÔÕÐ/v ÇÊÉ v
Ñ ÅÊ×Ä× v

W = 2(3Π −−→
Σ 2).

! åsæ Ç ÔÕt × v É-ÉBÒ Ô#" ã7Ü v (
−→
Σ 2)2 = 2

−→
Σ 2 v É&ã7Ü v Π

−→
Σ 2 = 2 Π å

h Å*ÇÊÉBÒ v Ò ÔÕÐ ÅÊÒ-Ëôã7Ü v
W 2 = 4

−→
Σ 2 − 2W å

$ å d Ç Ñ Å*Ç Ñ$Ð Ü;Ò v ã7Ü v>Ð8v Ë Ó]ÔÕÐ/v Ü;Ò-ËôÃ;Ò
Å*ÃÝÒ v Ë&Ã§Å*Ë"Ë"Æ ë;Ð/v Ë t;v W Ë-ÅÊÇÊÉ
0,±2

v É −4 å

%�&�'�(*),+-(/.10,2
···/ . . .

354 687:9<;=68>@? A86�BDCFE*?HGI6JG�68EK>@?MLN7OLPA89FE=?Q7SR 9F7 TVUXWJGI6DYZ6JA<BD9F?MG�L\[]6�A^YV6<_�9F>@7OLa`
σkσ` = δk`I + iεk`j σj

A�>@G
C2 b

\



�O��I³¼¿K¾�±M°K³¼´µ´E³¼´ º$±M»G±M°K³¼´�´E»¼°bÀ�¶@¯E¶j¿��/³¼º��Ê°ª¿ª¿K»G±M¶7¾�À��E»§À¥·¸³¼´E°��I¾�¶¼�Á � Ã§ÅÊÆ/ÇÊÉBË_Ì

æ ÇiË Í Æ/ÇÊÉ Î Ò v Ë"Ë v � ÐÈÔ Ë-Å Ð Ü+ÉBÆ8ÅÊÇ v  ÔÕÑ É vVtÖvVÐ�ÍÏÎ ã7Ü Ô É"Æ/Å*Ç t;v �+Ñ_Ø Ò
	 t ÆÈÇÖÚ v ÒäÇÖÅÊÇ>Ë
É Ô ÉBÆ8ÅÊÇ;Ç Ô ÆÈÒ vÜÝÇÝÆ t Æ/× v ÇÝË"Æ8ÅÊÇ;Ç v:ÐÈÐ8v
i~
∂Ψ

∂t
= − ~2

2m

∂2Ψ

∂x2
+ V (x)Ψ,

Ô:ÓÊv:Ñ
V (x) = 1

2mω
2x2 â Ð8v Ã§ÅÕÉ v ÇÊÉBÆ v:ÐIØÝÔ Ò
×ÄÅ*ÇÝÆ/ã7Ü v å

è Ì�� Î Ò
Æ �Ýv ÒSã7Ü v���7Ñ�Ø Ò�	 t Æ/Ç;Ú v Ò�â è�� � ���

Ψ(x, t) =
(mω
π~

)1/4

exp

[
−mω

2~

(
x2 + a2

2 (1 + e−2iωt) +
i~t

m
− 2axe−iωt

)]

v Ë
É ë Æ v Ç Ë-Å Ð Ü+ÉBÆ8ÅÊÇ t;v�Ñ3v É-É v�Î ã7Ü Ô ÉBÆ8ÅÊÇ å Á a v Ë
É�ÜÝÇ vgÑ Å*ÇÝË
É Ô ÇÊÉ v Ò Î$v:Ð/Ð/vgÔ$Ù7Ô ÇÊÉ ÐÈÔ t ÆÈ× v ÇÝË"Æ8Å*ÇtIÍ ÜÝÇ viÐ Å*Ç;Ú*Ü v ÜÝÒBÌ å� Ì î�ÔÕÐÈÑ Ü Ð/v Ò |Ψ(x, t)|2 v É&ÆÈÇÊÉ v Ò-Ã;Ò Î É v Ò Ð8v Ã Ô ã7Ü v É t~Í Å*Ç tÖv Ë å
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��Qô�A�
�|L � �#"SL
���
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����L&�MH(' � 	��¥��� � L
�ÞHb������ � Q��ò�§��� ���
	�Rô�����
	¼���
�¼���_�N�
QA	�)� �������N���

J
��Q�R � RS�
�3����� � Q����_�N	��� � ����� −→

J
������� �
�N��L��	 � �  

*)+-,�.0/21(354 P7� R � Rô���$� ��� � Q��N���N	��(� � �ò���;��� ��� �
���
L ��	 � �>�
���s� � �����  ��	 −→
J =

−→
L +

−→
S
�����A����� � ����
�äR � RS�
�3��� � 	�����ò���]�����A� �  ���  P�� �
�N��L��	 � �g��Z�	 � QM��� �¥���A�ä��� ���ò�a�76/��L�� � 	���� |10〉 ⊗ |−〉 [��-���
L

|−〉 = |1
2
, −1

2
〉  98 �3T(��� � ��LI�_�������� � �������ÝR � RS�
�3���;��� � QA������	�
� 1× 1

2
 UE�N�A��:�N�
�+�_���N��Q�	� 
� ����N�����
����

J
� � �3�

1/2
���

3/2  \  ;: � ���A�
	��N���  	 � �¥�_���N���������~	��
�  �
L �������
������Rô���Q�	��
	�L&�¥��L�Q����s����L
�����_�����
Q�	��  
*)+9,<.0/21(3=4 �O�������
L ��Q�	��?>¥�-@q�BAa�a£¥¤ ¨�©N¢G���O��� �ò�_���N�

1× 1
2

L � 	�	�
� )� ���¥���3���  ��	RS���|���O���
L � R )� ���
	¼��� �����_�
|10〉 ⊗ |−〉 �¥�������N��������������O� �ò�_���L � Q  �N�
� |J,M ; 1, 1

2
〉 �-���
L M = 0 − 1

2
= −1

2
 C! ���N���

|10〉 ⊗ |1
2
, −1

2
〉 =

√
2
3
|3
2
, −1

2
; 1, 1

2
〉 +

√
1
3
|1
2
, −1

2
; 1, 1

2
〉.

P+���Z�����_����L � Q  �N��� |J, −1
2

; 1, 1
2
〉 
� Q�	E�A�
� J ���ED*�
	��
�3���Z� �ò���3� � 	��F� ����� ����Q�G��
�3��	����
QHGÊ[ � �i���>���
��QA���	�
�  ��L��������Rô���3�

 	 � �¥�
(J = 3

2
) = |〈3

2
,M |10〉 ⊗ |1

2
, −1

2
〉|2 = 2

3
,

 	 � ���
(J = 1

2
) = |〈1

2
,M |10〉 ⊗ |1

2
, −1

2
〉|2 = 1

3
.
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�GRô� � �A����� � Q��
� 
� 	���
�§L&�¥�_L
Q��  ��	§Q����  �_	�����L
Q���������  ��� 1

2

�
�K��� � �����  ��	

H =
κ

|~G |3
(
3(ˆ
G · −→σ (1))(

Ĝ · −→σ (2)) −−→σ (1) · −→σ (2)

)
=:

κ

|~G |3 W ,

��Q
~
GS�����~�N�����
L ����Q�	I	�����_��E6*�
�3��	��E���
�|���
Q�Gô��� )P �N�
��[

ˆ
Gô�N�ä����L�����Q�	IQ��A���ò�_�N	��L � 		��
� 
� �������3�-[:��� −→σ (1) :=

−→σ ⊗ I
��� −→σ (2) := I ⊗ −→σ ���
��Rô�_��	��NL��
�V�A�SRÝ��Q����~�_�� � L
���
���UTiL&�¥��L
QA���5���
� �A�
Q�G  ��	���NL�Q��N���  �! ����#V¥�A�����N� �  �N�g� � �ò���1�AQ��KTM�K� � Rô�  ��	

−→
Σ = 1

2

(−→σ (1) + −→σ (2)

)
, (~ = 1).
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	K�ô� � �ò��� H ����L
	����_���3�����
�&� �ò�_������ �N�3����	���L ��� � �ê�����&����Q�G
��� 
P ���
�  R§	�
L��N���
	O��� ���NRS�
�A�� � �  
*)+-,�.0/21(3 4 8 �1T5�����A������ � ���A�s�A�
Q�Gg�  �N�A� 1/2  0: � ��L H = H1/2 ⊗H1/2

� Q��7��������������Rô������ � �L � R  ��� GM� � Q¥�_��	��  C8 �7���s�A�
L � R 
� �������	��  	��
����3�ò�_�� � ���O�N	�	����Q�L���N�����
�äL � RôRS� H = H0 ⊕H1  \  ;: � ���A�
	������A����Q��K���BV¥L-�_�� � �5���
�I�_�����
Q�	��  	 �� 	��
� 
� ����N�����
�ä��� −→Σ 2  
*)+-,�.0/21(3 4 P�� ����������� � �����Z����Q�Gg�  �N���

1/2
L � ����QA��� T

J = 0, 1
��� ��Q �N���~�_���N��Q�	�  	 �� 	��
�

J(J +
1) ∈ {0, 2}  

�  � � �3��	��
	 � Q�� −→Σ 2 = 1
2
(−→σ (1) · −→σ (2) + 3

W 8 ) [ ��Q W 8 = I ⊗ I  
*)+-,�.0/21(3 4 −→

Σ 2 = 1
4
(−→σ 2

(1)+
−→σ (2)+

−→σ (1)·−→σ (2))
L
��	

[−→σ (1),
−→σ (2)] = 0

�:Q � Q��|L
���;�A�
Q�G �� �
	�_����Q�	���� � � �N������$�  �_�O�AQ�R��
RS�ZL P ������Q��� � ��� ⊗  �� ����Q������[ −→σ 2 = 3I
[�� � ��Q �N� 	��
��Q������_�  

�  ! � 
� ��� Π = (ˆ
G · −→Σ)2  �� ��QA��N���N���_�$�~��� 	�����_�� � �ô���_���������Z�QA	 H1/2 = C2

(~u · ~σ)(~v · ~σ) = (~u · ~v)I + i(~u× ~v) · ~σ, (∗)
R � �$�	��	 � QA� Π = 1

2

( W 8 + (x̂ · −→σ (1))(x̂ · −→σ (2))
)  

*)+-,�.0/21(3U4
Π = 1

4

(
x̂ · −→σ (1) + x̂ · −→σ (2)

)2  $ � RSRô�  	�
L��
����RôRS�
�3� � � � �A��N�
�3�
Π = 1

4
((x̂ · −→σ (1))

2 + (x̂ · −→σ (2))
2 + 2(x̂ · −→σ (1))(x̂ · −→σ (2))  P7�Z	���Q����ò�_�ä�A�
L � Q��N�Z�A� ��� �   ���NL-�a��� � ����N	��
L ��� ���

(∗) ��Q�	��N���ä���
Q�G  	�
RS�N��	� �� �
	�_����Q�	� 4
(x̂ · −→σ )2 = x̂2I = I  �  	� ��������Q���	��[¥����L � 	�s�-���
L (∗) [ � Q�� Π

�
���OQA�  	 � ���
L ����Q�	  
*)+-,�.0/21(3 4

Π2 = 1
4
(
W 8 + 2(x̂ · −→σ (1))(x̂ · −→σ (2)) + (x̂ · −→σ (1))

2(x̂ · −→σ (2))
2)  U  	 � ���-� � ��	IQA�����N���� (∗)�Q�	���� ���
	����N��	 �� ��	��_��
Q�	 � �5�	 � QA���(��� 	���Q����ò�_������R&�_�����  
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�A�Q������ � Q��(���Z����	RS� ��� ���3���
	��L��� � � W � � � G  	��Rô� �A�?6/��� � ��� � Q������_�N�
�3�� L � RSRô�

W = 2(3Π −−→
Σ 2).

*)+-,�.0/21(3U4 $I���NL�Q��7����	�
L �  �  ! ���_��Rô� ��	��� � Q�� (
−→
Σ 2)2 = 2

−→
Σ 2 � � � QA� Π

−→
Σ 2 = 2 Π  

� � �3��	��
	O��� � 	� � Q�� W 2 = 4
−→
Σ 2 − 2W  

*)+-,�.0/21(3U4 $I���NL�Q��7����	�
L �  `  	� ��L � ��L
��Q�	� � Q����N���I�_���N��Q�	�  	 �� 	��� )� ��������N���ä��� W � � �3�
0,±2

� � −4  
*)+9,<.0/21(3 4 JM�

λ
�����s���_�N�
QA	  	 �� 	������

W
[+��� � 	����� �  	 � �s�N��� � Q������� � ���  	��L
�����
�3������\5�����g���N�N� �����Q����E	��L
�����O���

X2 +2X − 4J(J +1) = 0  �! �ô��	 � QA�������N	��
L���
RS�
�3�¹�Q������_�$�~�N���|�_�����
Q�	�� J = 0, 1 � Q��
λ ∈ {0,±2,−4}  

�*�a�H@q£Ê¢ @������
···/ . . .

� 4 687:9<;=68>@? A86�BDCFE*?HGI6JG�68EK>@?MLN7OLPA89FE=?Q7SR 9F7 TVUXWJGI6DYZ6JA<BD9F?MG�L\[]6�A^YV6<_�9F>@7OLa`
σkσ` = δk`I + iεk`j σj

A�>@G
C2 b
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� �N�3�����

! �5�#� ���$��
	��
���� T��N�V� � �NQA�� � �ô� GA��L������� ��� � � Q¥�_�� � �&����JML&��	��M�A�N� � ��	ä� � �5�K�ò�_�� � �������N	��EQ��������NRS�
�:H�� � �����
���N�
i~
∂Ψ

∂t
= − ~2

2m

∂2Ψ

∂x2
+ V (x)Ψ,

�"���
L
V (x) = 1

2
mω2x2 [¥�N� 
� �����3���N�����¥��	�R � ��� � Q��  

W"���Z�
	��EV¥��	 � QA��� JML&��	��M�A�N� � ��	
[7W"c�\ 

	

Ψ(x, t) =
(mω
π~

)1/4

exp

[
−mω

2~

(
x2 + a2

2
(1 + e−2iωt) +

i~t

m
− 2axe−iωt

)]

�
���s�����
�?� � ��QA��� � �>����L
� ���ô� � Q��_��� � �  � a �
�K�sQ����SL � ���K�ò���3��S	��
���N�N���-T����3�V�N�����NRS�
����� � �>� � Q��A�ô� � �MH� Q��
QA	ò�  
*)+9,<.0/21(3�4 8 ��6/��QA�������
� � 	 � �_���N���
	I��� L-����L
Q��  �! �����QAL
L
�����������Rô���3�

∂Ψ

∂t
= Ψ

(−imω
2~

) (
~

m
+ 2axωe−iωt − a2ωe−2iωt

)
,

∂Ψ

∂x
= Ψ

(−mω
~

)
(x− a e−iωt)

∂2Ψ

∂x2
= Ψ

(−mω
~

)2
(x− a e−iωt)2 + Ψ

(−mω
~

)
.

� �A�Q�������L<� �
�K�E��Q�L-�_�NL
QA�1���N	��
L �  \�� $I���NL�Q��N��	 |Ψ(x, t)|2 �������$��
	  	� ���
	����  � � Q�������� � �������  
*)+9,<.0/21(3�4�� L�	��	�s��Q  	�
�����_���N�

Ψ
L � RSRS�

Ψ =
(mω
π~

)1/4

exp
[
−mω

2~

(
x2 + a2

2
(1 + cos 2ωt) − 2ax cosωt

)
+ iY

]
.

����� � 	K��� � Q�� � �-����L cos 2α = 2 cos2 α− 1
�

|Ψ|2 =

√
mω

π~
exp

[
−mω

~
(x2 + a2 cos2 ωt− 2ax cosωt)

]
=

√
mω

π~
exp

[
−mω

~
(x− a cosωt)2

]
.
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�
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�N���N�(�-���
L��_R  �����Q����
a���  Q������_�� � �

ω  
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dEegfihjd(kmlGf2n�o5pqdsrut;vxwzy|{~}(�Z�b�(�E������}(���Z�b�(�E�
���5n��sd �x�5d(�5n&d(� Á è ! ÇÖÅ Ó*v × ë Ò v>� �Q�a$ Ì

�*¨�£ �(�:�"� �:¡&¢ £¥¤²«

¬|���´ � ½¼»¼¿ª°b± � ºÄ¯E¶��ç¶7°ªºM¶7´��V¶1ÀA½ �V³¼¾OÀê¿ª¶ º��Z°ª´ 1
2

K�Á è�� Ã§ÅÊÆ/ÇÊÉBË_Ì
�5Ô ÇÝË Ð Ô�ëGÔ Ë vsÑ:Ô ÇÖÅÊÇ;ÆÈã7Ü v(tÖv

C2 â ÐÍÏv Ë"Ã ÔÕÑ$vZtIÍN� Æ Ð/ë§v Ò É t;Î:Ñ Ò-Æ Ó]Ô ÇÊÉ Ð/v Ë"ÃÝÆ/Ç 1
2

â Ð/v Ëä× Ô É"Ò-Æ Ñ3v Ë
t;vXl�Ô Ü Ð Æ��

σx =

(
0 1

1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
, σz =

(
1 0

0 −1

)
,

Ã v Ò-× v É-É v ÇÊÉ t;vit;Î � Ç;ÆÈÒ Ð�Í Å*Ã Î Ò Ô É v Ü;Ò tÖv Ë"ÆÈÇ Ã Ô Ò −→
S = ~

2
−→σ .

è å nôÔ ÃÝÃ v:Ð/v Ò Ð/v ËSÒ
Û$Ú Ð8v Ë tÖviÑ Å*×í×XÜÖÉ Ô ÉBÆ8ÅÊÇ Ó¹ÍÞÎ Ò-Æ �GÎ$v Ë�Ã Ô Ò Ð8v Ë�ÉBÒ�ÅÊÆ/ËôÅ*Ã Î Ò Ô É v Ü;Ò-Ë Sk å� å � Ç Î:Ð/v:Ñ ÉBÒ
Å*Ç v Ë
É tGÔ ÇÝË�ÜÝÇ Î É Ô É t;v Ë"ÃÝÆ/Ç |χ〉 Ò v Ã;Ò Î Ë v ÇÊÉ Î�tÝÔ Ç;Ë ÐÈÔ ëÝÔ Ë vXÑ:Ô ÇÖÅÊÇ;ÆÈã7Ü vt;v
C

2 Ã Ô Ò
|χ〉 = A

(
3i
4

)
.

��Î É v Ò-×ÄÆ/Ç v Ò ÐÈÔ�Ñ ÅÊÇ;Ë
É Ô ÇÊÉ v
A
t;v Ë-Å*Ò�É v �xÇ;Å*Ò-× v Ò ��Ü;Ç Ð8v�Ó*v:Ñ É v ÜÝÒ |χ〉 å

� å	� Ü v:Ð/Ð/v�v Ë
É ÐÍ�Ô × ë Æ8ÚÊÜ�
�É Î Ë"ÜÝÒ ÐÈÔ�t;Î É v Ò-×ÄÆ/Ç Ô ÉBÆ/Å*Ç t;v A �Â å î�ÔÕÐ/Ñ Ü Ð/v Ò Ð8v Ë ÉBÒ
Å*Æ/Ë Ó]ÔÕÐ8v Ü;Ò-ËS×ÄÅ ÙÊv ÇÝÇ v Ë 〈Sk〉 := 〈χ|Sk|χ〉
â
k = x, y, z.

� å î�ÔÕÐ/Ñ Ü Ð/v Ò Ð8v Ë ÉBÒ
Å*Æ/Ë Ó]ÔÕÐ8v Ü;Ò-ËS×ÄÅ ÙÊv ÇÝÇ v Ë 〈S2
k〉 := 〈χ|(Sk)

2|χ〉 â k = x, y, z.

� å î�ÔÕÐ/Ñ Ü Ð/v Ò Ð8v Ë ÉBÒ
Å*Æ/Ë Î:Ñ:Ô Ò ÉBË ï É Ù Ã v Ë ∆Sk :=
√

〈S2
k〉 − 〈Sk〉2

â
k = x, y, z.

! å � Î Ò-Æ �Ýv Ò�ã7Ü v�Ð8v ËgÒ Î Ë"Ü Ð É Ô ÉBË�Å ë É v Ç7ÜÝË�Ë-ÅÊÇÊÉ v Ç Ô]Ñ$Ñ Ò
Å tuÔ:Ó*vMÑ?Ð8v Ë5ÉBÒ
Å*Æ/Ë�Æ/Ç Î Ú Ð Ô Æ8É Î Ë tÖv
�Sv ÆÈË v Ç ë§v Ò
ÚjÁK×�Å t Ü Ð ÅxÃ v Ò-×XÜÖÉ Ô ÉBÆ8ÅÊÇ;Ë Ñ�ÙÖÑ$Ð ÆÈã7Ü v Ë_Ì

∆Sk ∆S` ≥ 1
2 |〈[Sk, S`]〉|.

p Ç t Æ/ã7Ü v Ò Ð/v Ë Î3ÓÊv ÇÊÉBÜ vMÐ/Ð8v Ë Æ/Ç Î Ú Ô]Ð ÆõÉ Î ËSË Ô ÉBÜ;Ò Î$v Ë å

c



�ä�� ¶Ê±M³|¾OÀ�´�¶+·¸¶7´¹±Ä¯ �8¾E´�º��Z°ª´ 1
2

�E»§Àê¾�´ � ��»|· � ·¸»¼½¼´ � ±M°��I¾E¶ç³|º��Ê°ª¿ª¿ª»¼´¹±Ê
Á è � Ã§Å*ÆÈÇÊÉBË_Ì
� Ç Î:Ð/v:Ñ ÉBÒ
Å*Ç v Ë
É Ô Ü�Ò v Ã§ÅÊË tGÔ ÇÝËôÜÝÇ Ñ�ØGÔ ×ÄÃ × Ô Ú*Ç Î ÉBÆ/ã7Ü v Å*Ë Ñ Æ Ð/Ð Ô ÇÊÉ

−→
B (t) = B0 cos(ωt) ẑ,

Ô:ÓÊv:Ñ
B0 > 0

â v É
ω
ÐÈÔ ÃÝÜ Ð Ë Ô ÉBÆ8ÅÊÇ t Ü Ñ_ØGÔ ×ÄÃIâ+É-ÅÊÜ;Ë t;v Ü� Ñ ÅÊÇÊÉ Ô ÇÊÉBË å

æ ÇóË Í Æ/ÇÊÉ Î Ò v Ë"Ë v � Ð�ÍÏÎ$Ó Å Ð Ü+ÉBÆ/Å*Ç tÖv>Ð�ÍÞÎ É Ô É |χ(t)〉 = a(t)|+〉 + b(t)|−〉 t Ü Ë"ÃÝÆ/Ç tÖviÑ3v ÉÎMÐ8v:Ñ ÉBÒ
Å*Ç tGÔ ÇÝË Ñ$v�Ñ�ØÝÔ ×ÄÃ × Ô ÚÊÇ Î ÉBÆÈã7Ü v åGæ Ç�Ã§Å*Ë v Ò Ô ω0 = −γB0
â Ñ ÅÊ×Ä× v ÃÝÜ Ð Ë Ô ÉBÆ8ÅÊÇ tÖv

räÔ Ò-×�Å*Ò3âÝË ÔÕÑ�ØGÔ ÇÊÉôã7Ü v
γ < 0

Ã§Å*ÜÝÒ ÐÍÏÎ:Ð/v:Ñ ÉBÒ
Å*Ç å
è å � Å*ÇÝÇ v Ò Ð�Í��&Ô ×ÄÆ Ð É"Å*ÇÝÆ v Ç H t ÜçË Ù Ë
É"Û:× v2v É ÎMÑ Ò-Æ/Ò v Ë Ô × Ô É"Ò-Æ Ñ3v2tGÔ ÇÝË ÐÈÔ�ëGÔ Ë v ÑMÔ Ç;Å ï
ÇÝÆ/ã7Ü v {|±〉} t;v

C
2 å������� + ) �	� & )�


H ���� + ) � +�� ��� �����	� +�� +-) � � ' � +�� �������
� å � Ñ Ò-Æ/Ò v2ÐÍÏÎ ã7Ü Ô ÉBÆ/Å*Ç t;v?�+Ñ�Ø Ò
	 t Æ/Ç;Ú v Ò tÖÎ Ã v Ç tGÔ ÇÊÉ v>t Ü É v ×ÄÃÝË Ñ ÅÊÒ
Ò v Ë"Ã¼Å*Ç tÝÔ ÇÊÉ v åd Ç tÖÎ:t ÜÝÆ/Ò v2Ð/v Ë Î ã7Ü Ô ÉBÆ8ÅÊÇ;Ë t Æ � Î Ò v ÇÊÉBÆ vMÐ/Ð8v Ë Ô Ü�;ã7Ü v:ÐÈÐ8v Ë t Å*Æ Ó*v ÇÊÉSË Ô É"ÆÈË � Ô ÆÈÒ v2Ð8v Ë Ñ Å*× ï
Ã§ÅÊË Ô ÇÊÉ v Ë

a(t)
v É
b(t) å

� å"! ÐÍ ÆÈÇ;Ë
É Ô ÇÊÉÄÆÈÇ;Æ8É"Æ ÔÕÐ
t = 0

Ð8v Ë"Ã;ÆÈÇ t;vóÐÍÏÎ:Ð/v:Ñ ÉBÒ
Å*Ç Ë v ÉBÒ�ÅÊÜ ÓÊvótGÔ ÇÝË Ð�ÍÞÎ É Ô ÉÄÃ;Ò
ÅÊÃ;Ò v
|χ(0)〉 = | + x̂〉 = 1√

2

(
1

1

) â$#�Ë"ÃÝÆ/Ç ï ÜÝÃ%# t;v>Ð�Í Å ë Ë v Ò ÓÕÔ]ë;Ð/v
Sx å

p ÇÊÉ Î ÚÊÒ v Ò ÐÍÏÎ ã7Ü Ô ÉBÆ/Å*Ç t;v&�7Ñ�Ø Ò�	 t Æ/Ç;Ú v Ò v É t;Î É v Ò-×ÄÆ/Ç v Ò�� Ñ_ØGÔ ã7Ü v Æ/ÇÝË
É Ô ÇÊÉ
t ≥ 0

Ð�ÍÏÎ É Ô É
|χ(t)〉 å
� Î Ò-Æ �Ýv ÒSã7Ü v |χ(t)〉 v Ë
É ë Æ v Ç�Ç;Å*Ò-× Î � Ð�Í Ü;ÇÝÆõÉ Î å

Â å î�ÔÕÐ/Ñ Ü Ð/v Ò ÐÈÔ Ã;Ò
Å ëGÔÕë Æ Ð ÆõÉ Î � ÐÍ Æ/ÇÝË
É Ô ÇÊÉ
t
â
℘+−(t) =

l Ò
Å ëGÔ
(|χ(t)〉 = | − x̂〉) t;v

ÉBÒ
Å*Ü Ó*v Ò −~/2
tGÔ ÇÝËôÜÝÇ v × v Ë"Ü;Ò v�t;v>Ð�Í Å ë Ë v Ò ÓÕÔ]ë;Ð/v

Sx å
� å"! Ð�Í Æ/ÇÝË
É Ô ÇÊÉ

t =
π

2ω

âZã7Ü vMÐ/Ð8v v Ë
É Ð Ô�Ó]Ô]Ð8v ÜÝÒ ×ÄÆÈÇ;ÆÈ× ÔÕÐ/vÄtÖv
B0

v Ç �ªÅ*Ç Ñ ÉBÆ8ÅÊÇ tÖv ÐÈÔ
ÃÝÜ Ð Ë Ô ÉBÆ8ÅÊÇ

ω
v É t Ü � ÔÕÑ É v Ü;Ò?Ú Ù Ò
Å*× Ô Ú*Ç Î ÉBÆ/ã7Ü v

γ
t;v Ð�ÍÞÎ:Ð8v:Ñ É"Ò
ÅÊÇ Ã§Å*ÜÝÒ?Å ë É v ÇÝÆ/Ò�ÜÝÇ

Ò v É"Å*ÜÝÒ-Ç v × v ÇÊÉ Ñ ÅÊ×ÄÃ Ð8v É t Ü�Ë"ÃÝÆ/Ç | + x̂〉 → | − x̂〉 Ë v:Ð ÅÊÇ ÐÈÔxt Æ/Ò v:Ñ ÉBÆ8ÅÊÇ x̂ å

æ ÇêÒ Ô ÃÝÃ v:ÐÈÐ8v ã7Ü v�Ð8v Ë Ã;Ò
Å � v:Ñ É v ÜÝÒ
Ë t;v Ë"ÃÝÆ/Ç Ë-Å*ÇÊÉ t Å*ÇÝÇ Î Ë�Ã Ô Ò Pn̂ = 1
2
(
è p

+ n̂ · −→σ )
v É

ã7Ü v>ÐÈÔ ÃÝÒ�Å ëÝÔ]ë Æ Ð Æ8É Îit;v × v Ë"Ü;Ò v Ò Ð/v Ë"Ã;ÆÈÇ tÝÔ Ç;Ë ÐÈÔ�t Æ/Ò v:Ñ ÉBÆ/Å*Ç
n̂
v Ë
É t ÅÊÇ;Ç Î$v Ã Ô Ò

p(n̂) = ||Pn̂Ψ||2,
Å�� ÐÈÔ Ç;Å*Ò-× v2v Ë
É Ñ$v:Ð/Ð/v�tÖv

C2 å

W"^
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���O�A�(P7Q�RS�N�3T U������
�V�XWZY5JM�
RS�
�K��	��W�[]\_^�^ 
 Hb^3�

h ��� î Å*Ò-Ò v:Ñ ÉBÆ8ÅÊÇ t Ü l�Ô Ò�ÉBÆ v:ÐIt Ü è ! � è]è � � �a�a$

���KJ 9�� �Õ�¥=È,õ ��:��<Ö!���!:,/�
!:9	�§!$#-� N��]0Ö#5=8!i�#NÝ,/9 1
2

�

W  P7�
��	 �#� �N���ä���(L � RSR�QA�ò�a��� � ��� � �3�OL
���N���
�ä��� Q���R � RS�
�3�O��� � Q����_�N	� 4 [Sk, S`] = i~ εk`m Sm  
\  P+�x� � 	RS�i��Q�	 C2 �����g� � �����
�  ��	 ||

(
a
b

)
|| =

√
χ†χ =

√
|a|2 + |b|2  U��N�����Z�-����L A ∈ C

[
 Q���� � Q��

C2 �
�K�OQ������  �_L
�s��� �O�N���*��	��ä��Q�	 C
[

〈χ|χ〉 = 25|A|2 = 1 =⇒ |A| = 1/5 =⇒ A = eiα/5 , α ∈ R.

�  $ � RSRô���N�����
L ���
QA	ä��� � �ò�_� |χ〉 ��������� V¥����TVQA���  �¥�����  	 � �
[A�N�E� � R���	��ZL � R  ��� GM� A ��������� V¥���
T Q����  �¥�����  	 � ��[¥��� � �  �
QA�������N�
	I��Q  �NQ������NR  �N�Z���  	�
�����3�

A = 1/5  
�  R � QA	7L&�¥� � Q�� k [-���GL-����L
Q���� � � 	 � �_���N���§�
��Q��  	 � ��Q����7Rô�_��	��NL
���
�a	�����_�������Rô���3� Tä���I�¥�����§L-��� � ��� � Q�����

C
2 4

〈Sk〉 = ~

2
〈σk〉 = ~

2
χ†σkχ = ~

2
1
25

(
−3i 4

)((σk)11 (σk)12

(σk)21 (σk)22

)(
3i
4

)
.

! �g�	 � QM���s�Q�L�L
�
��������
RS�
�3� )� QA	äL&�¥� � Q��sL � R )� �������3��s�A�s� � � �����	��_�������Z���
L � � 	��N���N�N� −→S
〈Sx〉 = 0, 〈Sy〉 = −12

25
~, 〈Sz〉 = − 7

50
~.

�  $ � RSRô� (σk)
2 =

W 8 [ � �5��	 � QA��� 〈S2
k〉 = ~2

4

)� Q�	
k = x, y, z  


  ! ��L
���NL�Q��N� � � ��� � 	������
�I�_��	�������L��
� (∆Sk)
2 = 〈S2

k〉 − 〈Sk〉2

� Q�	ä�
��������Q��N	����N�
�ä��L-��	K���ªH²�bT  ���  

(∆Sx)
2 = ~

2

4
=⇒ ∆Sx = ~

2

(∆Sy)
2 = ~2

4
−
(

12~

25

)2
= ~2

4

(
1 −

(
24
25

)2)
=
(

~

50

)2
(25 + 24)(25 − 24) =

(
7~

50

)2
=⇒ ∆Sy = 7~

50
,

(∆Sz)
2 = ~

2

4
−
(

7~

50

)2
= ~

2

4

(
1 −

(
7
25

)2)
=
(

~

2·25
)2

(25 + 7)(25 − 7) =
(

12~

25

)2
=⇒ ∆Sz = 12~

25
.

�  �
 ��� ���N�A�Z������� � Q��
�K��� � �XW"� [ � � � �A��N���$�����
�ä����� � �_�N����
�I�A� �O�
����
�$�]�
	 �
∆Sk · ∆S` ≥ ~

2

∣∣εk`m〈Sm〉
∣∣ = ~

2

∣∣〈Sm〉
∣∣.

R � QA	O�N�V����	�EV�L-�_�� � �g�����O�	 � ���I�N��� � �����������I��� �����N���
�$�*��	 � � � �g��	����:�������
��[ � ��� 	���  �
L�������
RS�
�3�
∆Sx · ∆Sy = 7~

2

100
= ~

2

∣∣〈Sz〉
∣∣ (

��_��QA	�
�
)

∆Sy · ∆Sz = 7·12~
2

25·50 ≥ ~

2

∣∣〈Sx〉
∣∣ = 0

∆Sz · ∆Sx = 12~
2

50
= ~

2

∣∣〈Sy〉
∣∣ (

���a��Q�	��
�
).

P7�
���N��� � �����������I� � �$�O�����
�5����	�BV¥�
���  

W
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2

N;��#&0;9 6a'+�C�	N ��� �]9��3 B,È.Ê0Ö! �*�
63,È=/=/��9* �
W  WB�ä�����E��RS�N��� � �����
��� � �����(�N�sL � Q  ��� � ����Q2�  ��� −→

S
�-����L��N�sL&�¥��R  Rô� � �A����� � Q���[ÕL<� �
�K�Z���s��
	RS���� RÝ��QA�N� 4

H(t) = −γ−→B (t) · −→S = ~ω0

2
cos(ωt)σz.��«��O«K$ � RSRS�

H
���  ������� G  �N��L
����
RS�
�3����Q ����R  ��[ � �X9Ö! N§!:07 NÖ�¥�ô��� V¥����	 Q�� �� �
	�_����Q�	

��� ��� � �NQA�� � �
U(t)

L � RSRô�~� G )� ���
�3�����
���N�I���
H(t)

L
��	§	���
� ��� � �_	����3����� � Q�� H(t)
���
H(t′)

L � R H
R�QA��
�3�?T������E����R  �E���ED*�
	��
�3���  ! �>���  �
QA�  ��� �N�3��� � 	��	E�¥��� ����Rô���3� i~∂tU(t) = H(t)U(t)��Qg��������A�
� �� ��	��_��
Q�	��  \  P�� � � Q��_��� � � ���|JML&��	��M�A�N� � ��	7� � �������3�+��� ��� � �NQA�� � �Z�A�
�+�����_���7��Q��KTM�K� � Rô� i~∂t|χ(t)〉 = H(t)|χ(t)〉���  �
�A��� � ��L���Q���
R  �  �� ���
L�	���_���3�O�¥���A�O�N���¥�����sL
��� � �A� � Q��

|χ(t)〉 =

(
a(t)
b(t)

)
=⇒ i~

(
ȧ(t)

ḃ(t)

)
= ~ω0

2
cos(ωt)

(
1 0
0 −1

)(
a(t)
b(t)

)

L
� � Q��7L � ����Q����E�_Q��KT:��� � Rô�s��� � � Q¥�_�� � �A�O�A�ED*�
	���3���N���N���
�I��� � 	���	��Q������
L � Q  ���
��� � �N�����  �����¥���3����
~
�~��� 6/��L��N���
RS�
�3�ä�N�3�� � 	�����N�

{
iȧ = ω0

2
cos(ωt) a

iḃ = −ω0

2
cos(ωt) b

=⇒
{
ȧ/a = −iω0

2
cos(ωt)

ḃ/b = iω0

2
cos(ωt)

=⇒
{

ln a = − i
2

ω0

ω
sin(ωt) + a0

ln b = i
2

ω0

ω
sin(ωt) + b0��Q

a0

� �
b0
� � �3�O���
��L � ���������3��������� �N�3�� � 	�_��� � �  DÝ���¥�����
RS�
�3� � � � �A��N���$� � T Q����  �¥�����  	 � ���

|χ(t)〉 =

(
a(t)
b(t)

)
=

(
A exp

(−i
2

ω0

ω
sin(ωt)

)

B exp
(

i
2

ω0

ω
sin(ωt)

)
)

��Q
A
� �
B
� � �$���A�
Q�GiL � ���K�ò���3��
� L � R  ��� GM�
�%T�������
	RS�N�A�
	 �-����L �N���ZL � �A������ � �����N�������N���N���
[¥L
�

� Q��1�_� � ��	��?6/�_���ä�¥�_�����N� � Q��
�K��� � ����Q����_���3���  �  �
 t = 0
� ��������L � �������� � �5�������������� � ����L
�
������������ Q��������Q��N��L � �������� � �&�N���������_�N��[  QA�N� � Q��sJ:L&��	 �_H���N� � �
	ä�����O��� � 	��	���Q��������������V�_��	����������E����R  �

t
� 4

|χ(0)〉 =

(
a(0)
b(0)

)
=

(
A
B

)
= 1√

2

(
1
1

)
,

L � �A��Q��N����3� Ts� � Q��A� � Q���� � ��QA��� � � � T�Q����  �¥�_��  	 � �ò�q[ 
� Q�	 t ≥ 0
[3���O��� � � Q¥�_�� � ������JML�	 �:���N� � �
	����� � �	�  	 � ��� � Rô�

|χ(t)〉 = 1√
2

(
exp

(−i
2

ω0

ω
sin(ωt)

)

exp
(

i
2

ω0

ω
sin(ωt)

)
)

=: 1√
2

(
e−iα(t)

eiα(t)

)
,

�"���
L
α(t) =

ω0

2ω
sin(ωt).

P�� ���$�	 � ��Q�L ��� � �5�������  �¥�_��s���  �
�������3���s��Q���
R  �
α(t)

 ��	RS������� ���
	�BV¥�
	�	�  �N�A�
RS�
�3� � Q��
〈χ(t)|χ(t)〉 = 1

2
(|e−iα(t)|2 + |eiα(t)|2) = 1.

�  ������RS�
��Q�	�äL � 		��
� 
� ��� T  	 � ��������	  P7�äL-�_�NL
QA���������  	 � �¥���A�N�N�����|���ä��	 � QA����	 |χ(t)〉 �¥�����§� � � �ò�_�
| − x̂〉 �
�K�  �NQ��O������ �� � �S6/�_���ä���$��
	K���
�A�N	�����	��
���a��� � �5��� 68�
	RS���Q�	��� � ���
℘+−(t) = ||P−x̂χ(t)||2 = 〈χ(t)|P−x̂|χ(t)〉 = 〈χ(t)|( W 8 − P+x̂)|χ(t)〉 = 1 − |〈+x̂|χ(t)〉|2

= 1 − 1
4

∣∣∣∣∣
(
1 1

)
(
e−iα(t)

eiα(t)

)∣∣∣∣∣

2

= 1 − 1
4

∣∣eiα(t) + e−iα(t)
∣∣2 = 1 − cos2 α(t) = sin2 α(t)

= sin2
(ω0

2ω
sin(ωt)

)
.

�  P+�  	 � �¥�������N���� ℘+−(t)
�_��QA�äW~����N���_���N��Q�	G���A� � ��Q��I���I�N�  �¥�_�� |ω0

2ω
sin(ωt)| = π

2
 P+�  Q��N��_��� � �

ω0

���
	�SRS�N����R&�_�N� � Q������ | sin(ωt)| = 1
[AR&�-GM��R�Q�R��_���
�N�3�;T ��� �N�A���ò�_�$�

t = π
2ω

[¥� � ��Q
α( π

2ω
) = ω0

2ω
= π

2
=⇒ B0 = −ωπ

γ
> 0.

\
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RS�
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dEegfihçdsk t;v�wzy¹{~}(�Z�b�(�E� ����}s���Z�ª�(�E� � ���5n��(d � �5ds�5n�ds��� ^ 
 ����3�M���
	O\�^�^ 
 �
�Z�|�:�"� �:¡&¢ £¥¤8¦§£¥�~�¨�©N� �M©N¢ ¤/¤ª¢
«

¬|���´ � ½¼»¼¿ª°b± � ºÄ¯E¶��ç¶7°ªºM¶7´��V¶1ÀA½ �V³¼¾OÀê¿ª¶ º��Z°ª´ 1
2

�Á � Ã¼Å*Æ/ÇÊÉBË_Ì
�5Ô ÇÝË Ð Ô�ëGÔ Ë vsÑ:Ô ÇÖÅÊÇ;ÆÈã7Ü v(tÖv

C
2 â ÐÍÏv Ë"Ã ÔÕÑ$vZtIÍN� Æ Ð/ë§v Ò É t;Î:Ñ Ò-Æ Ó]Ô ÇÊÉ Ð/v Ë"ÃÝÆ/Ç 1

2

â Ð/v Ëä× Ô É"Ò-Æ Ñ3v Ë
t;vXl�Ô Ü Ð Æ��

σx =

(
0 1
1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
, σz =

(
1 0
0 −1

)
,

Ã v Ò-× v É-É v ÇÊÉ t;v>tÖÎ � ÇÝÆ/Ò Ð8v2Ó*v:Ñ É v Ü;Ò −→σ t Å*ÇÊÉ Ð8v Ë Ñ ÅÊ×ÄÃ§ÅÊË Ô ÇÊÉ v Ë tGÔ ÇÝË ÐÈÔxëGÔ Ë v>Ñ:Ô ÇÖÅÊÇ;ÆÈã7Ü v
t;v�ÐÍÏv Ë"Ã ÔÕÑ$v

R
3 Ë-ÅÊÇÊÉ Ð8v ËVÉ"Ò
ÅÊÆ/ËS× Ô ÉBÒ-Æ Ñ3v Ë t;v l�Ô Ü Ð Æ åÝæ Ç t;Î � Ç;Æ8É Ð�Í ÅÊÃ Î Ò Ô É v ÜÝÒ Ó*vMÑ É"Å*Ò-Æ v:Ð¹tÖvË"ÃÝÆ/ÇóÃ Ô Ò −→

S = ~

2
−→σ å

è Ì î�ÔÕÐÈÑ Ü Ð/v Ò
[Sx, Sy]

v É v Ç tÖÎMt ÜÝÆ/Ò v>Ð�Í Æ/Ç Î Ú Ô]Ð ÆõÉ Î�t;vX�Sv Æ/Ë v Ç ë§v Ò
Ú

∆Sx · ∆Sy ≥
~

2
|〈Sz〉|.

�������
∆A :=

√
〈A2〉 − 〈A〉2 â v É 〈A〉 := 〈ψ|A|ψ〉 å

æ ÇxÒ Ô ÃÝÃ v:ÐÈÐ8v ã7Ü vôÐ/v Ë"ÃÝÆ/Ç 1
2

tÝÔ Ç;Ë Ð Ô�t Æ/Ò v:Ñ É"Æ/Å*Ç Ô Ò ë ÆõÉBÒ Ô Æ/Ò v Ë v:Ð ÅÊÇ Ð/v Ó*v:Ñ É v Ü;Ò ÜÝÇ;Æ8É Ô Æ/Ò v
n̂t Å*ÇÊÉ Ð�ÍÏv +É"Ò Î ×íÆõÉ Îiv Ë
É�Ò v Ã Î Ò Î$v Ã Ô Ò Ð8v Ë Ñ Å7Å*Ò t ÅÊÇ;Ç Î$v Ë�Ë"Ã Ø;Î Ò-Æ/ã7Ü v Ë

(θ, ϕ)
â
0 ≤ θ ≤ π

v É
0 ≤ ϕ < 2π

v Ë
É t;Î:Ñ Ò-ÆõÉ(Ã Ô Ò Ð8v�ÓÊv:Ñ É v ÜÝÒ tIÍÏÎ É Ô É t;v ÇÖÅÊÒ
× v ÜÝÇçÁ ��ÜÝÇ v Ã ØÝÔ Ë v ÃÝÒ
Û:Ë_Ì t;v
C

2 â

|θ, ϕ〉 =

(
e−iϕ/2 cos θ

2

eiϕ/2 sin θ
2

)
.

� Ì æ Ç Ñ_Ø Å*ÆÈË"ÆõÉ Ñ ÅÊ×Ä× vxÎ É Ô É�ã7Ü Ô ÇÊÉ"ÆÈã7Ü vêtÖv Ë"ÃÝÆ/Ç |ψ〉 = |θ, ϕ〉 å î Ô]Ð/Ñ Ü Ð8v Ò>Ã§Å*ÜÝÒ Ñ3v ÉÎ É Ô É:â
∆Sx

â
∆Sy

v É 〈Sz〉
v É ÓÊÎ Ò-Æ �Gv Ò Ð�Í ÆÈÇ Î Ú ÔÕÐ ÆõÉ Î t;vx�Sv Æ/Ë v Ç ë§v Ò
Ú å l ÅÊÜ;Ò�ã7Ü v:ÐÈÐ8v Ë Ó]Ô]Ð8v ÜÝÒ-Ët;v Ë Ô Ç;Ú Ð8v Ë

θ
v É
ϕ
Ð�ÍÏÎ Ú ÔÕÐ ÆõÉ Î�v Ë
É ïòv:ÐÈÐ8vgÓÊÎ Ò-Æ �GÎ$v �

� Ì �&Î É v Ò-×ÄÆÈÇ v Ò Ð8v Ë ÓÊv:Ñ É v ÜÝÒ
Ë
n̂
Ã§Å*ÜÝÒ Ð8v Ë"ã7Ü v:Ð Ë ÐÈÔ ë Å*Ò-Ç v Æ/Ç � Î Ò-Æ v ÜÝÒ v�v Ë
É Ô É-É v Æ/ÇÊÉ v5tÝÔ Ç;Ë

Ñ$v É-É v Æ/Ç Î Ú ÔÕÐ Æ8É Î�t;v?�Sv Æ/Ë v Ç ë§v Ò�Ú å
Â7Ì�� Î Ò
Æ �Ýv�� ã7Ü v2Ó Å*Ë&Ò Î Ã§ÅÊÇ;Ë v Ë Ô Ü� ã7Ü v Ë
ÉBÆ8ÅÊÇ;Ë �?v É � Ë-ÅÊÇÊÉ ë Æ v Ç Ñ Å*×ÄÃ Ô ÉBÆ ë;Ð/v Ë å

�



�ä����äº3±��+·¸¶j¯E¶ ¯�¶7¾�� �Z»§ÀM±M°J�Ê¾�¿K¶7ºí¯E¶çº��E°K´ ¬����ä Á � Ã§ÅÊÆ/ÇÊÉBË_Ì
î Å*ÇÝË"Æ t;Î Ò
Å*ÇÝË Ð8v Ë Ù Ë
É"Û:× v>t;v tÖv Ü�óÃ Ô Ò�É"Æ Ñ Ü Ð8v Ë tÖv Ë"ÃÝÆ/Ç è � � Ë v É"Ò
ÅÊÜ Ó]Ô ÇÊÉ tGÔ ÇÝË Ð�ÍÞÎ É Ô É

ÆÈÇÊÉBÒ
ÆÈã7Ü Î Ë"Æ/Ç;Ú*Ü Ð8v É ÁªÅ*Ü�Ë"ÆÈÇÖÚ Ð8v É�Ì

|0 0〉 =
1√
2

(
| + −〉 − | − +〉

)
.

è Ì � Ü v>t ÆÈÒ vit;viÐÍÏÎ É Ô É |0 0〉 Ë-ÅÊÜ;Ë&Ã v Ò-×�Ü+É Ô É"Æ/Å*Ç t;v Ë tÖv Ü��Ã Ô Ò ÉBÆ Ñ Ü Ð/v Ë t;v Ë"Ã;ÆÈÇ 1
2 �

æ Ç tÖÎ Ë"Æ/Ú*Ç v Ã Ô Ò S(1)
n̂

ÐÍ Å ë Ë v Ò Ó]ÔÕëÝÐ8v&tÖv Ë"ÃÝÆ/Ç Ñ Å*Ò-Ò v Ë"Ã§Å*Ç tGÔ ÇÊÉ � Ð Ô Ã Ô Ò�É"Æ Ñ Ü Ð8v Ç7Ü;× Î Ò�Å è
tGÔ ÇÝË Ð Ôít Æ/Ò v:Ñ ÉBÆ/Å*Ç

n̂
â v É�Ã Ô Ò

S
(2)

k̂

ÐÍ Å ë Ë v Ò Ó]ÔÕëÝÐ8v t;v Ë"ÃÝÆ/Ç Ñ ÅÊÒ-Ò v Ë"Ã§Å*Ç tÝÔ ÇÊÉ � Ð Ô Ã Ô Ò�ÉBÆ Ñ Ü Ð8v
Ç7ÜÝ× Î Ò
Å �?tÝÔ Ç;Ë Ð ÔXt Æ/Ò v:Ñ É"Æ/Å*Ç

k̂ å
� Ì h ÅÊÇÊÉ"Ò v Òíã7Ü v ÐÈÔuÓ]ÔÕÐ/v Ü;Ò�×ÄÅ ÙÊv ÇÝÇ vçtÝÔ Ç;Ë Ñ3v É Î É Ô É tÖv Ð�Í Å*Ã Î Ò Ô É v Ü;Ò

S
(1)
n̂ S

(2)

k̂

v Ë
É
t Å*ÇÝÇ Î$v Ã Ô Ò

〈0 0|S(1)
n̂ S

(2)

k̂
|0 0〉 = − ~2

4
n̂ · k̂.

�O �j»|·¸°K¿²±M³¼´E°ª¶7´�¯E¶��g»¼¾E¿ª° sÁªÂÄÃ§ÅÊÆ/ÇÊÉBË_Ì
rZÍÏÎ:Ð/v:Ñ ÉBÒ
Å*Ç v Ë
ÉO×�Å t;Î:Ð Æ/Ë Î�Ñ ÅÊ×Ä× v ÜÝÇ v Ã Ô Ò ÉBÆ Ñ Ü Ð/v ã7Ü Ô ÇÊÉBÆ/ã7Ü v�tÖv × Ô Ë"Ë v

m
v É tÖvVÑ_ØGÔ Ò
Ú v

ÎMÐ8v:Ñ ÉBÒ-Æ/ã7Ü v
e < 0

â tÖv Ë"ÃÝÆ/Ç 1
2

Ñ:Ô Ò Ô]Ñ É Î Ò-Æ/Ë Î Ã Ô Ò Ð�Í Å*Ã Î Ò Ô É v Ü;Ò ~S =
~

2
~σ å rZÍ�ØÝÔ ×ÄÆ Ð É"Å*ÇÝÆ v Çt;Î:Ñ Ò-Æ ÓÕÔ ÇÊÉ&ÜÝÇ Î:Ð/v:Ñ ÉBÒ
Å*Ç�Ã Ð ÅÊÇÖÚ Î tÝÔ Ç;Ë�ÜÝÇ Ñ�ØÝÔ ×ÄÃ Î:Ð/v:Ñ ÉBÒ
Å*× Ô Ú*Ç Î ÉBÆ/ã7Ü v�t;Î Ò-Æ Ó]Ô ÇÊÉ t Üçã7Ü ÔAï

t Ò-Æ/Ã§Å]É v ÇÊÉBÆ v:Ð
( ~A(~


, t), φ(~


, t))

â v Ë
É t;Î � ÇÝÆäË"ÜÝÒ
L2(R3, dv) ⊗ C2 v É&Ë ÍÞÎ:Ñ Ò-ÆõÉ

H(~p, ~q, t) =
1

2m

(
~p− e ~A(~q, t)

)2
+ eφ(~q, t) − e

m
~S · ~B(~q, t).

h ÅÊÇÊÉBÒ v Ò�â v Ç�ÜÖÉ"Æ Ð ÆÈË Ô ÇÊÉ Ð/v Ë�ÃÝÒ
Å*ÃÝÒ-Æ Î É Î Ë ÔÕÐ Ú Î:ë Ò-Æ/ã7Ü v Ë t;v Ë2× Ô ÉBÒ-Æ Ñ3v Ë tÖvêl�Ô Ü Ð Æ�â~ã7Ü v
HÃ v Ü+É�Ë v × v É-ÉBÒ v Ë-Å*ÜÝË Ð Ô �ªÅ*Ò-× v

H(~p, ~q, t) =
1

2m

(
~σ ·
(
~p− e ~A(~q, t)

))2

+ eφ(~q, t).

�������
σkσ` = δk` + iεk`mσm å

%�&�'�(*),+-(/.10,2
···/ . . .

�



� Z®�¯�¯E°²±M°ª³|´µ¯E¶ º��Z°ª´�ºÊsÁ � Ã§Å*ÆÈÇÊÉ"Ë_Ì
� Ç�Ë Ù Ë
É"Û:× v�Ñ Å*ÇÝË
É"Æ8ÉBÜ ÎitÖv>t;v Ü� Ã Ô Ò�ÉBÆ Ñ Ü Ð8v Ë�ã7Ü Ô ÇÊÉBÆ/ã7Ü v Ë$â Ð�Í ÜÝÇ v2t;v Ë"Ã;ÆÈÇ è v É Ð�Í�Ô ÜÖÉBÒ v

t;v Ë"ÃÝÆ/Ç � â¼Ë v ÉBÒ
Å*Ü Ó*v�tÝÔ Ç;Ë�Ü;Ç vXÑ ÅÊÇ � Ú*ÜÝÒ Ô ÉBÆ8ÅÊÇ Ã§Å*ÜÝÒ ÐÈÔ ã7Ü vMÐ/Ð8v Ð/v Ë"ÃÝÆ/ÇjÉ"ÅÕÉ ÔÕÐ�v Ë
É
J = 3v É Ð8v Ç;Å*× ë Ò v × Ô Ú*Ç Î ÉBÆ/ã7Ü v

M = 1 å
è Ì dZÑ Ò-ÆÈÒ v � ÐÍ�Ô Æ t;v�tÖv2ÐÈÔ É Ô]ë;Ð/v�t;v Ë Ñ Å v$ìíÑ Æ v ÇÊÉBË t;v>î�Ð/v:ë Ë Ñ_Ø+ï�ð ÅÊÒ tGÔ ÇuÁ Ñ Æ ïòÑ ÅÊÇÊÉBÒ v Ìaâ Ð�ÍÞÎ É Ô É
|3, 1〉 tÝÔ Ç;Ë ÐÈÔxëGÔ Ë v Ã;Ò
Å t Ü;Æ8ÉôÉ v ÇÝË-Å*Ò-Æ v:Ð å
� Ì � ÆôÅ*Ç × v Ë"ÜÝÒ Ô ÆõÉ '�) ��� '�+ � +-) � ÐÍ Å ë Ë v Ò Ó]ÔÕëÝÐ8v

Jz
(=+ ��� � ��� + � Ð Ô Ã Ô Ò�ÉBÆ Ñ Ü Ð8vót;v Ë"ÃÝÆ/Ç � â

Ô]Ð ÅÊÒ
Ë(ã7Ü v5Ð/v Ë Ù Ë
É"Û:× vôv Ë
É tGÔ ÇÝË Ð�ÍÏÎ É Ô É |3, 1〉 â tÖÎ É v Ò-×ÄÆÈÇ v Ò Ð8v Ë Ó]ÔÕÐ8v Ü;Ò-ËsÃ¼Å*Ë"Ë"Æ ëÝÐ8v Ë t;v&Ñ3v É
É vÅ ë Ë v Ò Ó]Ô]ë;Ð/v å
� Ì î�ÔÕÐ/Ñ Ü Ð/v Ò Ð8v ËSÃÝÒ�Å ëÝÔ]ë Æ Ð Æ8É Î ËSÒ v Ë"Ã v:Ñ É"Æ Ó*v Ë t~Í Å ë É v Ç;ÆÈÒ Ñ�ØÝÔ]Ñ Ü;Ç vitÖv>Ñ3v Ë ÓÕÔ]Ð8v ÜÝÒ-Ë å
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¯�»¼´Eº�¾E´ � ��»¹· � ·¸»¼½¼´ � ±M°��I¾E¶¼�Á � Ã¼Å*Æ/ÇÊÉBË_Ì
� Ç v Ã Ô Ò�ÉBÆ Ñ Ü Ð/v�tÖv Ë"ÃÝÆ/Ç 1

2

v Ë
É Ã Ð ÅÊÇÖÚ Î$vgtGÔ ÇÝË Ü;Ç Ñ_ØGÔ ×íÃí× Ô Ú*Ç Î ÉBÆ/ã7Ü v −→
B

Ñ Å*ÇÝË
É Ô ÇÊÉ v É
ÜÝÇÝÆ��ªÅ*Ò-× v å rZÍÞÎ Ç v Ò
Ú*Æ v2t~Í Æ/ÇÊÉ v Ò ÔÕÑ É"Æ/Å*ÇñÁ Ô ÆÈ× Ô ÇÊÉ Ô É"Æ/Å*Ç¼Ì v Ë
É t Å*ÇÝÇ Î$v Ã Ô Ò Ð�Í�ØÝÔ ×ÄÆ Ð É"Å*ÇÝÆ v Ç

H = −−→
M · −→B, −→

M = γ
−→
S

Å�� −→
M

t;Î Ë"Æ8ÚÊÇ v?Ð/v ×�ÅÊ× v ÇÊÉ5× Ô ÚÊÇ Î ÉBÆÈã7Ü v t;v Ë"ÃÝÆ/Ç v É −→
S = ~

2 ~σ
Ð8v Ë"ÃÝÆ/Ç t;vXÐ Ô Ã Ô Ò�ÉBÆ Ñ Ü Ð8v

Á Ð/v Ë�× Ô É"Ò-Æ Ñ3v Ë tÖvgl�Ô Ü Ð ÆÝË-Å*ÇÊÉ t Å*ÇÝÇ Î$v Ë Ô Ü t Å*Ë_Ì å7æ ÇxË"ÜÝÃ;Ã¼Å*Ë v Ò Ô ã7Ü v −→B = B0
−→ez +B1

−→ex åè Ì o Ò�ÅÊÜ ÓÊv Ò Ð8v Ë Î É Ô ÉBË�ÃÝÒ
Å*ÃÝÒ v Ë |ψ±〉
tÖv

H
Ô Æ/ÇÝË"Æ�ã7Ü vxÐ8v ÜÝÒ Î Ç v Ò
Ú*Æ v

E±
v Ç �ªÅÊÇ Ñ ÉBÆ/Å*Ç tÖv

ω = −γB ÅQ�
B = ||−→B || t;Î Ë"Æ8ÚÊÇ viÐ�Í Æ/ÇÊÉ v ÇÝË"ÆõÉ Î�t Ü Ñ�ØÝÔ ×ÄÃ × Ô ÚÊÇ Î É"ÆÈã7Ü v å� Ì f Ð�Í ÆÈÇ;Ë
É Ô ÇÊÉ
t = 0

â Ð Ô Ã Ô Ò�É"Æ Ñ Ü Ð8v5v Ë
É tGÔ ÇÝË Ð�ÍÏÎ É Ô É |ψ(0)〉 = |+〉 å d ;ÃÝÒ-Æ/× v Ò |ψ(0)〉 v Ç
�ªÅÊÇ Ñ É"Æ/Å*Ç t;v Ë |ψ±〉 å d Ç tÖÎMt ÜÝÆ/Ò v |ψ(t)〉 Ã Ô ÒôÆÈÇÊÉ Î Ú*Ò Ô ÉBÆ8ÅÊÇ tÖv>ÐÍÏÎ ã7Ü Ô ÉBÆ8ÅÊÇ tÖvXl�Ô Ü Ð Æ å
� Ì h Å*ÇÊÉBÒ v Ò�ã7Ü v&Ð Ô ÃÝÒ
Å ëGÔÕë Æ Ð ÆõÉ Î P++(t)

t;v × v Ë"ÜÝÒ v Ò Ð/v Ë"ÃÝÆ/Ç tGÔ ÇÝË ÐÍÏÎ É Ô É |+〉 � ÐÍ ÆÈÇ;Ë
É Ô ÇÊÉ
t
v Ë
É t Å*ÇÝÇ Î$v Ã Ô Ò Á]�ªÅÊÒ-×XÜ Ð8v2tÖv?nôÔÕë Æ²Ì

P++(t) = 1 − ω2
1

ω2
0 + ω2

1

sin2(
t

2

√
ω2

0 + ω2
1)

Ô:ÓÊv:Ñ
ω0 = −γB0

v É
ω1 = −γB1 åÂ+Ì d Ç tÖÎ:t ÜÝÆ/Ò v�ÐÈÔ ÃÝÒ
Å ëGÔÕë Æ Ð Æ8É Î P+−(t)

t;v × v Ë"ÜÝÒ v Ò Ð/v Ë"Ã;ÆÈÇ tGÔ ÇÝË Ð�ÍÏÎ É Ô É |−〉 � Ð�Í ÆÈÇ;Ë
É Ô ÇÊÉ t å
�ä����äº3±��+·¸¶j¯E¶ ¯�¶7¾�� �Z»§ÀM±M°J�Ê¾�¿K¶7ºí¯E¶çº��E°K´ ¬����ä Á � Ã§ÅÊÆ/ÇÊÉBË_Ì

î Å*ÇÝË"Æ t;Î Ò
Å*ÇÝË Ð8v Ë Ù Ë
É"Û:× v>t;v tÖv Ü�óÃ Ô Ò�É"Æ Ñ Ü Ð8v Ë tÖv Ë"ÃÝÆ/Ç è � � Ë v É"Ò
ÅÊÜ Ó]Ô ÇÊÉ tGÔ ÇÝË Ð�ÍÞÎ É Ô É
ÆÈÇÊÉBÒ
ÆÈã7Ü Î Ë"Æ/Ç;Ú*Ü Ð8v É |0 0〉 Á Ó Å*ÆÈÒ É ÔÕëÝÐ8vMÔ Ü tÖv Ë î Ð8v:ë Ë Ø7ï
ð Å*Ò tGÔ Ç Ô Ü t ÅÊË_Ìè Ì � Ü v2t Æ/Ò v>tÖviÑ3v É Î É Ô É |0 0〉 Ë-ÅÊÜ;Ë&Ã v Ò-×�Ü+É Ô ÉBÆ/Å*Ç t;v Ë t;v Ü� Ã Ô Ò�ÉBÆ Ñ Ü Ð/v Ë t;v Ë"ÃÝÆ/Ç 1

2 �� Ì æ Ç tÖÎ Ë"Æ/Ú*Ç v Ã Ô Ò S(1)
n̂

Ð�Í Å ë Ë v Ò ÓÕÔ]ë;Ð/v&t;v Ë"ÃÝÆ/Ç Ñ Å*Ò-Ò v Ë"Ã§Å*Ç tGÔ ÇÊÉ � ÐÈÔ Ã Ô Ò�ÉBÆ Ñ Ü Ð/v Ç7ÜÝ× Î Ò
Å è
tGÔ ÇÝË Ð Ôít Æ/Ò v:Ñ ÉBÆ/Å*Ç

n̂
â v É�Ã Ô Ò

S
(2)

k̂

ÐÍ Å ë Ë v Ò Ó]ÔÕëÝÐ8v t;v Ë"ÃÝÆ/Ç Ñ ÅÊÒ-Ò v Ë"Ã§Å*Ç tÝÔ ÇÊÉ � Ð Ô Ã Ô Ò�ÉBÆ Ñ Ü Ð8v
Ç7ÜÝ× Î Ò
Å �?tÝÔ Ç;Ë Ð ÔXt Æ/Ò v:Ñ É"Æ/Å*Ç

k̂ å � Î Ò-Æ �Gv Òôã7Ü v S(1)
n̂ S

(2)

k̂

v Ë
É t ÅÊÇ;Ç Î$v Ã Ô Ò

〈0 0|S(1)
n̂ S

(2)

k̂
|0 0〉 = − ~2

4
n̂ · k̂.

�



�O��j°��¼¶7»|¾ � ¯E¶���»¼´E¯�»|¾V�Á ! Ã§Å*ÆÈÇÊÉBË_Ì
æ Ç tÖÎ Ë"Æ/Ú*Ç v Ò v Ë"Ã v:Ñ ÉBÆ ÓÊv × v ÇÊÉ�Ã Ô Ò

~p
v É
~q
Ð/v Ë�Å ë Ë v Ò ÓÕÔ]ë;Ð/v Ë ÓÊv:Ñ É"Å*Ò-Æ v:Ð/Ð/v Ë tIÍ Æ/×íÃ;Ü Ð Ë"Æ/Å*Ç

v É t;v Ã§ÅÊË"ÆõÉBÆ8ÅÊÇ å
è Ì � Ç v Ã Ô Ò�ÉBÆ Ñ Ü Ð8vgt;v × Ô Ë"Ë v

m
v É tÖv�Ñ�ØGÔ Ò
Ú v5Î:Ð/v:Ñ ÉBÒ-Æ/ã7Ü v

e
v Ë
É�Ã Ð Å*Ç;Ú Î:v�tGÔ ÇÝË ÜÝÇ Ñ�ØÝÔ ×ÄÃ

ÎMÐ8v:Ñ ÉBÒ
Å*× Ô Ú*Ç Î ÉBÆ/ã7Ü v ~E = −~∇V − ∂t
~A
v É ~B = ~∇× ~A

t;Î Ò-Æ Ó]Ô ÇÊÉ t Üjã7Ü Ô]t Ò-Æ ï Ã§Å]É v ÇÊÉBÆ v:Ð
(−V, ~A) å rZÍN�&Ô ×ÄÆ Ð É-ÅÊÇ;Æ v Ç t Ü>Ë Ù Ë
É"Û:× v â�Å ë É v Ç7Ü>Ã Ô Ò�ÃÝÒ v Ë Ñ Ò-Æ/ÃÖÉ"Æ/Å*Ç t Ü Ñ Å*ÜÝÃ ÐÈÔ Ú v ×ÄÆÈÇ;ÆÈ× ÔÕÐ âv Ë
É Ð�Í Å*Ã Î Ò Ô É v Ü;Ò

H =
1

2m

(
~p− e ~A(~q, t)

)2

+ eV (~q, t).

h ÅÊÇÊÉ"Ò v Ò&ã7Ü v2ÐÍ Å*Ã Î Ò Ô É v ÜÝÒ � �	� + � � + ~V :=
i

~
[H, ~q] .

Ë ÍÏv ;ÃÝÒ-Æ/× v Ë"Æ/×ÄÃ Ð8v × v ÇÊÉ v Ç �ªÅ*Ç Ñ ÉBÆ8ÅÊÇ
t;v
~p
â ~A â e v É m å d Ë
É ïòÑ3v Ü;Ç v Å ë Ë v Ò Ó]ÔÕëÝÐ8v ã7Ü Ô ÇÊÉ"ÆÈã7Ü v � l�v ÜÖÉ ï�v:ÐÈÐ8vgt;Î Ã v Ç t Ò v2t Ü É v ×ÄÃÝË �� Ì h Å*ÇÊÉBÒ v Ò�ã7Ü vuÐ8v Ë Ñ Å*×ÄÃ§ÅÊË Ô ÇÊÉ v Ë t;vñÐÈÔ Ó ÆõÉ v Ë"Ë v Ç vñÑ Å*×Ä×�Ü+É v ÇÊÉ Ã Ô Ë v ÇÊÉBÒ vuv:ÐÈÐ8v Ë �

ÃÝÒ
Å*Ü Ó*v Òôã7Ü v
[Vx, Vy] =

i~ω

m

è p
Å��

ω
Ë v Ò Ôxt Å*ÇÝÇ Îiv Ç �ªÅÊÇ Ñ ÉBÆ/Å*Ç t;v

Bz
v É
e/m åî�ÔÕÐÈÑ Ü Ð/v Ò Ð/v Ë t;v Ü� Ô ÜÖÉBÒ v Ë Ñ Å*×Ä×�Ü+É Ô É v Ü;Ò-Ë v É v Ç t;Î:t ÜÝÆ/Ò vxÐ�ÍÞv ;Ã;Ò v Ë"Ë"Æ/Å*Ç t;v�ÐÍ ÅÊÃ Î Ò Ô É v ÜÝÒ

~V × ~V
v Ç �ªÅ*Ç Ñ ÉBÆ8ÅÊÇ tÖv ~B å

� Ì ��Î:t ÜÝÆ/Ò vitÖv>Ð ÔXt;Î � Ç;Æ8ÉBÆ8Å*ÇóË"Ü;Æ ÓÕÔ ÇÊÉ v2t;v>Ð�Í ÅÊÃ Î Ò Ô É v ÜÝÒ
�
� �  �  ( � � � &�)

~Γ :=
i

~

[
H, ~V

]
+ ∂t

~V

Ð Ô?Ó*v Ò-Ë"Æ8ÅÊÇ�ã7Ü Ô ÇÊÉBÆ/ã7Ü v2t;v Ë Î ã7Ü Ô ÉBÆ8ÅÊÇ;Ë t Üj×�Å*Ü Ó*v × v ÇÊÉ�Ã§Å*ÜÝÒ Ð Ô �ªÅ*Ò Ñ3vitÖvXr ÅÊÒ v ÇÊÉ � å
Â+Ì æ Ç Ñ Å*ÇÝË"Æ t Û:Ò v tÖÎ Ë-ÅÊÒ-× Ô ÆÈË Ð/v?Ñ:Ô Ë t~Í Ü;Ç Ñ�ØÝÔ ×ÄÃó× Ô Ú*Ç Î ÉBÆ/ã7Ü v Ë v Ü Ð â

V = 0
â
∂t
~A = 0 å

æ Ç�Ë"ÜÝÃÝÃ§Å*Ë v ã7Ü v ~B = Bẑ
v Ë
É Ñ Å*ÇÝË
É Ô ÇÊÉ v É�Ü;ÇÝÆ��ªÅÊÒ-× v åî�ÔÕÐÈÑ Ü Ð/v Ò

Γz
v É �
ÜÝË
ÉBÆ �Gv Ò�Ã§ÅÊÜ;Ò-ã7Ü;Å*ÆäÅÊÇ�Ã v ÜÖÉ t Æ Ô Ú]Å*Ç ÔÕÐ Æ/Ë v ÒSË"Æ/×�Ü Ð É Ô Ç Î × v ÇÊÉ

H
v É
Vz å

� Ì h Å*ÇÊÉBÒ v Òôã7Ü Í Æ Ð~v ;Æ/Ë
É v Ü;Ç v>Ñ Å*ÇÝË
É Ô ÇÊÉ v Ò Î$v:Ð/Ð/v
α > 0

Ü;ÇÝÆ/ã7Ü v É v:Ð/Ð/v ã7Ü viÐÍ ÅÊÃ Î Ò Ô É v ÜÝÒ

a := α
(
Vx + iε Vy

) Å��
ε :=

|ω|
ω

ÓÊÎ Ò-Æ �Gv2Ð Ô Ò vMÐÈÔ ÉBÆ/Å*Ç t;viÑ Å*×Ä×�Ü+É Ô É"Æ/Å*Ç
[a, a†] =

è p å� Å*ÇÝÇ v Ò
α
v Ç �ªÅ*Ç Ñ ÉBÆ8ÅÊÇ tÖv

m
â
~
v É |ω| å

� Ì dZÑ Ò-Æ/Ò v ÐÍÏv ;ÃÝÒ v Ë"Ë"Æ8ÅÊÇ tÖv
H

v Ç �ªÅÊÇ Ñ ÉBÆ/Å*Ç t;v Ë�ÅÊÃ Î Ò Ô É v ÜÝÒ-Ë
a
v É
Vz
â v É tÖv Ë Ñ ÅÊÇ;Ë
É Ô ÇÊÉ v Ë

m
v É
α å d Ç t;Î:t ÜÝÆ/Ò v>Ð8v ËSÇÝÆ Ó*vAÔ Ü� tIÍÏÎ Ç v Ò
Ú*Æ v

E
ÁKÇ;Æ Ó*vMÔ Ü� tÖv�räÔ Ç tÝÔ Ü§Ì_â v Ç �ªÅ*Ç Ñ ÉBÆ8Å*Ç tÖv

~
v É
ω
â tÖv Ë Î É Ô ÉBË&Ë
É Ô ÉBÆ8Å*ÇÝÇ Ô Æ/Ò v Ë

ψ
tÖv
H

É vMÐ ËSã7Ü v
Vzψ = 0 å��� ) (

� � � + ��� + � '�+ � + ��� + � � ( + � + �	� & �  ( � � + '�(
a†a

+ � �
N

� �
� +-) � +���� � + � + � + ) �	� + ( � � & � �	�	�� � � �

%�&�'�(*),+-(/.10,2
···/ . . .

`



� Z®�¯�¯E°²±M°ª³|´µ¯E¶ º��Z°ª´�ºÊsÁªÂÄÃ§Å*ÆÈÇÊÉ"Ë_Ì
� Ç�Ë Ù Ë
É"Û:× v�Ñ Å*ÇÝË
É"Æ8ÉBÜ ÎitÖv>t;v Ü� Ã Ô Ò�ÉBÆ Ñ Ü Ð8v Ë�ã7Ü Ô ÇÊÉBÆ/ã7Ü v Ë$â Ð�Í ÜÝÇ v2t;v Ë"Ã;ÆÈÇ è v É Ð�Í�Ô ÜÖÉBÒ v

t;v Ë"ÃÝÆ/Ç � â¼Ë v ÉBÒ
Å*Ü Ó*v�tÝÔ Ç;Ë�Ü;Ç vXÑ ÅÊÇ � Ú*ÜÝÒ Ô ÉBÆ8ÅÊÇ Ã§Å*ÜÝÒ ÐÈÔ ã7Ü vMÐ/Ð8v Ð/v Ë"ÃÝÆ/ÇjÉ"ÅÕÉ ÔÕÐ�v Ë
É
J = 3v É Ð8v Ç;Å*× ë Ò v × Ô Ú*Ç Î ÉBÆ/ã7Ü v

M = 1 å
è Ì dZÑ Ò-ÆÈÒ v � ÐÍ�Ô Æ t;v�tÖv2ÐÈÔ É Ô]ë;Ð/v�t;v Ë Ñ Å v$ìíÑ Æ v ÇÊÉBË t;v>î�Ð/v:ë Ë Ñ_Ø+ï�ð ÅÊÒ tGÔ ÇuÁ Ñ Æ ïòÑ ÅÊÇÊÉBÒ v Ìaâ Ð�ÍÞÎ É Ô É
|3, 1〉 tÝÔ Ç;Ë ÐÈÔxëGÔ Ë v Ã;Ò
Å t Ü;Æ8ÉôÉ v ÇÝË-Å*Ò-Æ v:Ð å
� Ì � ÆôÅ*Ç × v Ë"ÜÝÒ Ô ÆõÉ '�) ��� '�+ � +-) � ÐÍ Å ë Ë v Ò Ó]ÔÕëÝÐ8v

Jz
(=+ ��� � ��� + � Ð Ô Ã Ô Ò�ÉBÆ Ñ Ü Ð8vót;v Ë"ÃÝÆ/Ç � â

Ô]Ð ÅÊÒ
Ë(ã7Ü v5Ð/v Ë Ù Ë
É"Û:× vôv Ë
É tGÔ ÇÝË Ð�ÍÏÎ É Ô É |3, 1〉 â tÖÎ É v Ò-×ÄÆÈÇ v Ò Ð8v Ë Ó]ÔÕÐ8v Ü;Ò-ËsÃ¼Å*Ë"Ë"Æ ëÝÐ8v Ë t;v&Ñ3v É
É vÅ ë Ë v Ò Ó]Ô]ë;Ð/v å
� Ì î�ÔÕÐ/Ñ Ü Ð/v Ò Ð8v ËSÃÝÒ�Å ëÝÔ]ë Æ Ð Æ8É Î ËSÒ v Ë"Ã v:Ñ É"Æ Ó*v Ë t~Í Å ë É v Ç;ÆÈÒ Ñ�ØÝÔ]Ñ Ü;Ç vitÖv>Ñ3v Ë ÓÕÔ]Ð8v ÜÝÒ-Ë å

����� pqk ���

�
� � � + � � �5Ô ÇÝË ÐÈÔêëÝÔ Ë v�Ñ:Ô Ç;Å*ÇÝÆ/ã7Ü v |±〉 t;vxÐ�ÍÏv Ë"Ã Ô]Ñ3vXtIÍN� Æ Ð/ë§v Ò�É C2 â Ð8v Ë5ÉBÒ
Å*Æ/Ë2× Ô É"Ò-Æ Ñ3v Ët;vXl�Ô Ü Ð ÆIË-Å*ÇÊÉ t ÅÊÇ;Ç Î$v Ë&Ã Ô Ò

σx =

(
0 1
1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
, σz =

(
1 0
0 −1

)
.

c
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¬|��,�Z°ª´ 1
2

¯�»¼´Eº�¾E´ � ��»¹· � ·¸»¼½¼´ � ±M°��I¾E¶¼�Á � Ã¼Å*Æ/ÇÊÉBË_Ì
� Ç v Ã Ô Ò�ÉBÆ Ñ Ü Ð/v�tÖv Ë"ÃÝÆ/Ç 1

2

v Ë
É Ã Ð ÅÊÇÖÚ Î$vgtGÔ ÇÝË Ü;Ç Ñ_ØGÔ ×íÃí× Ô Ú*Ç Î ÉBÆ/ã7Ü v −→
B

Ñ Å*ÇÝË
É Ô ÇÊÉ v É
ÜÝÇÝÆ��ªÅ*Ò-× v å rZÍÞÎ Ç v Ò
Ú*Æ v2t~Í Æ/ÇÊÉ v Ò ÔÕÑ É"Æ/Å*ÇñÁ Ô ÆÈ× Ô ÇÊÉ Ô É"Æ/Å*Ç¼Ì v Ë
É t Å*ÇÝÇ Î$v Ã Ô Ò Ð�Í�ØÝÔ ×ÄÆ Ð É"Å*ÇÝÆ v Ç

H = −−→
M · −→B, −→

M = γ
−→
S

Å�� −→
M

t;Î Ë"Æ8ÚÊÇ vçÐ8v ×ÄÅ*× v ÇÊÉ�× Ô Ú*Ç Î ÉBÆ/ã7Ü v�v É −→
S = ~

2 ~σ
Ð/v Ë"ÃÝÆ/Ç t;vjÐÈÔ Ã Ô Ò�ÉBÆ Ñ Ü Ð8v å æ ÇË"ÜÝÃÝÃ§Å*Ë v Ò Ô ã7Ü v −→

B = B0
−→ez + B1

−→ex å
è å o Ò
Å*Ü Ó*v Ò Ð8v Ë Î É Ô ÉBË�ÃÝÒ�ÅÊÃ;Ò v Ë |ψ±〉

t;v
H

Ô Æ/ÇÝË"Æ¼ã7Ü vgÐ8v ÜÝÒ Î Ç v Ò�ÚÊÆ v
E±

v Ç �ªÅ*Ç Ñ ÉBÆ8Å*Ç tÖv
ω = −γB Å��

B = ||−→B || tÖÎ Ë"Æ8Ú*Ç viÐ�Í ÆÈÇÊÉ v Ç;Ë"Æ8É Î�t Ü Ñ�ØÝÔ ×ÄÃ × Ô ÚÊÇ Î ÉBÆÈã7Ü v å
� å f ÐÍ ÆÈÇ;Ë
É Ô ÇÊÉ

t = 0
Ð Ô Ã Ô Ò�ÉBÆ Ñ Ü Ð8v?v Ë
É tÝÔ Ç;Ë ÐÍÏÎ É Ô É |ψ(0)〉 = |+〉 å d ;Ã;Ò-ÆÈ× v Ò |ψ(0)〉v Ç �ªÅÊÇ Ñ É"Æ/Å*Ç t;v Ë |ψ±〉 å d Ç tÖÎ:t ÜÝÆ/Ò v |ψ(t)〉 Ã Ô Ò�Æ/ÇÊÉ Î Ú*Ò Ô É"Æ/Å*Ç t;vVÐÍÏÎ ã7Ü Ô ÉBÆ/Å*Ç tÖvSl�Ô Ü Ð Æ å

� å h Å*ÇÊÉBÒ v Ò�ã7Ü v�Ð Ô ÃÝÒ
Å ëGÔÕë Æ Ð Æ8É Î P++(t)
t;v × v Ë"ÜÝÒ v Ò Ð8v Ë"ÃÝÆ/Ç tGÔ ÇÝË Ð�ÍÞÎ É Ô É |+〉 � Ð�Í Æ/ÇÝË ï

É Ô ÇÊÉ
t
v Ë
É t Å*ÇÝÇ Î$v Ã Ô ÒiÁ��ªÅ*Ò-×�Ü Ð/v�t;v?nôÔ]ë ÆbÌ

P++(t) = 1 − ω2
1

ω2
0 + ω2

1

sin2

(
t

2

√
ω2

0 + ω2
1

)

Ô:Ó*vMÑ
ω0 = −γB0

v É
ω1 = −γB1 å

Â å d Ç tÖÎ:t ÜÝÆ/Ò vXÐ Ô ÃÝÒ
Å ëGÔÕë Æ Ð Æ8É Î P+−(t)
t;v × v Ë"Ü;Ò v Ò Ð8v Ë"Ã;ÆÈÇ tÝÔ Ç;Ë Ð�ÍÏÎ É Ô É |−〉 � Ð�Í Æ/ÇÝË ï

É Ô ÇÊÉ
t å

W�W



�ä � ³¼¿ � �Ê¾�¿ª¶ ¯E¶ �j»�� � ¯�»|´�ºÄ¾E´ � �E»|· � � ¿K¶��Õ±:À�°��I¾E¶¼(Á $ Ã§Å*ÆÈÇÊÉ"Ë_Ì
d Ç Ç Î Ú Ð Æ/Ú vMÔ ÇÊÉ Ë v Ë Ó Æ ë Ò Ô ÉBÆ8Å*ÇÝË$â ÅÊÇ Ñ Å*ÇÝË"Æ t Û:Ò v�ÐÈÔ Ò
Å]É Ô ÉBÆ8Å*Ç Ò-Æ8ÚÊÆ t;vuÔ ÜÖÉ"Å*ÜÝÒ tÖv Ë-Å*Ç

Ñ$v ÇÊÉBÒ vxt;v × Ô Ë"Ë v?tIÍ ÜÝÇ v ×�Å Ð8Î:Ñ Ü Ð8v�k&Ô1î�Ð å î�v ×ÄÅ*Ü Ó*v × v ÇÊÉ5Ò v3Ó Æ v ÇÊÉ � Ñ3v:Ð Ü;Æ tIÍ ÜÝÇ@Ã§Å*ÆÈÇÊÉ
× Ô É Î Ò-Æ v:Ð â t;v × Ô Ë"Ë v

µ =
Ð Ô × Ô Ë"Ë v Ò Î:t Ü;Æ8É v â|Ë"ÜÝÒgÜÝÇ v Ë"Ã Ø Û:Ò vxtÖv Ò Ô:Ù Å*Ç

r0 =
t Æ/Ë
É Ô Ç Ñ3v

v ÇÊÉ"Ò vçÐ8v Ë�Ç;Å Ù1Ô Ü� å rZÍÏÎ É Ô É Ñ$ÐÈÔ Ë"Ë"Æ/ã7Ü vótÖvçÐÈÔ ×�Å Ð/Î:Ñ Ü Ð8v v Ë
É t Å*Ç Ñót Å*ÇÝÇ Î Ã Ô ÒÄÜÝÇ Ã§Å*ÆÈÇÊÉ
̂ = (θ, ϕ)

Ë"Ü;Ò ÐÈÔ Ë"Ã Ø ÛMÒ v
S2
â;É Ô Ç t ÆÈËôã7Ü v ¿�� � ±M»§± �I¾E»¼´¹±M°��I¾E¶ v Ë
É Ñ:Ô Ò Ô]Ñ É Î Ò-Æ/Ë Î Ã Ô ÒôÜÝÇ v

�ªÅÊÇ Ñ É"Æ/Å*Ç tIÍ ÅÊÇ t;v
ψ(x̂)

t;viÐ�ÍÏv Ë"Ã Ô]Ñ3v�tIÍN� Æ Ð/ë§v Ò�É H = L2(S2, sin θdθdϕ) å
è å � Å*Æ8É I = µr2

0

Ð/v ×ÄÅ*× v ÇÊÉ tIÍ ÆÈÇ v Ò�ÉBÆ v â v É ~L = ~q×~p Ð�Í ÅÊÃ Î Ò Ô É v ÜÝÒ�×�ÅÊ× v ÇÊÉ Ô Ç;Ú*Ü ÐÈÔ Æ/Ò vÅÊÒ ë ÆõÉ Ô]Ð(t;v Ð Ô ×�Å Ð8Î:Ñ Ü Ð/v å h Å*ÇÊÉBÒ v Ò ã7Ü vêÐÍN�&Ô ×íÆ Ð É"ÅÊÇ;Æ v Ç t;Î:Ñ Ò-Æ Ó]Ô ÇÊÉ Ð/v ×�ÅÊÜ ÓÊv × v ÇÊÉ
Ð Æ ë Ò vit;v Ò
Å]É Ô ÉBÆ8Å*Ç v Ë
É

H0 = ~L2/(2I) å� åsæ Ç�Ò Ô ÃÝÃ v:ÐÈÐ8v ã7Ü v�Ð8v Ë ØÝÔ Ò-×�Å*ÇÝÆ/ã7Ü v Ë�Ë"Ã ØÖÎ Ò
ÆÈã7Ü v Ë Y m
` = |`m〉 �ªÅÊÒ-× v ÇÊÉsÜÝÇ v5ëGÔ Ë v�tÖv

L2(S2)
â Ô$ÓÊv:Ñ

` ∈ N
v É |m| ≤ `

v É&ã7Ü v Á
~ = 1

Ì

Lz|`m〉 = m|`m〉, ~L2|`m〉 = `(`+ 1)|`m〉.
d Ç t;Î:t Ü;ÆÈÒ vXÐ8v Ë"Ã v:Ñ ÉBÒ v?t;v

H0
ÁªÇ;Å*× ë Ò v ã7Ü Ô ÇÊÉ"ÆÈã7Ü vXÐ8v?Ñ:Ô Ò ÔÕÑ É Î Ò-Æ/Ë Ô ÇÊÉ:â Ð8v Ë ÓÕÔ]Ð8v ÜÝÒ-Ë

ÃÝÒ
Å*ÃÝÒ v Ë
ε0

v É ÓÊv:Ñ É v ÜÝÒ-ËSÃÝÒ�ÅÊÃ;Ò v Ë Ô ÆÈÇ;Ë"ÆIã7Ü v>Ð8vitÖv ÚÊÒ Îit;vitÖÎ Ú Î Ç Î Ò v Ë Ñ3v Ç Ñ3v Ì å
� å rIÔ ×ÄÅ Ð8ÎMÑ Ü Ð/v�k&ÔÊî ÐZv Ë
É�Ã Ð Å*Ç;Ú Î:v�tGÔ ÇÝË�ÜÝÇ Ñ�ØÝÔ ×ÄÃ Î:Ð8vMÑ ÉBÒ
ÆÈã7Ü vXv +É Î Ò-Æ v ÜÝÒ ~E = Eẑt Æ/Ò-Æ8Ú Î Ë vMÐ Å*Ç ÐÍ�Ô  v

ẑ å rZÍÏÎ Ç v Ò
ÚÊÆ vit~Í Æ/ÇÊÉ v Ò ÔÕÑ ÉBÆ/Å*Ç t;v Ë-ÅÊÇ�×�ÅÊ× v ÇÊÉ t Æ/Ã§Å ÐÈÔ ÆÈÒ v Ã v Ò
× ÔAïÇ v ÇÊÉ ~D = D D̂
Ô:Ó*v:Ñ ~E v Ë
É t Å*ÇÝÇ Î:v Ã Ô Ò

W = − ~D · ~E = −DE qz å h Å*ÇÊÉBÒ v Ò�ã7Ü v
[H,Lz] = 0 å d Ç t;Î:t Ü;ÆÈÒ v>tGÔ ÇÝËôã7Ü v:Ð Ë�Ë-Å*ÜÝË ï�v Ë"Ã Ô]Ñ3v Ë t;v L2(S2)

Ã v ÜÖÉ ï ÅÊÇ tÖÎ É v Ò
×íÆ ï
Ç v Ò Ð/v Ë"Ã v:Ñ ÉBÒ v2t;v

H åÂ å r¹vôÑ_ØGÔ ×ÄÃ ~E Î É Ô ÇÊÉ � Ô Æ ë;Ð/v â �
ÜÝË
É"Æ �Ýv Ò Ã§Å*ÜÝÒ-ã7ÜÖÅÊÆ Ô]Ð Å*Ò-ËZÅÊÇ�Ã v Ü+É ÉBÒ Ô Æ8É v Ò
H

v Ç?É ØÖÎ Å*Ò-Æ v
t;v ËSÃ v Ò�É"ÜÝÒ ëÝÔ ÉBÆ8Å*ÇÝË�Ë
É Ô ÉBÆ8ÅÊÇ;Ç Ô ÆÈÒ v ËSÃ§ÅÊÜ;Ò tÖv ËôÇÝÆ ÓÊvMÔ Ü� ´E³¼´ t;Î Ú Î Ç Î Ò Î Ë å

� å î�ÔÕÐ/Ñ Ü Ð/v Ò Ð Ô>Ñ ÅÊÒ
Ò v:Ñ É"Æ/Å*Ç ε1
Ô ÜêÃ v Ò-×ÄÆ v ÒsÅÊÒ t Ò v�t;v Ë ÇÝÆ Ó*vAÔ Ü� tIÍÏÎ Ç v Ò
ÚÊÆ v Ë ÔÕÑ�ØGÔ ÇÊÉ�ã7Ü v

Ð/v Ë
Y m

`

Å*ÇÊÉ�Ã Ô Ò-ÆõÉ Î
(−1)` â$Æ å v å Y m

` (π−θ, ϕ+π) = (−1)`Y m
` (θ, ϕ) å Á � Ç Ô Ò�ÚÊÜ;× v ÇÊÉt;v Ë Ù × Î É"Ò-Æ v Ã v Ò-× v É tIÍÏÎ3Ó Æ8É v Ò Ð8v Ë Ñ:Ô]Ð/Ñ Ü Ð Ë v Ç2ÜÖÉBÆ Ð Æ/Ë Ô ÇÊÉ

(qzY
m
` )(̂ ) = Y m

` (̂ ) cos θ
Ì å

�
� � � + � 


ε1 = 〈ϕ0|W |ϕ0〉 � &�'�( '�),+ � +-( � '�( � � � � &�)
W

+ � '�) � � + � � ( + ) &�) � + ( � ' ( � 
� �  ),+-(�� � +

ε0

� ) &�) �  �  )  (  +�� + � � + � + � � +-'�( � (@& � ( + |ϕ0〉
�

� å d Ç t Æ/Ë
ÉBÆÈÇÖÚÊÜ Ô ÇÊÉ Ð/v Ë tÖv Ü� Ñ:Ô Ë
` = |m| v É ` > |m| â Ñ:ÔÕÐÈÑ Ü Ð8v Ò ÐÈÔÄÑ Å*Ò-Ò v:Ñ ÉBÆ8ÅÊÇ ε2

Ô Ü
Ë v:Ñ Å*Ç t Å*Ò t Ò v>t;v ËôÇÝÆ ÓÊvMÔ Ü� tIÍÏÎ Ç v Ò
ÚÊÆ v å
æ Ç ÔÕt × v É-ÉBÒ ÔñÐ Ô Ò
Û$Ú Ð8vçtÖv Ë Î:Ð8v:Ñ É"Æ/Å*Ç 〈`′m|qz|`m〉 = 0

Ë"Æ
`′ 6= ` ± 1

â v É ã7Ü v
ÐÍÏÎ:Ð/Î × v ÇÊÉ tÖv × Ô ÉBÒ
Æ Ñ3v 〈`m|qz|`+ 1,m〉 =

√
(`+m+1)(`−m+1)

(2`+1)(2`+3) å
�

� � � + � 

ε2 =

∑

ε6=ε0

|〈ϕε|W |ϕ0〉|2
ε0 − ε

� &�'�( '�),+ � +-( � '�( � � �	� & )
W

+ � '�) ��� + � � ( + ) &�)

� + ( � ' ( �  � �  ),+ (�� � +
ε0

� ( + � � � ε � � ) &�) �� �  )  (  +�� + � � + � + � � + '�( � (@& � (=+ |ϕ0〉� ( + � � � |ϕε〉
� �

! å rIÔ�t;Î Ú Î Ç Î Ò v Ë Ñ3v Ç Ñ3vst Ü?Ë"Ã v:Ñ É"Ò v�v Ë
É ïòv:Ð/Ð/v(Ð8v$Ó*Î$v Ã Ô Ò Ð/vVÑ�ØÝÔ ×ÄÃ Î:Ð/v:Ñ ÉBÒ-Æ/ã7Ü v(v +É Î Ò-Æ v Ü;Ò �
%�&�'�(*),+-(/.10,2

···/ . . .

WB\



�O �g»§ÀM±M°J�Ê¾�¿ª¶7º °ª¯E¶7´|±A°��I¾�¶7º����O¶1À¥·¸°ª³¼´Eº*�Á ! Ã§Å*ÆÈÇÊÉBË_Ì
è Ì nôÔ Ã;Ã vMÐ8v Ò ÐÈÔ ÃÝÒ�ÅÊÃ;Ò-Æ Î É Î ã7Ü vÄt Å*Æ Ó*v ÇÊÉ Ó*Î Ò-Æ �Gv Ò Ð8v Ë Ó*v:Ñ É v Ü;Ò-Ë t~ÍÞÎ É Ô É

Ψ
tIÍ ÜÝÇzË Ù Ë
É-ÛM× v

�ªÅÊÒ-× Î�t;v>tÖv Ü� � v Ò-×ÄÆ8ÅÊÇ;Ë�Ë-ÅÊÜ;Ë Ð�ÍÞÎ:Ñ�ØÝÔ ÇÖÚ v�tÖv>Ñ3v Ë t;v Ò-Ç;Æ v Ò-Ë åd Ç t;Î:t Ü;ÆÈÒ vzÐ8v Ë Ñ Å*× ë ÆÈÇ Ô Æ/Ë-ÅÊÇ;Ë
Ψ = ϕ ⊗ χ

Ã ØÊÙ Ë"ÆÈã7Ü v × v ÇÊÉ�Ã v Ò-×ÄÆ/Ë v Ë v ÇÊÉBÒ v¸Ð8v Ë
Î É Ô ÉBËôã7Ü Ô ÇÊÉBÆ/ã7Ü v Ë tIÍÏv Ë"Ã ÔÕÑ3v

ϕ
v É Ð8v Ë Î É Ô ÉBË tÖv Ë"ÃÝÆ/Ç

χ
v Ç �ªÅÊÇ Ñ É"Æ/Å*Ç t;v Ð8v Ü;Ò-Ë&Ã;Ò
Å*ÃÝÒ-Æ Î É Î Ë

Ò v Ë"Ã v:Ñ ÉBÆ ÓÊv Ë t;v Ë Ù × Î ÉBÒ
Æ v Ë-ÅÊÜ;Ë Ð�ÍÞÎ:Ñ_ØGÔ Ç;Ú v2tÖv Ë t;v Ü� � v Ò-×ÄÆ/Å*ÇÝË å
r¹v Ë Î É Ô ÉBË t;v Ë"Ã;ÆÈÇ 1

2

tIÍ ÜÝÇ ÎMÐ8v:Ñ ÉBÒ
Å*ÇóË-Å*ÇÊÉgÇÖÅ]É Î Ë |±〉 = |12 ,±1
2〉
â Ô]Ð ÅÊÒ
Ë�ã7Ü v Ð8v Ë Î É Ô É"Ë

tIÍÏv Ë"Ã Ô]Ñ3v Ë-ÅÊÇÊÉ t Å*ÇÝÇ Î Ë�Ã Ô Ò Ð/v Ë ØGÔ Ò-×�ÅÊÇ;ÆÈã7Ü v ËSË"Ã ØÖÎ Ò-ÆÈã7Ü v Ë$â
Y m

` = |`,m〉 Ô:Ó*v:Ñ |m| ≤ `
â

ÓÊv:Ñ É v ÜÝÒ-ËäÃ;Ò
Å*ÃÝÒ v Ë Ñ ÅÊ×Ä×�Ü;ÇÝËD� ~L2 v É Lz
Ñ ÅÊÒ
Ò v Ë"Ã¼Å*Ç tÝÔ ÇÊÉ �SÜÝÇ>×�Å*× v ÇÊÉ Ô ÇÖÚÊÜ Ð Ô Æ/Ò v & ( � �	�

� �
` å|æ Ç �ªÅ*Ò-× v Ü;Ç v � �

� ( +StIÍÏÎMÐ8v:Ñ ÉBÒ
Å*ÇÝË å� Ì æ ÇµË Í Æ/ÇÊÉ Î Ò v Ë"Ë v É"Å*ÜÖÉ t~Í�ÔÕë ÅÊÒ t � Ð Ô¸Ñ Å*×ÄÃ¼Å*Ë"ÆõÉBÆ/Å*Ç t;v Ë Î É Ô ÉBË tÖv Ë"ÃÝÆ/Ç 1
2 å

d Ç Ó Å*ÜÝË
Ò v Ã¼Å*Ò�É Ô ÇÊÉ Ô Ü É Ô]ë;Ð/vMÔ Ü Á Ñ Æ ïqÑ Å*ÇÊÉBÒ v Ì t;v Ë Ñ Å v3ìíÑ Æ v ÇÊÉBË t;vjî�Ð8vMë Ë Ø+ï�ð ÅÊÒ tGÔ Ç Á îSð Ì?Ë"Ü;Ò ÐÈÔ
Ñ Å*×ÄÃ§ÅÊË"ÆõÉBÆ8ÅÊÇ t;v�tÖv Ü� ×�ÅÊ× v ÇÊÉBË Ô ÇÖÚÊÜ Ð Ô ÆÈÒ v Ë$â t ÅÊÇ;Ç v Ò Ð8v Ë Ó]Ô]Ð8v ÜÝÒ-Ë Ô Ã;Ò-Æ/Å*Ò-Æ|Ã§ÅÊË"Ë"Æ ëÝÐ8v Ë t Ü
Ë"ÃÝÆ/Ç�É"ÅÕÉ Ô]Ð

S
Ô ÆÈÇ;Ë"Æôã7Ü vçÐ8v Ë Î É Ô ÉBË |S,M ′〉 Ñ ÅÊÒ-Ò v Ë"Ã§Å*Ç tÝÔ ÇÊÉBË v É ÐÈÔutÖÎ ÇÖÅÊ×ÄÆ/Ç Ô ÉBÆ8ÅÊÇ�ã7ÜÝÆ

Ð/v ÜÝÒ v Ë
É Ñ Å*ÇÝË ÔÕÑ Ò Î:v å l Ò ÎMÑ Æ/Ë v Ò Ð/v�Ñ ÅÊ×ÄÃ§Å*Ò�É v × v ÇÊÉ t;v�Ñ3v Ë Î É Ô ÉBËSË-ÅÊÜ;Ë ÐÍÏÎ:Ñ�ØGÔ Ç;Ú vgt;v Ë t;v Ü�
� v Ò
×íÆ8Å*ÇÝË å
� Ì æ Ç Ë"Ü;ÃÝÃ§Å*Ë v ã7Ü vzÑ_ØGÔÕÑ Ü;Ç t;v Ë Î:Ð/v:Ñ ÉBÒ
Å*ÇÝË tÖvzÐÈÔ Ã Ô Æ/Ò vuv Ë
É tÝÔ Ç;ËjÜ;Ç Î É Ô É

` = 1t Ü�×�ÅÊ× v ÇÊÉ Ô ÇÖÚÊÜ Ð Ô Æ/Ò v Å*Ò ë ÆõÉ ÔÕÐ å l�Ô Ò Ñ ÅÊ×ÄÃ§ÅÊË"ÆõÉBÆ8ÅÊÇ t;v�tÖv Ü� É v:Ð Ë�×�Å*× v ÇÊÉ"Ë Ô Ç;Ú*Ü ÐÈÔ ÆÈÒ v Ë
ÅÊÒ ë Æ8É Ô Ü�~â�Á Ó ÅÊÆ/Ò�É Ô]ë;Ð/vMÔ Ü t;v Ë îôð Ì�ã7Ü v:Ð/Ð/v Ë�Ë v Ò Ô Æ v ÇÊÉ:â Ô ÃÝÒ-Æ8Å*Ò-Æâ Ð/v Ë Ó]Ô]Ð8v ÜÝÒ-Ë�Ã§Å*Ë"Ë"Æ ë;Ð/v Ë t Ü
×ÄÅ*× v ÇÊÉ Ô ÇÖÚÊÜ Ð Ô Æ/Ò v Å*Ò ë ÆõÉ ÔÕÐ É"ÅÕÉ Ô]Ð

L �� Æ/Ë Ñ ÜÖÉ v ÒsË"ÜÝÆ Ó]Ô ÇÊÉ ÐÈÔ Ã Ô Ò-Æ8É Î5t;v
L
â Ð8v Ë(Ã;Ò
ÅÊÃ;Ò-Æ Î É Î Ë t;v Ë Ù × Î ÉBÒ-Æ v&tÖv Ë Î É Ô É"Ë

Y M
L = |L,M〉Ë-ÅÊÜ;Ë Ð�ÍÞÎ:Ñ�ØÝÔ ÇÖÚ v�t;v Ë t;v Ü� � v Ò-×ÄÆ/Å*ÇÝË å

Â+Ì d Ç t;Î:t Ü;ÆÈÒ vêÐ/v Ë Ñ ÅÊÜ;Ã Ð8v Ë t;v ÓÕÔ]Ð8v ÜÝÒ-Ë
(L, S)

v É Ð8v Ë ÓÕÔ]Ð8v ÜÝÒ-Ë t Ü ×�Å*× v ÇÊÉ Ô ÇÖÚÊÜ Ð Ô ÆÈÒ v
É"Å]É Ô]Ð

J
tÖv Ë Î É Ô ÉBË�ã7Ü Ô ÇÊÉBÆÈã7Ü v Ë�Ã ØÊÙ Ë"Æ/ã7Ü v × v ÇÊÉXÃ v Ò-×ÄÆÈËXË Ô É"ÆÈË � Ô ÆÈË Ô ÇÊÉ � ÐÈÔ ã7Ü v Ë
ÉBÆ8ÅÊÇ è Ì

Ã¼Å*ÜÝÒ Ñ3v É
É v Ã Ô Æ/Ò vit~ÍÞÎ:Ð8v:Ñ É"Ò
ÅÊÇ;Ë å Á d ;Ã Ð Æ/ã7Ü v �>Ñ$Ð Ô Æ/Ò v × v ÇÊÉ Ó ÅÕÉBÒ v>tÖÎ × Ô Ò Ñ�ØÖv Ì å
� Ì d Ç tÖÎMt ÜÝÆ/Ò v�ÐÈÔ&t ÆÈ× v ÇÝË"Æ8ÅÊÇ t;v Ñ_ØGÔÕÑ Ü;Ç t;v Ë v Ë"Ã Ô]Ñ3v Ë HL⊗HS

tÖv Ë Î É Ô É"Ë�Ã ØÊÙ Ë"ÆÈã7Ü v × v ÇÊÉ
Ã v Ò-×ÄÆ/Ë�Ã Ô Ò Ð8v ÃÝÒ
ÆÈÇ Ñ Æ/Ã vitÖvXl�Ô Ü Ð ÆIË"ÜÝÆ Ó]Ô ÇÊÉ Ð8v Ë Ó]ÔÕÐ8v Ü;Ò-Ë t Ü Ñ ÅÊÜ;Ã Ð8v

(L, S) å
� Ì l Å*ÜÝÒ

L = 2
v É
M = 0

â �ñÃ Ô Ò ÉBÆÈÒ tÖvçÐÈÔ É ÔÕëÝÐ8vót;v Ë îôð â v ;Ã Ð Æ Ñ ÆõÉ v Ò ÐÈÔ �ªÅ*Ç Ñ ÉBÆ8ÅÊÇ
tIÍ ÅÊÇ t;v É"Å]É Ô]Ð8v

Y M
L (~


1,~


2) |0, 0〉
v Ç �ªÅ*Ç Ñ ÉBÆ8ÅÊÇ tÖv Ë Î É Ô ÉBË

Y m
`

v É |±〉 t;vçÑ�ØGÔÕÑ ÜÝÇ tÖv Ë
t;v Ü� ÎMÐ8v:Ñ ÉBÒ
Å*ÇÝË å

W �



W �



� ÇÝÆ ÓÊv Ò-Ë"ÆõÉ ÎitÖv>ÐÈÔíh Î:t ÆõÉ v Ò-Ò Ô Ç Î$v � »¼º$±M¶1À � ���äº:°��I¾E¶@¶Ê± � �Ê°ª¶7´��*¶7º ¯�¶ ¿ª» � »§±M° �1À�¶
� � n�ï
�7Ñ Æ v Ç Ñ3v Ë t;vXr Ü;×íÆ/Ç Ù f ÇÝÇ Î:vXh è � �7v × v Ë
ÉBÒ v è â � �a�Q$ ï ���

d�egfihçdsk t;vxwzy|{~}(�Z�b�V��� ����}(���Z�b�(�E� � ���5n��sd � �5d(�5n&d(� Á �Q� � Ô Ç Ó Æ v Ò � �Q��� Ì
� � � & � ' � +-) ��� ) � �

� � � ' � + ��� +��

¬|Z®�±M³|·¸¶ ¯ � ���I¯�À�³¼½ �7´E¶j¶Ê±í»¼¯E¯E°²±M°ª³¼´ ¯E¶ç·¸³|·¸¶7´¹±Mº�»|´�½¼¾E¿ª»¼°ªÀA¶7ºÊsÁ � Ã¼Å*Æ/ÇÊÉBË_Ì
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∫
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R(r) = 1√
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1 (θ, ϕ) =
√
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F0
â
F+

v É
F−

âGÃ;ÜÝÆ/Ë
F ′

0

â
F ′

+

v É
F ′
− å

� å î�ÔÕÐ/Ñ Ü Ð/v Ò Ð/v Ë ÃÝÒ�Å ëÝÔ]ë Æ Ð Æ8É Î Ë P±
t;vSt;Î É v:Ñ É v Ò t;v Ë Ã Ô Ò�É"Æ Ñ Ü Ð8v ËZÒ v Ë"Ã v:Ñ É"Æ Ó*v × v ÇÊÉ v Ç

D± åÂ åsæ Ç ëÝÐ Å+ã7Ü v �iÃÝÒ Î Ë v ÇÊÉ Ð/v � Ô Æ/Ë Ñ3vAÔ Ü F− å � Å*ÇÝÇ v Ò � Ò v Ë"Ã v:Ñ ÉBÆ ÓÊv × v ÇÊÉ � Ð8v Ë v ;Ã;Ò v Ë"Ë"Æ/Å*ÇÝËt;v Ë Î É Ô ÉBË t;v Ë"Ã;ÆÈÇzÁ �xÜ;Ç v Ã ØGÔ Ë v Ã;Ò
Û:Ë_Ì tÝÔ Ç;Ë Ð/v Ë1� Ô Æ/Ë Ñ3vMÔ Ü�
F ′

0

â
F ′

+

v É
F ′
− å

� å î�ÔÕÐ/Ñ Ü Ð/v Ò Ð8v ËSÇ;Å*Ü Ó*v:ÐÈÐ8v Ë�ÃÝÒ
Å ëGÔÕë Æ Ð ÆõÉ Î Ë P̃±
tÖv>t;Î É v:Ñ ÉBÆ8ÅÊÇ Ò v Ë"Ã v:Ñ ÉBÆ Ó*v × v ÇÊÉ v Ç

D± å
� å p ÇÊÉ v Ò-ÃÝÒ Î É v Ò Ñ3v Ë t;v Ü� v ;Ã Î Ò
Æ v Ç Ñ3v Ë å
� ��������������������� �!��"��$#%���'&$�)(+*,�-��.��0/1(+*2"3��4045&�"-��.�67"�&�8���.$�09�����:�*0/;/��<(0*,�=��.��0/1(+*2.$"��$(+��/>����(+*,#3? ��8@4�8���.$�09�A����:�*0/B(0��� �DC�/;E7�-/>"��+A!FG/>"�C��$#3?IHJ&��K�-*04045&$�-/>"3�L:�*0/

F+ M "-/N�=45/O#��-��P�/O8Q/O��� F− R #>&�"�"-/N�=45&��S(T��*VU>�=40���K* 4WUQXY4 ��"3��C�C'ZOC'/
M "-/N�=45/O#��-��P�/O8Q/O���[U>�=4 �'�B(+&]\^�WU_X������-�'A`4 ��"3��C�C'ZOC'/ R�a Ccb ��d+/e(0*B#3?S��8@4<8���.��09>�-�f:$* /e(0*1E7�-/>"��+A!FG/>"�C��$#3?Ig
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�ä��xÀ �Z°²±M»¼¿ª¶7ºí¯ �/¾�´ � ¿ª¶��Õ±MÀA³¼´�sÁ è ÂÄÃ§ÅÊÆ/ÇÊÉBË_Ì
æ ÇçÇ Î Ú Ð Æ8Ú v Æ Ñ Æ Ð Ô Ã Ô Ò�É"Æ v Ò ÔÕt Æ Ô]Ð8v?t;v?ÐÈÔ �ªÅ*Ç Ñ ÉBÆ8Å*Ç tIÍ Å*Ç t;v?tÖvXÐ�ÍÏÎMÐ8v:Ñ ÉBÒ
Å*Ç Ô Æ/ÇÝË"Æ�ã7Ü v?Ð8v

Ë"ÃÝÆ/Ç t Ü�ÃÝÒ
ÅÕÉ"Å*Ç å�5Ô ÇÝË ÐÍÏv Ë"Ã ÔÕÑ3vgtIÍN� Æ Ð/ë§v Ò É�É"ÅÕÉ Ô]Ð H = Horbit ⊗Hspin

âÖÅ*Ç Ë"ÜÝÃ;Ã§ÅÊË v ã7Ü v�ÐÍÏÎ É Ô É t Ü ×�Å ï
× v ÇÊÉ Ô Ç;Ú*Ü ÐÈÔ Æ/Ò v É"Å]É Ô]ÐIt~Í Ü;Ç ÎMÐ8v:Ñ ÉBÒ
Å*Ç tGÔ ÇÝË&Ü;Ç Ô É"Å*× v�v Ë
É t Å*ÇÝÇ Î Ã Ô Ò Ð Ô Ë"Ü;Ã v Ò
Ã¼Å*Ë"ÆõÉBÆ/Å*Ç

|Ψ〉 = A
[(
Y 0

0 + 1√
3
Y 0

1

)
⊗ |+〉 + 1√

3

(
Y 1

1 − Y 0
1

)
⊗ |−〉

]
= A

(
Y 0

0 + 1√
3
Y 0

1

1√
3

(
Y 1

1 − Y 0
1

)
)
.

� Æ |Ψ〉 = Y ⊗ |+〉 + Z ⊗ |−〉 âSÁKÆ t;v × Ã¼Å*ÜÝÒ |Ψ′〉 Ì Ð8v Ã;Ò
Å t Ü;Æ8É�Ë Ñ:Ô]ÐÈÔ Æ/Ò v tGÔ ÇÝË H v Ë
É
t Å*ÇÝÇ Î Ã Ô Ò

〈Ψ′|Ψ〉H = 〈Y ′|Y 〉orbit + 〈Z ′|Z〉orbit.l ÅÊÜ;Ò ÐÈÔ Ã Ô Ò�ÉBÆ v ÅÊÒ ë Æ8É Ô]Ð8v Ë v Ü Ð8v â*ÅÊÇíÒ Ô ÃÝÃ v:ÐÈÐ8v ã7Ü vgÐ/v Ë ØÝÔ Ò
×ÄÅ*ÇÝÆ/ã7Ü v ËsË"Ã ØÖÎ Ò
ÆÈã7Ü v Ë
Y m

`

Ë-ÅÊÇÊÉ
Ð/v Ë ÓÊv:Ñ É v ÜÝÒ
ËOÃ;Ò
Å*ÃÝÒ v Ë |`m〉 Ñ Å*×Ä×�ÜÝÇ;Ë � −→L 2 v É�� Lz

Ã§ÅÊÜ;Ò Ð8v Ë Ó]ÔÕÐ/v ÜÝÒ
ËOÃ;Ò
Å*ÃÝÒ v Ë
~

2`(`+1)v É
~m

âÝÒ v Ë"Ã v:Ñ É"Æ Ó*v × v ÇÊÉ:â v É�ã7Ü ÍÞv:Ð/Ð/v Ë Ë-Å*ÇÊÉ�ÇÖÅÊÒ
× ÔÕÐ ÆÈË Î$v Ë � ÐÍ ÜÝÇ;Æ8É Î

〈Y m
` |Y m′

`′ 〉orbit = δ``′ δ
mm′

.

è å	� Ü v:Ð~v Ë
É Ð�ÍÞv Ë"Ã ÔÕÑ3v2t~Í�� Æ Ð/ë¼v Ò�É Hspin �� å ��Î É v Ò-×ÄÆ/Ç v Ò Ð8v Ë Ñ:Ô]ÐÈÔ ÆÈÒ v A Á �xÜÝÇ v Ã ØÝÔ Ë v ÃÝÒ
Û:Ë_Ì t;v É vMÐ/Ð8v Ë-Å*Ò�É v ã7Ü v 〈Ψ|Ψ〉H = 1 å
� å	� Ü v:Ð/Ð/v Ë ÓÕÔ]Ð8v ÜÝÒ-Ë Å ë ÉBÆ v Ç t Ò Ô ÆõÉ ï Å*Ç Ð ÅÊÒ-Ë t~Í Ü;Ç v × v Ë"ÜÝÒ vñtÖv −→

S 2 v ÉóÆÈÇ t Æ/ã7Ü v Ò Ô:Ó*vMÑ
ã7Ü v:Ð/Ð/v Ë�ÃÝÒ
Å ëGÔÕë Æ Ð Æ8É Î Ë åÂ å î�ÔÕÐ/Ñ Ü Ð/v Ò Ð8v Ë(ÃÝÒ
Å ëGÔÕë Æ Ð Æ8É Î Ë p(±ẑ) t;v É"Ò
ÅÊÜ ÓÊv Ò ±~/2

tÝÔ Ç;Ë�ÜÝÇ v × v Ë"Ü;Ò v�tÖvgÐÍ Å ë Ë v Ò ï
Ó]ÔÕëÝÐ8v

Sz å
� å î�ÔÕÐ/Ñ Ü Ð/v Ò Ð8v ËsÃÝÒ�Å ëÝÔ]ë Æ Ð Æ8É Î Ë p(±x̂) t;v ÉBÒ
Å*Ü Ó*v Ò ±~/2

tGÔ ÇÝË�Ü;Ç v × v Ë"ÜÝÒ v�t;v�ÐÍ Å ë Ë v Ò ï
Ó]ÔÕëÝÐ8v

Sx å
� å f ÜêË"Ü � v É t;vgÐÈÔ Ã Ô Ò�É"Æ v Å*Ò ë ÆõÉ ÔÕÐ/v â7ã7Ü v:Ð Ë�Ë-Å*ÇÊÉ Ð/v Ë�Ò Î Ë"Ü Ð É Ô ÉBË Ã§Å*Ë"Ë"Æ ë;Ð/v Ë t~Í Ü;Ç v × v Ë"ÜÝÒ v
t;v2ÐÍ Å ë Ë v Ò Ó]ÔÕëÝÐ8v

Lz ⊗
è p

2 =

(
Lz 0
0 Lz

)
�

! å ��Î É v Ò-×ÄÆ/Ç v Ò Ð8v ËSÃÝÒ�Å ëÝÔ]ë Æ Ð Æ8É Î Ë Ñ ÅÊÒ
Ò v Ë"Ã¼Å*Ç tÝÔ ÇÊÉ v Ë å
$ å	� Ü v:Ð/Ð/v Ë ÓÕÔ]Ð8v ÜÝÒ-Ë Å ë ÉBÆ v Ç t Ò Ô ÆõÉ ï Å*Ç Ð ÅÊÒ-Ë t~Í Ü;Ç v × v Ë"ÜÝÒ vñtÖv −→

L 2 v ÉóÆÈÇ t Æ/ã7Ü v Ò Ô:Ó*vMÑ
ã7Ü v:Ð/Ð/v Ë�ÃÝÒ
Å ëGÔÕë Æ Ð Æ8É Î Ë å

� å � Å*ÇÝÇ v Ò ÐÈÔ�t Æ/× v ÇÝË"Æ8ÅÊÇ tÖv Ë&Ë-Å*ÜÝË ïòv Ë"Ã Ô]Ñ3v Ë�ÃÝÒ
Å*ÃÝÒ v Ë t;v −→L 2 Ñ Å*Ò-Ò v Ë"Ã§Å*Ç tGÔ ÇÊÉBË åè � å d Ç tÖÎMt ÜÝÆ/Ò v>ÐÈÔ�t Æ/× v ÇÝË"Æ8ÅÊÇ tÖv>Ð�ÍÞv Ë"Ã ÔÕÑ3v Horbit

Ò v:Ð Ô ÉBÆ�� Ô Ü�ÃÝÒ
Å ëÝÐ Û:× v å

����� pqk ���

\



� ÇÝÆ ÓÊv Ò-Ë"ÆõÉ ÎitÖv>ÐÈÔíh Î:t ÆõÉ v Ò-Ò Ô Ç Î$v � »¼º$±M¶1À � ���äº:°��I¾E¶@¶Ê± � �Ê°ª¶7´��*¶7º ¯�¶ ¿ª» � »§±M° �1À�¶
� � n�ï
�7Ñ Æ v Ç Ñ3v Ë t;vXr Ü;×íÆ/Ç Ù f ÇÝÇ Î:vXh è � �7v × v Ë
ÉBÒ v è â � �a�Q$ ï ���

î æ n�n�pqði�s����ds��dEegfihjd(k5�ótÖv�wzy|{~}(�Z�b�V��� �X��}(���Z�b�V��� t ÜzÁ �Q� � Ô Ç Ó Æ v Ò � �Q��� Ì

¬|Z®�±M³|·¸¶ ¯ � ���I¯�À�³¼½ �7´E¶j¶Ê±í»¼¯E¯E°²±M°ª³¼´ ¯E¶ç·¸³|·¸¶7´¹±Mº�»|´�½¼¾E¿ª»¼°ªÀA¶7ºÊ
Á t;v>Ð�ÍÞv  Ô × tÖv � � Ì
è Ì æ ÇiÜ+ÉBÆ Ð Æ/Ë vsÐ/v ÃÝÒ�Å t ÜÝÆõÉOË Ñ:Ô]ÐÈÔ ÆÈÒ vst ÅÊÇ;Ç Î(tGÔ ÇÝË ÐÍÏÎ Ç;Å*Ç Ñ3Î Ã§ÅÊÜ;Ò ÑMÔÕÐ/Ñ Ü Ð/v Ò Ð Ô Ç;Å*Ò-× vst;v Ψt Å*ÇÊÉ ÐÈÔgÑ Å*×ÄÃ§ÅÊË Ô ÇÊÉ v Ç;Å*ÇxÇ7Ü Ð/Ð8vôv Ë
ÉsË v:Ð Å*Ç Ð8v Ë"ÃÝÆ/Ç>ß t ÅAà�Ç7á å1æ ÇxÜÖÉ"Æ Ð ÆÈË v Ò ÔgÐ8v Ã Ô Ò Ô × Î ÉBÒ Ô Ú vv Ç Ñ Å7Å*Ò t Å*ÇÝÇ Î:v ËSË"Ã ØÖÎ Ò
ÆÈã7Ü v Ë ÔÕtGÔ ÃÖÉ Î Ô Ü ÉBÒ Ô Æ8É v × v ÇÊÉ t;v2Ð Ô Ã Ô Ò�É"Æ v Ë"Ã Ô É"Æ ÔÕÐ/v å
||Ψ||2 =

∫

R3

|ψ−(~

)|2d3~


= 2π

∫ ∞

0

dr r2|R(r)|2
∫ π

0

dθ sin θ|Y 0
1 (θ)|2

= 1
24

(∫ ∞

0

dr
r4e−r/a

a5

)
3
2

(∫ π

0

dθ sin θ cos2 θ

)

u=r/a
= 1

24

∫ ∞

0

du u4 e−u 1
2

[
− cos3 θ

]π
0

Indic.
= 1

24 4! 1
2 (−(−1)3 + 1) = 1.

� Ì h v Ë"Ü;Ò v Ò
Sz

Ò v$Ó Æ v ÇÊÉ �2É v Ë
É v ÒVË v Ë tÖv Ü� Ó]ÔÕÐ8v Ü;Ò-Ë�Ã;Ò
ÅÊÃ;Ò v Ë ±~/2
Ô:ÓÊv:Ñ Ã;Ò
Å ëGÔÕë Æ Ð ÆõÉ Î Ë

Ò v Ë"Ã v:Ñ ÉBÆ ÓÊv Ë
p± = ||P±ẑΨ||2 å|æ Ç Ô PẑΨ = 0

Á
p+ = 0

Ì v É&Æ Ð Ò v Ë
É v
p− = ||P−ẑΨ||2 = ||Ψ||2 = 1 å
� Ì rIÔ Ã Ô Ò�ÉBÆ v ×�Å*× v ÇÊÉ Ô ÇÖÚÊÜ Ð Ô Æ/Ò v�tÖv

Ψ
v Ë
É t ÅÊÇ;Ç Î$v Ã Ô Ò

Y 0
1 |−〉 = |1 0〉 ⊗ |12 − 1

2〉tGÔ ÇÝË Ð Ô Ç;Å*× v Ç Ñ$Ð Ô ÉBÜÝÒ v�t;v Ë Î É Ô ÉBË tÖv Ë"Ã;ÆÈÇ å îVvMÑ Æ Ñ ÅÊÒ-Ò v Ë"Ã§Å*Ç t � ÐÍ�ÔÕtÝt ÆõÉBÆ8ÅÊÇ
1× 1

2

t;vôt;v Ü�
Ë"ÃÝÆ/ÇÝË Ñ3v ã7ÜÝÆ Ñ Å*Ç t Ü;Æ8É Ô ÜóË"Ã;ÆÈÇ É"ÅÕÉ ÔÕÐ

J = 1
2

Å*Ü
J = 3

2 åÂ7Ì h v Ë"ÜÝÒ v Ò Ð/v Ë"ÃÝÆ/ÇêÉ"ÅÕÉ Ô]Ð
J
Ñ]ÍÞv Ë
ÉS× v Ë"ÜÝÒ v Ò Ð�Í Å ë Ë v Ò ÓÕÔ]ë;Ð/v ~J 2 = (~L+ ~S)2 Ë"Ü;Ò Ð�ÍÞÎ É Ô É

Ψ
ã7Ü Í Æ Ð � Ô Ü+É t ÅÊÇ Ñit;Î:Ñ ÅÊ×ÄÃ§Å*Ë v Ò tÝÔ Ç;Ë Ð8v Ë Î É Ô ÉBËSÃÝÒ
Å*ÃÝÒ v Ë |J M〉 t;v ~J2 Á ëGÔ Ë v>Ñ ÅÊÜ;Ã Ð8Î$v Ì å� Ç v Ð8vMÑ ÉBÜ;Ò v>Ø ÅÊÒ-Æ � ÅÊÇÊÉ Ô]Ð8v>t;viÐ Ô É ÔÕëÝÐ8v

1 × 1
2

t;v Ë îsï
ð Ñ Å*Ç t ÜÝÆõÉ � Ð ÔxtÖÎ:Ñ Å*×ÄÃ§ÅÊË"ÆõÉBÆ8ÅÊÇ tÖv
Ð Ô Ã Ô Ò ÉBÆ v>Ô ÇÖÚÊÜ Ð Ô ÆÈÒ vit;v

Ψ
Ë"ÜÝÆ Ó]Ô ÇÊÉ v

|1 0〉 ⊗ |1
2
− 1

2
〉 =

√
2
3
|3
2
− 1

2
〉 +

√
1
3
|1
2
− 1

2
〉,

v ;Ã;Ò v Ë"Ë"Æ/Å*Ç t;viÐ Ô ã7Ü v:Ð/Ð/v ÅÊÇ ÉBÆ/Ò v
ÃÝÒ
Å ëGÔ

(J = 3/2) = |〈3
2 − 1

2|Ψ〉|2 = 2/3,
Ã;Ò
Å ëÝÔ

(J = 1/2) = |〈1
2 − 1

2|Ψ〉|2 = 1/3,
t Å*ÇÊÉ ÐÈÔ Ë-ÅÊ×Ä× v�t Å*ÇÝÇ v>ë Æ v Ç è å

� Ì
Jz = Lz + Sz

t ÅÊÇÊÉ Ð8v Ë Ó]ÔÕÐ8v Ü;Ò-Ë&Ã;Ò
Å*ÃÝÒ v Ë�Ë-Å*ÇÊÉ
~M

â |M | ≤ J å|æ Ç ÔxÑ$Ð Ô Æ/Ò v × v ÇÊÉ

JzΨ = −~

2Ψ
Ô$ÓÊv:Ñ Ã;Ò
Å ëGÔ

(M = −1
2) =

3/2∑

J=1/2

∣∣∣〈J,M = −1
2 |Ψ〉

∣∣∣
2

= 1 å

�



� Ì l ÅÊÜ;Ò ÐÈÔ�t Æ/Ë
É Ô Ç Ñ3v ×�Å Ù*v ÇÝÇ viÔ Ü�ÃÝÒ
ÅÕÉ"Å*Ç

r = 〈Ψ
∣∣ |~q |Ψ〉 =

∫

R3

r |ψ−(~

)|2d3~


=

∫ ∞

0

dr r3|R(r)|2 ||Y 0
1 ||2︸ ︷︷ ︸

=1

= 1
24

∫ ∞

0

dr
r5e−r/a

a5

u=r/a
= a

4!

∫ ∞

0

du u5 e−u Indic.
= 5a ' 2.645

�

�ä��ô°ª¿b±:ÀA¶@¯E¶ �¹±M¶1À�´���� ¶1À�¿ª»�� �V�Á Ñ Å*×Ä×�ÜÝÇ Ô Ü� v  Ô ×íË � ��� �*� Ì
�sÅ*ÆÈÒ>Ã§Å*ÜÝÒ ÐÍ Æ t;Î$vÄv É t ÆÈË Ñ Ü;Ë"Ë"Æ/Å*Ç¸Ã ØÊÙ Ë"Æ/ã7Ü v Ë � � v$Ù Ç;× Ô Ç î ØÝÔ Ã å � Á v Ç Ã Ô Ò�ÉBÆ Ñ Ü Ð Æ v Ò Ð/v Ë

� � å � v É � å � Ì�×��M× v Ë"Æ ÐÈÔxt Æ/Ë Ñ ÜÝË"Ë"Æ8ÅÊÇ v Ë
É � Ô ÆõÉ v Ã¼Å*ÜÝÒ Ð/v Ë"ÃÝÆ/Ç è � åè Ì r~vg� Ç t �Êï�ð v Ë
ÉsÅÊÒ
Æ v ÇÊÉ Î Ë v:Ð Å*Ç
ẑ
t Å*Ç Ñ Å*Ç�× v Ë"ÜÝÒ v&Ô:Ó*vMÑSÑ3v É Ô Ã;Ã Ô Ò v Æ ÐGÐ�Í Å ë Ë v Ò Ó]Ô]ë;Ð/v

t;v Ë"Ã;ÆÈÇ
ẑ · −→S = Sz = ~

2σz å� Ì n�v Ú Ô Ò t Å*ÇÝË � Ô Æ/Ë Ñ3vMÔ Ü Ã Ô Ò1� Ô ÆÈË Ñ3vMÔ Ü~â
• rIÔ Ã§Å Ð Ô Ò-Æ/Ë Ô É"Æ/Å*Ç tÝÔ Ç;Ë Ð8v � Ô Æ/Ë Ñ3vMÔ Ü�Æ/ÇÝÆõÉBÆ ÔÕÐ~v Ë
É

F0 : | + ẑ〉 å rIÔ ÃÝÒ Î Ã Ô Ò Ô ÉBÆ8ÅÊÇ t;v>Ñ3v
� Ô Æ/Ë Ñ3vAÔ Ü?Ã¼Å ÐÈÔ Ò-Æ/Ë ÎôÔ Ç Î:Ñ$v Ë"Ë"ÆõÉ ÎSÔ Ü�ÃÝÒ ÎAÔÕÐÈÔ]ë;Ð/v ÜÝÇ �§Ð ÉBÒ vSt;v5�Êï�ð ÅÊÒ-Æ v ÇÊÉ Î Ë v:Ð Å*Ç

ẑ
� ÐÈÔ Ë-Å*Ò�ÉBÆ v

t ÜÝã7Ü v:Ð Å*Ç ÔiëÝÐ Å+ã7Ü ÎgÐ8v � Ô Æ/Ë Ñ3vMÔ Ü Ñ Å*Ò-Ò v Ë"Ã§ÅÊÇ tGÔ ÇÊÉ Ô ÜíË"ÃÝÆ/Ç?ß t ÅMà�Ç7á�Ã§Å*ÜÝÒ�Ç v Ë Î:Ð/v:Ñ ÉBÆ8ÅÊÇ;Ç v Ò
ã7Ü v>Ñ3v:Ð Ü;Æ Ô:Ù1Ô ÇÊÉ ÐÈÔ Ã§Å ÐÈÔ Ò-ÆÈË Ô ÉBÆ8ÅÊÇ�Ë"Ã;ÆÈÇ�ß�ÜÝÃ+á å

• r¹v è v Ò �Êï
ð Ó]Ô ß
Ã;Ò
Å � v É v Ò á Ð�ÍÞÎ É Ô É tÖv Ë"ÃÝÆ/Ç | + ẑ〉 t Ü � Ô ÆÈË Ñ3vMÔ Ü Ã§Å Ð Ô Ò-Æ/Ë Î v ÇÊÉBÒ Ô ÇÊÉ
Ë"ÜÝÒ Ð/v Ë t;v Ü� Î É Ô ÉBË | ± x̂〉 âÖÒ v Ë"Ã vMÑ ÉBÆ Ó*v × v ÇÊÉ�ß�ÜÝÃ+á v Ésß t ÅAà&Ç+á�Ã Ô ÒSÒ Ô ÃÝÃ§ÅÊÒ É � Ð�Í�Ô  v x̂ t Ü
Ñ�ØGÔ ×ÄÃ × Ô Ú*Ç Î ÉBÆ/ã7Ü v å îVv è v Ò �*ï
ð × v Ë"ÜÝÒ viÐ�Í Å ë Ë v Ò Ó]ÔÕëÝÐ8v�t;v Ë"Ã;ÆÈÇ

x̂ · −→S = Sx = ~

2σx =
~

2 (P+x̂ − P−x̂)) å hóÔ É Ø;Î × Ô É"ÆÈã7Ü v × v ÇÊÉ:â Ñ3vMÐÈÔ Ë v ÉBÒ ÔÕt ÜÝÆõÉ&Ã Ô Ò Ð8viÑ:Ô]Ð/Ñ Ü Ð¹t;v Ë&Ã;Ò
Å � v:Ñ ÉBÆ8ÅÊÇ;Ë

P±x̂|+〉 = 1
2
(
è p ± σx)|+〉 = 1

2
(|+〉 ± |−〉), ||P±x̂|+〉||2 = 1/2,

ã7Ü Í Æ Ð � Ô ÜÖÉ&Ç;Å*Ò-× v Ò �xÜÝÇzÁ Î3Ó Å Ð ÜÖÉBÆ8ÅÊÇ�� ÉBÒ Ô ÇÝË �ªÅ*Ò-× Ô ÉBÆ/Å*Ç ÜÝÇ;Æ8É Ô Æ/Ò v�� Ì_â

| ± x̂〉 = 1
||P±x̂|+〉|| P±x̂|+〉 = 1√

2
(|+〉 ± |−〉),

tIÍ Å�� Ð�ÍÞv ;Ã;Ò v Ë"Ë"Æ/Å*Ç t;vzÐ Ô Ã¼Å ÐÈÔ Ò-Æ/Ë Ô ÉBÆ/Å*Ç Æ/Ç Ñ Æ tÖv ÇÊÉ v Ë"Ü;Ò Ð8v Ë Î É Ô ÉBËjÃÝÒ
Å*ÃÝÒ v Ë t;v¸ÐÍ Å ë Ë v Ò ï
Ó]Ô]ë;Ð/v

Sx

| + ẑ〉 = 1√
2
(| + x̂〉 + | − x̂〉) ,

v ;Ã;Ò v Ë"Ë"Æ/Å*Ç ã7ÜÝÆ ×�Å*ÇÊÉBÒ v ã7Ü v ÐÍÏÎ É Ô É | + ẑ〉 v Ë
É v Ç ã7Ü vMÐ ã7Ü v Ë-ÅÊÒ�É v�t;Î:Ð Å Ñ:ÔÕÐ Æ/Ë Î tGÔ ÇÝË Ð8v Ë
t;v Ü� � Ô Æ/Ë Ñ3vAÔ Ü� �

F± : 1√
2
| ± x̂〉.

• rIÔ Ò vMÑ Å*× ë ÆÈÇ Ô Æ/Ë-ÅÊÇ v Ç
F ′

0

t;v Ë t;v Ü� � Ô ÆÈË Ñ3vMÔ Ü�ñË-Å*Ò�É Ô ÇÊÉ | ± x̂〉 t Ü è v Ò �Êï�ð Ã Ô Ò
Ë"ÜÝÃ v Ò-Ã§ÅÊË"ÆõÉBÆ8ÅÊÇ ÁKÆÈÇÊÉ v ÒZ� Î Ò v Ç Ñ3v Ì t Å*ÇÝÇ v 1√

2
(| + x̂〉 + | − x̂〉) = |+〉 ã7Ü;ÆEÒ v:t Å*ÇÝÇ v?Ð Ô Ã§Å ïÐ Ô Ò-Æ/Ë Ô ÉBÆ8Å*Ç | + ẑ〉 Ñ ÅÊ×Ä× v Ã§Å Ð Ô Ò-Æ/Ë Ô ÉBÆ8Å*Ç v ÇÊÉ"Ò Ô ÇÊÉ v tGÔ ÇÝË Ð8v�� Ç t��*ï
ð âEÃ§Å Ð Ô Ò-Æ/Ë Ô É"Æ/Å*Ç ã7ÜÝÆ

Ñ Å*Ò-Ò v Ë"Ã§Å*Ç t �xÜÝÇ Î É Ô É�Ã;Ò
ÅÊÃ;Ò v>tÖv>Ñ3v?�Êï�ð × v Ë"ÜÝÒ Ô ÇÊÉ Ð�Í Å ë Ë v Ò Ó]ÔÕëÝÐ8v
Sz å�5Ô ÇÝË Ð8vj� Ç t �*ï
ð Ð8v Ë Î É Ô ÉBË |F ′

±〉 = P±ẑ|F ′
0 〉

t Å*ÇÝÇ v ÇÊÉ t Å*Ç Ñ Ã Ô ÒxÃ;Ò
Å � v:Ñ ÉBÆ8ÅÊÇ Ð8v Ë
Î É Ô ÉBË t;v Ã¼Å ÐÈÔ Ò-Æ/Ë Ô ÉBÆ/Å*Ç�Ë"ÜÝÆ Ó]Ô ÇÊÉBË

�



• F ′
+

� | + ẑ〉 â v É F ′
−
�
0 å

� Ì r¹v ËOÃ;Ò
Å ëGÔÕë Æ Ð ÆõÉ Î Ë t;v ÉBÒ
Å*Ü Ó*v Ò Ð/v ËäÃ Ô Ò�ÉBÆ Ñ Ü Ð8v Ë tGÔ ÇÝË Ð/v Ë tÖÎ É vMÑ É v Ü;Ò-Ë
D±

Ë-Å*ÇÊÉ t Å*ÇÝÇ Î$v Ë
Ã Ô ÒxÃÝÒ
Å ëGÔ

(D±) = P± = ||P±ẑ| + ẑ〉||2 â t~Í ÅQ� P+ = 1
Á
Sz = +~/2

Ì v É
P− = 0Á

Sz = −~/2
Ì åîVv:Ñ Æ Ñ ÅÊÒ
Ò v Ë"Ã¼Å*Ç t � Ë v:Ð Å*Ç Ð�ÍÏÎMÑ Ò-ÆõÉBÜ;Ò vSt;v � v3Ù Ç;× Ô Ç � � ÐÈÔ ×ÄÆ/Ë v v Ç�Ë Î Ò-Æ vSt;v Ë �§Ð ÉBÒ v Ë �Êï
ð

Ë Ñ�Ø;Î × Ô ÉBÆÈË Ô ÇÊÉ Ð8v Ë t;v Ü� v ;Ã Î Ò
Æ v Ç Ñ3v Ë�Ë"ÜÝÆ Ó]Ô ÇÊÉ v Ë Ô:Ó*v:Ñ�Ð8v ÜÝÒ-Ë Ô ×ÄÃ Ð ÆõÉBÜ tÖv ËSÒ v Ë"Ã v:Ñ ÉBÆ ÓÊv Ë

ẑ x̂ ẑ
{

+

−

}
F0−→

{
+ : F+

− : F−

}
F ′

0 =F++F−−→
{

+

−

}
F ′

+−→ (100 %)

t Å*ÇÊÉ Ð8v�Ñ:Ô]Ð/Ñ Ü ÐZtÖvÄÐÍ�Ô ×ÄÃ Ð ÆõÉBÜ tÖv�t ÅÊÇ;Ç v ∑
ε=±

〈+ẑ|ε x̂〉〈ε x̂| + ẑ〉 = 1
� ÜÝÇ v Ã ØÝÔ Ë v Ã;Ò
Û:Ë

ÁKÆÈÇÊÉ v ÒZ� Î Ò v Ç Ñ3v Ë Ñ Å*ÇÝË
ÉBÒ-Ü Ñ ÉBÆ Ó*v Ë_Ì_â v É:â

ẑ x̂ ẑ
{

+

−

}
F0−→

{
+ : F+

− : F−

}
F ′

0 =F++F−−→
{

+
−

}
F ′

−−→ (0 %)

t Å*ÇÊÉ Ð8v�Ñ:Ô]Ð/Ñ Ü Ð|t;v�ÐÍ�Ô ×ÄÃ Ð ÆõÉBÜ tÖvgt Å*ÇÝÇ v ∑
ε=±

〈−ẑ|ε x̂〉〈ε x̂| + ẑ〉 = 0
ÁªÆÈÇÊÉ v ÒV� Î Ò v Ç Ñ$v Ë tÖv Ë ï

ÉBÒ-Ü Ñ ÉBÆ Ó*v Ë_Ì å
Â7Ì d ÇêÃ;Ò Î Ë v Ç Ñ3v5t Ü ÑMÔÕÑ�ØÖv ã7ÜÝÆ ë;Ð Å+ã7Ü vgÐ/v � Ô ÆÈË Ñ3vMÔ Ü

F−
Ë-ÅÊÒ É Ô ÇÊÉ t Ü è v ÒVÃ§Å Ð Ô Ò-Æ/Ë v Ü;Ò tÖv

�Êï
ð å f ÆÈÇ;Ë"Æâ
• |F+〉 = |F ′

0 〉 = 1√
2
| + x̂〉 = 1

2 (|+〉 + |−〉) Å��óÅÊÇ ÔÄt;Î:Ñ ÅÊ×ÄÃ§ÅÊË v Ò ÐÍÏÎ É Ô É v ÇÊÉBÒ Ô ÇÊÉ
tGÔ ÇÝË Ð8v?� Û:× v Ã§Å Ð Ô Ò-Æ/Ë v Ü;Ò t;vX�*ï
ð Ë"ÜÝÒ Ð8v Ë Î É Ô ÉBËSÃÝÒ
Å*ÃÝÒ v Ë t;viÑ3v2t;v Ò-ÇÝÆ v Ò å �>Í ÅQ�

• |F ′
±〉 = P±ẑ|F ′

0 〉 = 1
2 |±〉 å

� Ì
P̃± = ||P±ẑ

1√
2
| + x̂〉||2 = 1/4 å îVv:Ñ Æ�Ë Í Æ ÐÈÐ ÜÝË
ÉBÒ v � Ç;Å*Ü Ó*vMÔ ÜµË vMÐ Å*Ç � v3Ù Ç;× Ô Ç

Ñ Å*×Ä× v
ẑ x̂ ẑ

{
+

−

}
F0−→

{
+ : F+

− : F−

}
F ′

0 =F+−→
{

+

−

}
F ′

+−→ (25 %)

t Å*ÇÊÉ Ð/v?Ñ:Ô]Ð/Ñ Ü Ð�t;vXÐ�Í�Ô ×ÄÃ Ð Æ8ÉBÜ t;v>t ÅÊÇ;Ç v 〈+ẑ|F+〉〈F+| + ẑ〉 = 1/2
Á8� ÜÝÇ v Ã ØGÔ Ë v ÃÝÒ
Û:Ë_Ì

tIÍ Å�� ÐÈÔ ÃÝÒ
Å ëGÔÕë Æ Ð Æ8É Î |〈+ẑ|F+〉〈F+| + ẑ〉|2 = 1/4
v É:â

ẑ x̂ ẑ
{

+

−

}
F0−→

{
+ : F+

− : F−

}
F ′

0 =F+−→
{

+
−

}
F ′

−−→ (25 %)

�



t Å*ÇÊÉ Ð8v2Ñ:ÔÕÐÈÑ Ü Ð~t;v2ÐÍ�Ô ×íÃ Ð ÆõÉBÜ t;v 〈−ẑ|F+〉〈F+| + ẑ〉 = 1/2
Á ��Ü;Ç v Ã ØGÔ Ë v ÃÝÒ�ÛMË_Ì t~Í ÅQ� Ð Ô

ÃÝÒ
Å ëGÔÕë Æ Ð ÆõÉ Î |〈−ẑ|F+〉〈F+| + ẑ〉|2 = 1/4 å
� Ì �5Ô Ç;Ë ÐÈÔ Ã;Ò v ×ÄÆ/Û:Ò v × Ô ÇÝÆ/Ã t;v �§Ð ÉBÒ v Ë tÖvê�Êï�ð â Ð Ô Ò v:Ñ ÅÊ× ë Æ/Ç Ô ÆÈË-Å*Ç � Ð Ô Ë-Å*Ò�ÉBÆ vÄt Ü

è v Ò �Êï�ð v Ç�ÜÝÇ � Ô Æ/Ë Ñ3vMÔ Ü
F ′

0

Ã v Ò-× v É tÖv Ò v:Ñ ÅÊÇ;Ë
ÉBÒ-Ü;ÆÈÒ v Ã Ô Ò(Æ/ÇÊÉ v ÒV� Î Ò v Ç Ñ3v Ë Ð Ô Ã¼Å ÐÈÔ Ò-Æ/Ë Ô ÉBÆ/Å*Ç
|+〉 Æ/ÇÝÆõÉBÆ ÔÕÐ8v��(Ñ3v:Ñ Æ&Ë v@Ð ÆõÉ Ë"ÜÝÒ Ð/v ËíÃÝÒ
Å ëGÔÕë Æ Ð ÆõÉ Î Ë

P+ = 1
v É
P− = 0

Ë"ÜÝÒ Ð Ô × v Ë"ÜÝÒ v
t;v�Ð�Í Å ë Ë v Ò Ó]ÔÕëÝÐ8v

Sz
t Ü Ë"Ã;ÆÈÇ�ã7ÜÝÆgÒ v:t ÅÊÇ;Ç vut Å*Ç Ñ Ü;Ç Ò Î Ë"Ü Ð É Ô É Ñ3v Ò�É Ô ÆÈÇ

+~/2 å f Æ/ÇÝË"Æ�âÐÍ ÆÈÇ��ªÅÊÒ
× Ô ÉBÆ8ÅÊÇíË"ÜÝÒ Ð�ÍÞÎ É Ô ÉSÆÈÇ;Æ8É"Æ ÔÕÐ~Ô?Î É Î2Ñ Å*ÇÝË v Ò Ó*Î:v��+o Å*ÜÖÉôË ÍÏv Ë
É t;Î Ò
Å*Ü Ð8Î2Ñ Å*×í× v Ë"Æ Ð/v è v Ò
�Êï
ð Á Ô:Ó*v:ÑxÑ3v Ë t;v Ü� Ñ:Ô Ç Ô Ü��ÅÊÜ ÓÊv Ò�É"Ë_ÌgÇ Í�Ô:Ó]Ô ÆõÉ2Ã Ô Ë Î É Î ×ÄÆÈË v ÇuÃ Ð ÔÕÑ3v â Ñ$v ã7ÜÝÆZÉBÒ ÔÕt Ü;Æ8É
tIÍ ÜÝÇxÃ§Å*ÆÈÇÊÉ tÖv Ó Ü vSv ;Ã Î Ò-Æ/× v ÇÊÉ Ô]Ð7ÐÈÔ � Ô × v ÜÝË v Ò v:ÐÈÔ É"Æ/Å*Ç tÖv � v Ò
× v ÉBÜ;Ò v Á

P+x̂+P−x̂ =
è p Ì åd Ç Ò v3Ó]Ô Ç Ñ_Ø;v â tGÔ ÇÝË ÐÈÔ � Û:× v × Ô ÇÝÆ/Ã Ô:ÓÊv:Ñ@Ð8vuÑMÔÕÑ�ØÖv â�ÜÝÇ v Ã Ô Ò�ÉBÆ Ñ Ü Ð8v�t Ü � Ô Æ/Ë Ñ$vMÔ Ü

Ã¼Å*Ë"Ë-Û t;v ÜÝÇ v Ã;Ò
Å ëGÔÕë Æ Ð ÆõÉ Î ||P−x̂| + ẑ〉||2 = |〈−x̂| + ẑ〉|2 = 1/2
t~Í �3ÉBÒ v�ÔÕë Ë-Å*Ò ë§Î:v Ã Ô Ò

Ð/v5Ñ:ÔÕÑ�ØÖv ÅÊÜíÜÝÇ v ÃÝÒ
Å ëGÔÕë Æ Ð Æ8É Î
1/2

t;v Ë v Ò v ÉBÒ�ÅÊÜ ÓÊv Ò tÝÔ Ç;Ë Ð/v � Ô Æ/Ë Ñ3vAÔ Ü t;v Ë-Å*Ò�ÉBÆ v
F ′

0

â¹ÁKË-Å*Æ8É
ÜÝÇ vêÑ�ØÝÔ Ç Ñ$v Ë"ÜÝÒ t;v Ü�§Ì å ��v � Ô ÆõÉ:â v:Ð/Ð/v Ã§ÅÊË"Ë-Û tÖv Ü;Ç v Ã;Ò
Å ëÝÔ]ë Æ Ð ÆõÉ Î tÖv

P̃+ + P̃− = 1/2tIÍ �$É"Ò vxtÖÎ É vMÑ É Î$v Ã Ô Ò Ð�Í Ü;Ç t;v Ë tÖv Ü� Ñ Å*×íÃ+É v ÜÝÒ-Ë å î�v Ë t;v Ò-ÇÝÆ v Ò-Ë2× v Ë"ÜÝÒ v ÇÊÉ Ð�Í Å ë Ë v Ò ÓÕÔ]ë;Ð/v
Sz

v É t ÅÊÇ;Ç v ÇÊÉ Ð8v Ë t;v Ü�óÒ Î Ë"Ü Ð É Ô ÉBË$âG×�ÅÊÇÊÉBÒ Ô ÇÊÉ Ô Æ/ÇÝË"Æäã7Ü v Ð/v è v Ò �*ï
ð Ô Ã v Ò�ÉBÜÝÒ ë¼Î?Ð�ÍÞÎ É Ô É
ÆÈÇ;Æ8ÉBÆ ÔÕÐ å rZÍ�ÔÕë Ë-Å*Ò ë§v ÜÝÒ Ô Ü;Ú*× v ÇÊÉ v�Ð Ô ÃÝÒ�Å ëÝÔ]ë Æ Ð Æ8É Î�t;vjt;Î É v:Ñ ÉBÆ/Å*Ç t Ü Ñ Å*×íÃ+É v ÜÝÒ

D−
ÁbÅÊÇ

Ã Ô Ë"Ë v t;v
0
�

1/4
Ì å îVv � Ô ÆõÉ v ;Ã Î Ò-Æ/× v ÇÊÉ ÔÕÐ Á � + � '�( %� Ì2×�ÅÊÇÊÉBÒ v ã7Ü v Ð�ÍÞÎ É Ô ÉXã7Ü Ô ÇÊÉBÆ/ã7Ü vt;v Ë Ã Ô Ò�ÉBÆ Ñ Ü Ð/v Ë �jË"Ã;ÆÈÇ v Ë
É tÖÎMÐ Å Ñ:Ô]Ð Æ/Ë Î Ë"Ã Ô ÉBÆ ÔÕÐ8v × v ÇÊÉ:â v ÉXË v ßqÉBÒ
Å*Ü Ó*v # t;v � Ô ÆõÉ tGÔ ÇÝË Ð/v Ë

t;v Ü� � Ô Æ/Ë Ñ3vAÔ Ü�
F+

v É
F−

� ÐÈÔ �ªÅÊÆ/Ë �Öv ÉôË v Ò v:Ñ Å*× ë Æ/Ç v Ã Ô ÒSË"ÜÝÃ v Ò-Ã§ÅÊË"ÆõÉBÆ8ÅÊÇ tÝÔ Ç;Ë
F ′

0 å � Æ
F−

v Ë
É ëÝÐ Å+ã7Ü Î ÔÕÐ Å*Ò-Ë Ð Ô Ã Ô Ò�ÉBÆ Ñ Ü Ð/viÔ ÜÝÇ v>Ñ�ØÝÔ Ç Ñ$v Ë"ÜÝÒ t;v Ü� t;v Ã Ô Ë"Ë v Ò Ð/v è v Ò �§Ð ÉBÒ v å
�O��xÀ �Z°²±M»¼¿ª¶7ºí¯ �/¾�´ � ¿ª¶��Õ±MÀA³¼´�sÁ v  Ô × t;v �*� Ì

�sÅ*ÆÈÒSÃ Ô Ò v  v ×ÄÃ Ð8v � ��Ô Ë t;v3Ó]Ô ÇÊÉ ï
�5ÔÕÐ Æ ëGÔ Ò t � v ÖÅ å è � å �
è å pÐ Ë Í�Ô Ú*Æ8É t;viÐÍÏv Ë"Ã ÔÕÑ$v�tIÍN� Æ ÐÈë§v Ò�É t;Î:Ñ Ò-Æ ÓÕÔ ÇÊÉ Ð8v Ë"ÃÝÆ/Ç 1/2

� Hspin = H1/2 = C
2 å� å d Ç@Æ/×ÄÃ§ÅÊË Ô ÇÊÉ 〈Ψ|Ψ〉H = 1

v É v Ç Ü+ÉBÆ Ð Æ/Ë Ô ÇÊÉ�Ë"Ü Ñ$Ñ3v Ë"Ë"Æ Ó*v × v ÇÊÉ ÐÍ Å*Ò�É Ø Å]Ú]ÅÊÇ Ô]Ð Æ8É ÎXtÖv Ë
Î É Ô É"Ë t;v Ë"ÃÝÆ/Ç ÃÝÜ;ÆÈË Å*Ò ë ÆõÉ Ô Ü�êÃ Ô Ò 〈Ψ′|Ψ〉H = 〈Y ′|Y 〉orbit + 〈Z ′|Z〉orbit

ÅÊÇíÉBÒ
Å*Ü Ó*v

1 = |A|2
(
||Y 0

0 + 1√
3
Y 0

1 ||2orbit + 1
3
||Y 1

1 − Y 0
1 ||2orbit

)

= |A|2
(
1 + 1

3 + 1
3(1 + 1)

)
= 2|A|2,

tIÍ Å��
A = 1/

√
2
�xÜÝÇ v Ã ØGÔ Ë v Ã;Ò
Û:Ë å f ÆÈÇ;Ë"Æ Ð�ÍÞÎ É Ô É v Ë
É

|Ψ〉 = 1√
2

(
Y 0

0 + 1√
3
Y 0

1

1√
3

(
Y 1

1 − Y 0
1

)
)
.

� å h v Ë"ÜÝÒ v Ò −→S 2 É v Ë
É v�Ð8v Ë"ÃÝÆ/Ç s = 1/2 åÊæ Ò3â |Ψ〉 Ë vôt;Î:Ñ ÅÊ×ÄÃ§Å*Ë v Ë"Ü;Ò Ð/v Ë Î É Ô É"ËsÃ;Ò
Å*ÃÝÒ v Ë
|±〉 t;v −→S 2 v É Ð ÔXÓÕÔ]Ð8v ÜÝÒ s = 1/2

v Ë
É Ñ3v Ò�É Ô Æ/Ç viv É&Ë Í Å ë ÉBÆ v Ç t Ò Ôxt Å*Ç Ñ Ô:Ó*v:Ñ Ã;Ò
Å ëÝÔ�ï
ë Æ Ð ÆõÉ Î ÜÝÇ å






Â å pÐ � Ô Ü+É ÜÖÉBÆ Ð Æ/Ë v Ò�Æ Ñ Æ Ð/v ËÄÃÝÒ
Å�� v:Ñ É v Ü;Ò-ËÄÅÊÒ�É Ø Å]Ú*Å*Ç Ô Ü� Ô Ë"Ë-Å Ñ Æ Î Ë�� Ã§ÅÊÜ;Ò Ñ:ÔÕÐÈÑ Ü Ð8v Ò Ð/v Ë
ÃÝÒ
Å ëGÔÕë Æ Ð Æ8É Î Ë

p(±ẑ) = ‖P±ẑΨ‖2 =

∥∥∥∥∥
1
2

(
1 ± 1 0

0 1 ∓ 1

)
Ψ

∥∥∥∥∥

2

= 1
8

∥∥∥∥∥

(
(1 ± 1)

(
Y 0

0 + 1√
3
Y 0

1

)

1∓1√
3

(
Y 1

1 − Y 0
1

)
)∥∥∥∥∥

2

= 1
8

(
(1 ± 1)2||Y 0

0 + 1√
3
Y 0

1 ||2orbit + (1∓1)2

3 ||Y 1
1 − Y 0

1 ||2orbit

)

= 1
2

{
1 + 1

3

1
3(1 + 1)

=

{
2/3 (Sz = +~/2)

1/3 (Sz = −~/2)
,

t Å*ÇÊÉ ÐÈÔ Ë-Å*×í× v�t Å*ÇÝÇ v>ë Æ v Ç ÜÝÇ å
� å p(±x̂) = ‖P±x̂Ψ‖2 =

∥∥∥∥∥
1
2

(
1 ±1

±1 1

)
Ψ

∥∥∥∥∥

2

=

{
1/3 (Sx = +~/2)

2/3 (Sx = −~/2)
,

t Å*ÇÊÉ ÐÈÔ Ë-Å*×í× v�t Å*ÇÝÇ v>ë Æ v Ç ÜÝÇ å
� å � Ç v × v Ë"ÜÝÒ v2tÖv>ÐÍ Å ë Ë v Ò Ó]ÔÕëÝÐ8v Lz ⊗

è p
2
t ÅÊÇ;Ç v

mz = 0, ~ å
! å r¹v ËSÃÝÒ�Å ëÝÔ]ë Æ Ð Æ8É Î Ë Ñ ÅÊÒ
Ò v Ë"Ã¼Å*Ç tÝÔ ÇÊÉ v ËôË-ÅÊÇÊÉ t Å*ÇÝÇ Î$v ËôÃ Ô Ò

Ã;Ò
Å ëÝÔ
(Lz = 0) =

∥∥∥∥∥
1√
2

(
Y 0

0 + 1√
3
Y 0

1

− 1√
3
Y 0

1

)∥∥∥∥∥

2

= 1
2

(
1 + 1

3 + 1
3

)
= 5/6,

Ã;Ò
Å ëÝÔ
(Lz = ~) =

∥∥∥∥∥
1√
2

(
0

1√
3
Y 1

1

)∥∥∥∥∥

2

= 1/6,

v É t ÅÊÇÊÉ Ð Ô Ë-ÅÊ×Ä× v�t Å*ÇÝÇ vië Æ v Ç�Ü;Ç å
$ å r¹v Ë Ó]ÔÕÐ/v Ü;Ò-Ë tÖv −→L 2 Ë-Å*ÇÊÉ 0

Á
` = 0

Ì v É
2~2 Á

` = 1
Ì Ô:Ó*v:Ñ ÃÝÒ�Å ëÝÔ]ë Æ Ð Æ8É Î Ë

Ã;Ò
Å ëGÔ
(` = 0) =

∥∥∥∥
1√
2

(
Y 0

0

0

)∥∥∥∥
2

= 1
2 ,

Ã;Ò
Å ëGÔ
(` = 1) =

∥∥∥∥∥
1√
2

(
1√
3
Y 0

1

1√
3

(
Y 1

1 − Y 0
1

)
)∥∥∥∥∥

2

= 1
2

(
1
3 + 2

3

)
= 1/2,

t Å*ÇÊÉ ÐÈÔ Ë-Å*×í× v�t Å*ÇÝÇ v>ë Æ v Ç ÜÝÇ å
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� å r¹v Ë t Æ/× v Ç;Ë"Æ/Å*ÇÝË t;v ËôË-ÅÊÜ;Ë ïòv Ë"Ã ÔÕÑ3v ËSÃÝÒ�ÅÊÃ;Ò v Ë t;v −→L 2 Ñ Å*Ò-Ò v Ë"Ã§Å*Ç tGÔ ÇÊÉBË�Ë-Å*ÇÊÉ5Ò v Ë"Ã v:Ñ�ïÉBÆ ÓÊv × v ÇÊÉ:â t ÆÈ×
C H`=0 = 1

v É t ÆÈ×
C H`=1 = 3 åè � åsæ Ç Ô Ü;Ç v�tÖÎ:Ñ Å*×ÄÃ§ÅÊË
ÉBÆ8Å*Ç v Ç�Ò v ÃÝÒ Î Ë v ÇÊÉ Ô ÉBÆ8ÅÊÇ;Ë(Æ/Ò-Ò Î:t Ü Ñ Æ ë;Ð/v Ë t ÜÄ×�Å*× v ÇÊÉ Ô Ç;Ú*Ü ÐÈÔ ÆÈÒ vÅÊÒ ë ÆõÉ Ô]Ð Ã¼Å*ÜÝÒ ÐÍÏv Ë"Ã ÔÕÑ3v Horbit = H`=0 ⊕H`=1

tIÍ Å�� t Æ/×
C Horbit = 1 + 3 = 4 å
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