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�A��� 〈+, ẑ|S(θ, 0)|+, ẑ〉 ���·�8���AL������������ N+(θ)
�«�
N−(θ) �¸ �µ¹ ����L
��Q��
�����

º7�t» ��,/#B!· "�]0�#a9+!:#&=/!2�
�;,�9 �
¼E�����½���ª���
���_L
�E��	
���������N	��

R3 [:��RS�
�A�
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p+(θ) =
N+(θ)

N+(θ) +N−(θ)
, p−(θ) =

N−(θ)

N+(θ) +N−(θ)

�1�ª��Ô
N+(θ)/N−(θ) = 1/ tan2 θ

2
�Øv�·�%.*�
L«��Q����3�OQ�����	
����������R¢´A	
�
�²���¥RS�
��Q�	
���²�*��QA	µ�������
	
���
�²�_���N��Q�	
�I�A�����­�_�����N�

θ
�
�3��	��

0
���
π
[�����*��QA�OL
���A�8	����3����	O���¥R��:��¡��N�
�������«©M�]�
	
���
��L���À��N�oT5������	��/�����²��L�L
��	�� �

\ � P+���_�����
Q�	ÖRS�"T��
�A��� 〈+, ẑ|Sθ|+, ẑ〉 �
���½�N���A�
�]�
�����_�$�
�E���O����´������EL§¦����N�
�����������¾�����
�
����L
� C2 ��Q�
����� 1
2
� Ø .*�
L��
�����
RS�
�3�-[*Q��>L-����L
Q�������	
�
L«�Z���_���Z���S´������¢L-���A�����N¨$Q�� |±, ẑ〉 ���������V�N�VL
���NL�Q���R&�_�
	
��L
�N����
Q������_�$�

〈+, ẑ|Sθ|+, ẑ〉 =
~

2

(
1 0

)(cos θ sin θ
sin θ − cos θ

)(
1
0

)
=

~

2
cos θ

���N��	��I¨$Q����N�¥L-�_�NL
QA�1���NQA�O���3��	
�����
¡�¨$Q������
L���Q����_�$�²�A���N�£���
L���R��]�������������f���*��L���	
���N�
(♣)

���������

〈+, ẑ|Sθ|+, ẑ〉 =
~

2
〈+, ẑ|Pn̂ − P−n̂|+, ẑ〉 =

~

2

(
p+(θ)− p−(θ)

)
=

~

2

(
cos2 θ

2
− sin2 θ

2

)
=

~

2
cos θ.
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��� �£L
���A�8	
���3�
�
	O�-���
L��N���²R����
Q�	��
�²�*��Q�	µ�������
	��
�
�²�_���N��Q�	
�²��� θ
N+(θ)−N−(θ)

N+(θ) +N−(θ)

¶
= cos θ (♥)
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�
�
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�
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�
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��	��_��´���� Sθ �:������¢	
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QM©·�«�§�_�
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����QA�(�1�ª��´]��	
�?�*��Q�	��
���
�X�/�_�N	
�£QA���������
�_[7	
���3��	
�A�����������������5´��_�
�SL-���������N¨$Q��S���

R3 [7���ª��L
	�����QA	
�R&�_�
	
��L
�N���N�������
n̂ = R(ϕ, ẑ)R(θ, ŷ)ẑ �]³ �·�

ẑ =




0
0
1


 , R(θ, ŷ) =




cos θ 0 sin θ
0 1 0

− sin θ 0 cos θ


 , R(ϕ, ẑ) =




cosϕ − sinϕ 0
sinϕ cosϕ 0

0 0 1


 .

���·�
�NRS�����ZL-����L
Q��oR&�_�
	
��L
�N���*�A�������

R(ϕ, ẑ)R(θ, ŷ)ẑ = n̂ ⇐⇒




cosϕ cos θ − sinϕ cosϕ sin θ
sinϕ cos θ cosϕ sinϕ sin θ
− sinϕ 0 cos θ






0
0
1


 =




cosϕ sin θ
sinϕ sin θ

cos θ


 .

¼Z�����Ö�����
������L��O�A�
�¾���§�a���Ö���²�
�����
C2 [����&���A���N��¨:QA�I���Z�8��	�R¢Q��N� U(α, κ̂) = exp (−iα

2
κ̂ · ~σ) = cos α

2

W   −
i sin α

2
κ̂ ·~σ [��]��Q�	 U(θ, ŷ)

�«�
U(ϕ, ẑ)

����L§¦��_�$�¾¨$Q��
U(R(ϕ, ẑ)R(θ, ŷ)) = U(ϕ, ẑ)U(θ, ŷ)

�¥Q����²��¦����
�
± ��	
¡��(�/	
����	
���
���$���_�������·�
��������	
���
���N� � ��³ �·�

U(ϕ, ẑ) = cos
ϕ

2
−i sin ϕ

2
σz =

(
e−iϕ/2 0

0 eiϕ/2

)
, U(θ, ŷ) = cos

θ

2
−i sin θ

2
σy =

(
cos θ

2
− sin θ

2

sin θ
2

cos θ
2

)

���O�*��Q�	µ�N��Q�	µ��	
�:��Q����µ�
��QA�����$�E�����
��L���RSR����8�������_�������5�����j�N���A�
	 �
D(1/2)(θ, ϕ) := U(R(ϕ, ẑ)R(θ, ŷ)) = D =

(
e−iϕ/2 cos θ

2
−e−iϕ/2 sin θ

2

eiϕ/2 sin θ
2

eiϕ/2 cos θ
2

)
∈ SU(2),

�
�&���
	
�/2����3�I¨$Q��
D† = D−1 � Pv�ª��L
	
����Q�	��ER��_��	��NL��N�
���N�I�A� |+ n̂〉 = U(ϕ, ẑ)U(θ, ŷ)|+ ẑ〉 ���������E��Q�	 C2

(
e−iϕ/2 cos θ

2
−e−iϕ/2 sin θ

2

eiϕ/2 sin θ
2

eiϕ/2 cos θ
2

)(
1

0

)
=

(
e−iϕ/2 cos θ/2

eiϕ/2 sin θ/2

)
.

³ ���]�
QA�¾�_�N��	��t����	
�32��
	Ö¨$Q�� n̂ ·~σ = DσzD
−1 L��²¨:QA��L
��	�	
���
�]�����5�¥�/�_�N	
�¾����QA	
����	¾���I�
�A�N���/L§¦��_�����
RS�
�3����¥´������
� |±〉 ↔ | ± n̂〉 � [A	��
�N�_�������f¨$Q��1RS���3��	��E¨$Q����N��L
����L��
�A�²�A�¥�
�����5���¥���
�]�
�A�·�����µ��Q5L§¦���� ©5������a©M�
�²��Q·��T:���
¡
RS�(����L��M��	��������A�
�
� �

Ã7� �@�A "#a,�6�!:��<+!z%Z��0�=�, �W � �;��QM����R&�a��	
��L
� 2× 2
L���RS���N�Ë©A����QM���_H ���a¬������$�
�Z���¥��	
��L
���$Q����N�Z�������������V�8��	�R��

A =

(
z x− iy

x+ iy −z

)
(x, y, z ∈ R)

  �*�����µL�������	¾¨$Q��E�
� A,A′ �
���3�²�_QA���_H ���a¬������3���
�¾���O��	��_L
�E�$Q����N�_[M���]���f�
�K�µ���ZR�

RS�O���
A+A′ �«�I��� λA�*��QA	�����QA�

λ ∈ R � P7�
�ER&�_�
	
��L
�
�O���VÕt��Q����;L������K�����
Q��
�3�¥�A����LVQA���¢´������¢���(L
���Z�
�
����L
�V���
L«����	��N�
�¿É�Ý§Í«Ò�������NRS�
�����N���
3
L
��	²���·�S�N�¢���
L���RS�*�������
�N���>À

A = ~
© · ~σ := xσx + yσy + zσz �\ � P+����R��_�
	
�NL��
�I�A�(Õ;��Q����7�
���3�²����QM���
�²�������«����	
RS�N�����3� −1 � Øv�N���
�µ���3�²������L��*��QA	O���*��L��
	
�

JM�
(σx) =

JM�
(σy) =

JM�
(σz) = {+1,−1}.

\



P+�����A	
�a¬���L�����Q�	
����	
����	
���
Pn̂ = 1

2
(
W   + n̂ · ~σ)

�
�·L-����L
Q����
�3�S���N���
RS�
�3�S�
� ��	
�������3�&��Q�L
L��
���
�����
RS�
�3�
n̂ = ±x̂,±ŷ,±ẑ � U����
L����
�O�������_���������I�«�M�����
�3�
�
�E���·��´A�����
�3��À

σ+
x =

1

2

(
1 1
1 1

)
, σ−

x =
1

2

(
1 −1
−1 1

)
,

σ+
y =

1

2

(
1 −i
i 1

)
, σ−

y =
1

2

(
1 i
−i 1

)
,

σ+
z =

(
1 0
0 0

)
, σ−

z =

(
0 0
0 1

)

���£���
�¢����L��
�
Q�	��S�A	
����	��
�£���ª��´M���N���������$������	¢��	��a¬��
L«���N���1[G����	V�«©M�
RS���N�&��� |+〉 [t�
� L
���NL�Q������3�
Pn̂|+〉

[
n̂ = ±x̂,±ŷ,±ẑ [A��Q��N�²����	
R����N���
�
� �A  ���µ�
���3�O�������A�
�V� �£Q�������¦��_�
����	
¡�� � ����	

|+ x̂〉 =
1√
2

(
1
1

)
, | − x̂〉 =

1√
2

(
1
−1

)
,

|+ ŷ〉 =
1√
2

(
1
i

)
, | − ŷ〉 =

1√
2

(
1
−i

)
,

|+ ẑ〉 =

(
1
0

)
, | − ẑ〉 =

(
0
1

)
.

¸ � Õt��	²�
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�N�����NL-�a���N�����ÖR&�_�
	
��L
�N���N���
�
[$������	���QA���
[σx, σy] = 2iσz, [σy, σz] = 2iσx, [σz, σx] = 2iσy. (♦)

¹ �
�²��	
���N�IL���R�RVQA�§�_�
�
Q�	��²�*��QA�����$���
��	��
�
QAR���	O�������²�����
L�	
���
Q�	
�¥L���RS����L��
���
Q������_�$�
�
[σk, σ`] = 2i εk`mσm,

��Ô
εk`m

�����£���S�
�
�����
Q�	(���������N��R����$�(���3�
�N��T:RS���
	
�N¨$Q��S��� 2����½����	(�N��L������������N���
ε123 = +1 �G³ ���]�
QM����
	��32���	²�
�3�����
RS�
�3�²¨$Q����N���O�A	
�:��Q����
�µ�
�3��	������
QM©·R��_�
	
�NL��
�µ����Õ;��Q��N�o�
�����
L���RS�*�����
�3�OL
��RSRS�

σkσ` = δk`
W   + i εk`mσm (σ)

�«©M��	
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���N�����O¨$Q��7L-�_	���L«���
	��N���
�3�E���­�_�N��¡�´�	
�Z�A�
�²R&�a��	
��L
���
σ �× � ¼E��R5
�R��_[oQ��?L-����L
Q��;R&�a��	
��L
���
���
�N��R����3�§����	
�¢���������

σ(~u)σ(~v) = (~u · ~v) W   + iσ(~u × ~v) ��Ô ×���
���N���������¥��	
�:��Q����I����L�����	
�N���7���
R3 � JM�7���������
L�	
��� [A,B]± := AB ±BA [����o�:�N���$�������
��R����$�

[σ(~u), σ(~v)]+ = 2(~u · ~v) W   ���
[σ(~u), σ(~v)]− = 2iσ(~u× ~v).

¹ ���
�
�����
	����N¡�	
�¥�8��	
RVQ��N�Z�������
¨$Q������_�N�
�3�
�4�2� ♦ � �Â � ³ ��� σ(n̂)2 =
W   ��� σ(n̂)3 = σ(n̂)

�1����Ô
exp

(
−i θ

2
σ(n̂)

)
=
∑

k≥0

1
k!

(
−i θ

2
σ(n̂)

)k
=
∑

k≥0

(
1

(2k)!

(
−i θ

2
σ(n̂)

)2k
+ 1

(2k+1)!

(
−i θ

2
σ(n̂)

)2k+1
)

=

(
∑

k≥0

(−1)k

(2k)!

(
θ
2

)2k
) W   − i

(
∑

k≥0

(−1)k

(2k+1)!

(
θ
2

)2k+1

)
σ(n̂)

¸
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R¢QA�N�Z��R��]��	������3���Z�A�����¥�A�V¤¥���_Q�´*��	ZÀ
exp

(
−i θ

2
σ(n̂)

)
= cos θ

2

W   − i sin θ
2
σ(n̂) �
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�µ�/���
���·�A��L
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L��
�
Q�	O��Q�L-�_	
	
���1�ª��RS���N����Q��A�

p(+n̂) = 〈ψ0|Pn̂|ψ0〉 = ||Pn̂ψ0||2 = |〈+n̂|ψ0〉|2 =
1

2
(1 + sin θ sinϕ),

�
���"T����3�OQA�����N�N���Z�
�·�����������3��¨$Q�� ||ψ0|| = 1 � U��N������[ p(+x̂) = p(+ẑ) = 1
2

���
p(+ŷ) = 1 �\ � ÕvQ����
¨$Q��f���
� Sn̂ �����3�¢�����¢��´����
	��_��´A�N�
�(¨$Q��½����L
��RSR¢QA�
�
�3�¢�����V���$�
	
�f���N���
���*��QA	V�����V����	
�
L«������������3.*�
	��
�3�����
[���� ���*��Q�	(QA����RS�
��Q�	
�S�1��Q��

Sn̂
�����A�(Q��A�&����	
�
L«�������

n̂
�A���������

p(+n̂) + p(−n̂) = 1 �UE�N�A�
�1���·�
�·������Q����µ�/�_L
�N���
RS�
�3�-[
p(−x̂) = p(−ẑ) = 1

2

���
p(−ŷ) = 0 �¸ � ¼E��QM©��/���
����� � Õ;��	v�N�A�
�]�
L��
�N���£�A�
�Ö��	
��´���´����N���
�
���
Q�	Ö���
�GRS�
��Q�	
���¾�A�µ������´��
��	��_��´����I���µ�����N�1[ p(+ŷ) =

1 � P7�¥���
L«����Q�	�QA���������N	�� ŷ L
��	�	
���
�]�������S�N�¢���N	��
L«���N���
(π

2
, π

2
)
�o�ª��Ô |ψ0〉 = |π

2
, π

2
〉 � UE�N�A�
� θ0 = ϕ0 = π

2
�JM�N�����5���N	��
L��
�
RS�
�3� �¢����	K���N	½���������«©M��	
���
���N������� |ψ0〉

�������²�N��¨$Q��
���N�E���*�/��QM�²R��«�
��	��
1∓ i ����Q��µ�8��	
RS���	
����������R��«��	
��¨$Q��VÀ √

2e∓i
π
4 �

|θ, ϕ〉 = |ψ0〉 =
1

2

(
1− i
1 + i

)
=



e−iπ/4 cos π

4

eiπ/4 sin π
4


 = |π

2
,
π

2
〉.

× � ³ � �X�N����Í§Ì«È Í«ÑMÉ·��� � 〈ψ0|~S|ψ0〉 = 〈ψ0|Sx|ψ0〉x̂ + 〈ψ0|Sy|ψ0〉ŷ + 〈ψ0|Sz|ψ0〉ẑ. ¹ ��R�RS� Sn̂ =
~

2
Pn̂ − ~

2
P−n̂

[����·QA�
�N�N���
���N�
�²	��
�
QA���§�a���µ������¨$Q���������������W � � \ �
〈ψ0|~S|ψ0〉 =

~

2

((
p(+x̂)− p(−x̂)

)
x̂ +

(
p(+ŷ)− p(−ŷ)

)
)ŷ +

(
p(+ẑ)− p(−ẑ)

)
ẑ
)

=
~

2
ŷ.
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� ���������3�·¨$Q�� �/L��¢L
��Q�	�� �
〈ψ0|~S|ψ0〉 = ~

2
n̂0(θ0, ϕ0) = ~

2
ŷ �Â � P+�2�AT:���_R���¨:QA�f��Q �����N� 1

2

[;�
�
�����{Õ;��Q��N��[+L
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�
Q�	(��� �«������QA�������
U(t) =

exp(− i
~
tH)

��Q�	²�������§�a�µ�����
����� |ψ0〉
�-����L

H = −γ ~B · ~S = ~

2
ω σz � UE�����
�

U(t) = exp(−iωt
2
σz) = cos

ωt

2
− i sin ωt

2
σz =

(
e−

ωt
2 0

0 e
ωt
2

)
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�

z
�
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t = d/v0
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L���Q�	
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B
� |ψ1〉 = exp(−i ωd

2v0
σz)|ψ0〉 = |θ0, ϕ0 + ωd

v0
〉 = |π

2
, π

2
+ ωd

v0
〉 [t� �SQ������¦��������A	
¡
� � � ¼E���AL θ1 = θ0 = π

2

���
ϕ1 = π

2
+ ωd

v0
�

� �Ö¹ ��R�RS�²�*��Q�	 × � 〈ψ1|~S|ψ1〉 = ~

2
n̂0(θ1, ϕ1) = ~

2

(
− sin

(
ωd
v0

)
x̂+cos

(
ωd
v0

)
ŷ
) � P��¥�_���N��Q�	ÖR��"T��
������������I���ª�«�§�_�
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