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MQ-I — Devoir n°5 a rendre pour le mercredi 21 octobre 2009

1. Neutrons : comparaison théorie/expérience.

Un faisceau de neutrons (spin %) préparés dans ’état |+, Z) se propage selon la direction
Ry. Il pénétre dans un appareil de Stern-Gerlach qui sépare le faisceau en deux d’aprés I’état
de spin projeté sur I'axe n(6,0) situé dans le plan y = 0 et formant un angle 6 avec 'axe RZ.
A la sortie, sur le trajet de chacun des deux faisceaux |6, 0) ("up") et |7 — 6, 7) ("down") on
place un détecteur. On note par N, () et N_(0) le nombre de neutrons détectés dans chacun
des faisceaux de sortie, respectivement.

1) Apreés plusieurs mesures, quelle valeur du rapport N, (6)/N_(0) est prédite par la méca-
nique quantique ?

2) Si S(0,0) est 'observable de spin (générateur des rotations autour de 1’axe Rn(#,0),
exprimer la valeur moyenne (+, 2|5(6,0)|+, Z) en fonction de N, (6) et N_(0).

3) Conclusion

2. Faire tourner le spin.

Dans lespace ordinaire R?, amener le vecteur 2 dans une direction (6, ¢) arbitraire résulte
de la composition de deux rotations : 7 = R(p, 2)R(0,4)2. Dans I’espace des états de spin C?,
si on pose U(a, i) = exp (—i§ A - &) = cos §I1 —isin § & -0, (voir question 5 de I’exo 3) montrer
par un calcul matriciel que | +n) = U(yp, 2)U(8,9)| + 2).

3. Matrices de Pauli.

1. Montrer que I'ensemble des matrices 2 x 2 complexes auto-adjointes (on dit aussi hermi-
tiennes) de trace nulle est un espace vectoriel réel de dimension 3. Il suffira de montrer
que les matrices suivantes, dites matrices de Pauli, forment une base de cet espace :

(01 O /10
%=\1 0) b= \i o) = \o —1)°

2. Calculer les vecteurs propres normalisés, avec | +n) = Pyy|+) ou Pyy =
pour chacune des matrices de Pauli o,, 0, et o..

3. Calculer les commutateurs [0, 0, ], [0y, 0.] et 0., 0,] et montrer que 'on peut les rassem-
bler dans I’écriture compacte .

4. Silon pose o(@) := oyuy + oyu, + o.u, = U - & avec 4 € R?, montrer que

o (@)o(0) = (@ - O) 1 + io(@ x 7) | .

En déduire les expressions des commutateurs et anticommutateurs : [o(u), o(V)]=.
5. En déduire (formule de Glauber)

exp ( - iga(ﬁ)) = cos (g)ﬂ —isin <g>a(ﬁ) :

[Calculer o(R)? a laide du résultat de la question 4.]



4. * Probabilités et précession d’un spin %

Une particule, de facteur gyromagnétique -, est lancée selon 'axe des = avec une vitesse

approximative vy (approximation classique). L’état de spin % de la particule a été préparé de

A o s Lfl—1 : .
sorte & étre représenté par le vecteur d’état [ig) = ali4i) Cette particule traverse ensuite
i

une région de longueur d ou régne un champ magnétique uniforme constant B selon I'axe Z,
région dans laquelle son spin va précesser selon la pulsation de Larmor w = —yB. On note |¢1)
son nouvel état de spin a la sortie du champ.

1) Pour chacune des directions 7 = &, 7, 2, des axes de coordonnées, calculer les probabilités
p(+n) = (o] Palto), ot P, = 1(I+n- &), quune mesure de Pobservable de spin S
donne +§ alors que 1’état de spin % de la particule est |ty).

2) En déduire les probabilités respectives p(—n) d’obtenir —2 comme mesure de 1'observable

2
de spin S; sur I'état |1o).

3) Déterminer la direction (6, ¢o) dans laquelle a été préparé I'état de spin [¢g) = |6, po) de
la particule avant son entrée dans le champ magnétique.

4) Calculer la valeur moyenne (| S|t) de I'observable vectorielle de spin S = Lg.

5) Déterminer (en fonction de w, d et vg) la direction (0, 1) de 'état de spin, [11) = |61, 1),
dans lequel se trouve la particule & sa sortie de la zone de champ.

6) Calculer la valeur moyenne (1;|S|t;) et donner une interprétation physique de ce résultat.

1

5. ** Retournement d’un spin ; par un champ magnétique oscillant.

H
Un électron est au repos dans un champ magnétique oscillant B (t) = By cos(wt) 2, avec
By > 0, et w la pulsation du champ, tous deux contants.

On s’intéresse a 1’évolution de létat |x(t)) = a(t)|+) + b(t)|]—) du spin de cet électron dans
ce champ magnétique. On posera wy = —yBy, comme pulsation de Larmor, sachant que v < 0
pour ’électron.

1. Donner 'Hamiltonien H du systéme et écrire sa matrice dans la base canonique {|£)}
de C2. [Attention : voici une situation ot H dépend explicitement du temps!|

2. Ecrire I’équation de Schrédinger dépendante du temps correspondante.
En déduire les équations différentielles auxquelles doivent satisfaire les composantes a(t)
et b(t) du vecteur d’état de spin.

3. A Dl'instant initial ¢ = 0 le spin de ’électron se trouve dans 1’état propre
N 1 :
Ix(0)) = |+ ) = % (1), "spin-up" de 1'observable S,.
Intégrer I’équation de Schrdodinger et déterminer a chaque instant ¢ > 0 Iétat |x(1)).
Vérifier que |x(t)) est bien normé a l'unité.

4. Calculer la probabilité a I'instant ¢, p,_(t) = Proba(|x(t)) = | —2)) de trouver —h/2
dans une mesure de ’observable S, .

< m
5. A l'instant ¢ = 2 quelle est la valeur minimale de Bj en fonction de la pulsation w et
w

du facteur gyromagnétique ~ de I’électron pour obtenir un retournement complet du spin
| + &) — | — Z) selon la direction 7.

On rappelle que les projecteurs de spin sont donnés par P, = % (T4+n-7) =|+n){+n| et
que la probabilité de mesurer le spin dans la direction n est donnée par

p(i) = [|Pa0]]* = [(+a[ )],

oil la norme est celle de C2.
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MQ-I - CORRECTION du Devoir n°5.

1. Neutrons : comparaison théorie/expérience.

Vu que la direction 72(6, 0) ne dépend que de I’angle 6 de co-latitude, on peut alléger ’écriture

en posant Sy = n(0,0) - 3.

Le modéle du spin § (seul!) conduit & la décomposition spectrale Sy = 2 (P, — P_5) () et

aux interprétations suivantes :

1) La probabilité (théorique) qu'un neutron préparé dans 'état y: = |+,2) = |0,0) soit
détecté dans le faisceau correspondant & D'état |0, 0) = cos&|+, 2) + sin ¢|—, 2) (resp.dans le
faisceau |m — 6, 7)) est donnée -en utilisant diverses notations- par

0 . o0
p+(0) = [[Pax:|” = (s Palxe) = [(xalxa)” = 149,000, 0) = cos® 7, (resp. p(6) = sin® 7).

On rappelle qu’un processus de mesure correspond & tester une propriété du systéme; d’un
point de vue opérationnel ceci conduit a faire agir un projecteur orthogonal.

Du point de vue expériemental, aprés un grand nombre de mesures, les probabilités de
détection dans chacun des deux faisceaux de sortie sont données respectivement par

N (6) N_(6)
p+(0)zzﬁh40):—AL(0)’ S NOFS ()

d’ou N, (0)/N_(0) = 1/ tan? g
En effectuant un grand nombres de mesures pour diverses valeurs de I’angle 6 entre 0 et 7,
on peut confronter le modéle & I'expérience : il y a parfait accord.

2) La valeur moyenne (+, 2|.Syg|+, 2) est indépendante de la base choisie dans 1'espace C* du
spin % Effectivement, un calcul direct dans la base canonique |+, Z) donne le calcul matriciel

suivant " ) ; "
R A coS sin 1 _h
(+, 2|Sq|+, 2) = 2 (1 O) (sin@ —cos@) (O) =3 cos @

alors que le calcul plus intrinséque découlant de la décomposition spectrale (&) donne

P P o _ Db h
(2180l 2) = S+, 21 Pa = Poalt,2) = 5 (p2(0) = p-(8)) = 5 ((cos

0
22 _sin? —) = —cos 0.
2 2 2

Cette valeur moyenne théorique est a confronter avec les mesures pour diverses valeurs de 6

N.(B) = N_(6) ?
N+<9>+Ni<9>—(308(9 Q)

La aussi il y a accord parfait entre expérience et théorie.

3) Ces divers accords permettent de tester la décomposition spectrale de I’observable Sy via
la relation (©) et de s’assurer qu’elle posséde bien deux états propres “up” et “down”.



2. Faire tourner le spin.

Tout d’abord pour s’en faire une idée, regardons dans la base canonique de R?, 1'écriture
matricielle de n = R(p, 2)R(0,3)2. On a

0 cosf 0 sinf cosp —singp 0
z=10|, R(0,9) = 0 1 0 |, R(p,2)=|sing cosp 0
1 —sinf 0 cosé 0 0 1
Un simple calcul matriciel donne
cospcosf) —sinyp cosysinf 0 cos @ sin ¢
R(p,2)R(0,9)2 =n <= |sinpcosf cosy sinpsinf 0] = | sinpsind
—sinp 0 cos 6 1 cos

Dans l'espace des états de spin C?, on applique la formule U(a, &)
isin § k-, pour U(0,9) et U(p, 2) sachant que U(R(p, 2)R(0,7))
+ prés (représentation spinorielle). On a

—ip/2 0 0 cos? —sin?
U(gp,é)zcosg—isingazz(e 0 ), U(Q,y)):cosé—isinéoy: ( > 2

0 e¥/?

et pour leur produit souvent noté comme (notation de Wigner)

<ei“"/2 COS g —e /2gin ¢

92> € SU(2),

2

DY2(9 ) :=U(R(p, 2)R(0,7)) = D = 9

€/2 gin : e'?/? cos

en vérifiant que D' = D~1. L écriture matricielle de | + ) = U(p, 2)U(0, )| + 2) donne sur C?
=212 cog g e~ %/24in g 1 e"/2 cos 02
e®/?sing /2 cos ? 0) \ e¥?sing/2 )

On peut alors vérifier que n-& = Do, D~! ce qui correspond 4 faire tourner le spin (changement
de bases |£) <> | £ 7)), relation qui montre que le concept de spin ne dépend pas du choix des
axes du systéme de coordonnées.

3. Matrices de Pauli.
1) Toute matrice 2 x 2 complexe auto-adjointe de trace nulle est de la forme

A:( ? x_iy) (,y,2z € R)

Ty =z

Il est clair que si A, A’ sont auto-adjointes de trace nulle, il en est de méme de A+ A’ et de A\A
pour tout A € R. Les matrices de Pauli constituent donc une base de cet espace vectoriel réel
de dimension 3 car on a la décomposition : A =X -7 := xo, + yo, + z0..

2) Les matrices de Pauli sont toutes de déterminant —1. Elles ont donc pour spectre

Sp(os) = Sp(oy) = Sp(o,) = {+1, -1}



Les projecteurs propres P, = %(]I + n - &) se calculent aisément en prenant successivement
n = +x, 4y, +2. Avec des notations évidentes on obtient :

L o111 R A |
7= =39 \1 1) % Z5\-1 1)
(1= (1
v\t 1)7 v \—i 1)’
10 00
+ - _
=Go) el

et les vecteurs propres s’obtiennent par projection, par exemple de |+), en calculant P;|+),
n = +&, £y, £2, puis normalisés. Ils sont donnés (a une phase prés) par

)
b0 ()

+9=(p). 9= (7).

3) Par simples multiplications matricielles, on trouve
(04, 0y] = 2i0,, oy, 0.] = 2io,, (02, 0,] = 2i0y. (&)
Ces trois commutateurs peuvent se résumer dans I’écriture compacte suivante
[O‘k, O'g] =N EktmOm,

ol Exem est le tenseur totalement antisymétrique défini par la condition €153 = +1. On peut
vérifier également que les produits entre deux matrices de Pauli se décomposent comme

OR0y = 5kéﬂ+i5k€mam‘ (o)

expressions qui caractérisent 1’algébre des matrices o.

4) De méme, un calcul matriciel élémentaire donne o(@)o(v) = (@ - ¥)1 + io(d x ¥) on X
désigne le produit vectoriel de R3. Si l'on écrit [A, B]y := AB + BA, il vient aisément

— —

[0/(0), o8] = 2(a@ - )T et [0(i), o(7)]_ = 2io (i x 7).

Cette derniére formule est équivalente a (<}).
5) On a o(n)? = Tet o(n)® = o(n) don
9 a 9k 6 s\ 2k 0 sy 2k
exp (~ig0(1) = > i (=iso(@)" = 3 (G (—ig0 (@)™ + ey (=igo(@) ™)

k>0 k>0

(T ") - (T i ™) oo

k>0




d’out la formule importante dite de Glauber : exp (—iS0(f)) = cos 21 — isin So(n).

4. Probabilités et précession d’un spin %

1) Plusieurs fagon de calculer, selon le point de vue projecteur ou carré d’amplitude

p(+1) = (Yol Paltbo) = || Pathol|? = [{+n[vo)|* = %(1 + sin @ sin @),

en ayant utilisé en passant que |[¢o]| = 1. Ainsi, p(+2) = p(+2) = 5 et p(+7) = 1.

2) Puisque les S; sont des observables qui ne commutent pas entre elles pour des directions
différentes, on a pour une mesure d’un S; dans une direction 7 donnée p(+n) + p(—n) = 1.
Ainsi on en déduit facilement, p(—2) = p(—2) = 1 et p(—7) = 0.

3) Deux fagons. Par inspection des probabilités sur les mesures de l’observable de spin, p(+y) =
1. Le vecteur unitaire ¢ correspond & la direction (7, 75) d’oi [¢)g) = |5, 5). Ainsi 6y = ¢y = 5.
Sinon directement a partlr de Pexpression de |¢) dans laquelle il faut mettre 1 ¥ ¢ sous form
trigonométrique : v/2e7% .

i /4

1/1—i eeosT\  nox
o) =t =3(1 1) = S}

141 ei7r/4 sin %

4) On a le vecteur (1) (1o|S|to) = (Yol Syl1ho)2 + (W0l Sylthe)d + (Yo|S:|tb)2. Comme S; =

hP, — P_;, on utilise les résultats des questions 1) & 2)

(wolSlen) = 5 ((0(+8) — p(2))d + (p(+9) — p(0)))i + (p(+2) ~ p(~2))2) = 2

On aurait pu effectuer un calcul direct ou utiliser la question 3) en disant que (cf cours)

Wo\g‘%) = —n0(907900) = gﬂ-

1
29
exp(—+tH) sur Détat de spin |¢) avec H = —vB. S = Bwo.. Ainsi

5) La dynamique du spin 3, selon Pauli, conduit a faire agir 'opérateur d”évolution U(t) =

¢ t t -4
U(t> - eXp(_Z% Uz) = COS % — i sin w_az = <6 : 9”5)

L’état de spin 1)) subit donc une rotation autour de I’axe des z sur toute la durée t = d /v, de

son parcours dans le champ B; [¢;) = exp(—i<t = 02)|[vo) = [0o, po + “;—j) =15, 3 “;—g), (a une

phase prés). Donc 0, =0y = 5 et o1 = 5 + ‘:;i

6) Comme pour 4) (¢|S|y,) = B0 (61, 01) = ( sin ( >x+cos (“g) ) La valeur moyenne
dans I’état ¢); de I'observable vectorielle de spin S est un vecteur dans le plan z = 0 ayant subi
une rotation d’angle ¢; autour de ’axe des z. C’est le phénoméne de précession.

5. Retournement d’un spin % par un champ magnétique oscillant.

1. 1) 'Hamiltonien donne le couplage du spin ? avec le champ magnétique, c’est le terme
de Pauli :

—

H(t) = —7?(15) - S =10 cos(wi)o,



N.B. Comme H dépend explicitement du temps, on ne peut pas définir un opérateur
d’évolution U(t) comme exponentielle de H () car rien ne garantit que H(t) et H(t') com-
mutent & des temps différents. On ne peut pas intégrer naivement iho,U(t) = H(t)U(t)
au sens des opérateurs.

. L’équation de Schrédinger donnant I’évolution des états du systéme iiid; | x(t)) = H(t)|x(t))
dépend donc du temps. En écrivant dans la base canonique

x(t)) = (68) — ih (68) = "5t cos(ut) (é _01) (bg)))

ce qui conduit au systéme d’équations différentielles d’ordre un découplées (indépendant
de h) et facilement intégrable

ia = % cos(wt) a aja = —i% cos(wt) Ina = —% “2sin(wt) + ag
. - . -
ib = —% cos(wt) b b/b = i% cos(wt) =

ou ag et by sont des constantes d’intégration. Finalement on obtient (& une phase preés)

a(t) A exp (5 L sin(wt))
) = (97 = 2
(t) B exp (4“2 sin(wt))
ol A et B sont deux constantes complexes a déterminer avec les conditions initiales, ce
qui va étre fait dans la question suivante.

. At =0 on ala condition initiale (nécessité d’une seule condition initiale, puisque Schro-
dinger est d’ordre un dans la variable temps ¢) :

o -(38)-(8) - ()

conduisant & I'unique solution (a une phase prés), pour ¢ > 0, de I’équation de Scrodinger
de notre probléme

exp (S <2 sin(wt e Wo
() = & ( (3 o ( ))> — 1 ( ) avec a(t) = = sin(wt)

ete(®) w
L’introduction de la phase dépendante du temps «(t) permet de vérifier rapidement que
(X@®)Ix(t) = 5(le P +[eO2) = 1.

. Une mesure correspond & projeter. Le calcul de la probabilité de trouver |x(¢)) dans ’état
| — Z) est plus aisé si on fait intervenir la relation de fermeture; on a

pr-(t) = [[P-ax®I* = (@) P-slx(®)) = (X(ONL = Pia)x(#)) = 1 = [{+2]x(1)[*
e—io®)\ |2
(1 1) (6@-&@))

— 1 — 1 |ee® e 0|* = 1 — cos® a(t) = sin® at)
= sin? (;U—O sin(wt)) :

w

_ 1
= 1-1

. La probabilité o, _(t) vaut 1 si la valeur absolue de la phase |52 sin(wt)| = 7. La pulsation

wp sera minimale quand |sin(wt)| = 1, maximum atteint & 'instant ¢ = =, d’ol
0 ’ 2w

AE)=8£ =1 = By==2>0.



