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MQ-II — Devoir n°7 & rendre pour le mercredi 25 novembre 2009

1. Forces de van der Waals & perturbations au 2nd ordre.

Les forces de van der Waals entre deux atomes neutres sont dues a des interactions électro-
statiques entre moments dipolaires induits. On se propose de les étudier dans le cas de deux
atomes d’hydrogéne se trouvant respectivement dans leur état fondamental 1s, 1199 (on ne
tiendra pas compte des spins).

Pour chaque atome d’hydrogéne (vu comme distribution de charge classique), on note par

d=ecFote>0 et levecteur pointant de I’électron vers le proton. L’énergie d’interaction
entre deux dipoles électriques séparés par le vecteur R est donnée classiquement par la formule :

e/2 R 62
W = ﬁ (7?1 . FQ — 3(7?1 . R)(FQ . R)) s 6,2

47'['50.

On suppose que ’on oriente les axes de sorte que R = :. Quantiquement, W fait intervenir
le produit tensoriel des opérateurs position; c’est un opérateur agissant sur L?(R?) ® L*(R?)
espace des états électroniques des deux atomes d’hydrogéne 3 :
6/2 . .
W= (@ -3 D@ ).

et on regarde W comme opérateur de perturbation a I’hamiltonien total du systéme
Hy® T+ T® Hy=: H" + H?

si on décide de numéroter les deux atomes d’hydrogéne.
1. Montrer que la correction d’ordre un a I’énergie induite par W est nulle.

2. Montrer que la correction a I’énergie au 2nd ordre est donnée par

n—1 n'—1 1 (2 1) 1 (2)\)2
|<wn mwn/ /m/‘W‘w >‘
2T S Y TS v Mt Wbl

n>2 =0 |m|<fn'>2 £'=0 |m!|<l/

3. En déduite que la force entre les deux atomes d’hydrogéne qui en résulte est attractive et
varie en 1/R".

30n ne tient pas compte des protons, et R reste une variable classique, ce que 'on appelle une régle de
supersélection.



2. Molécule de NaCl dans un champ électrique.

En négligeant ses vibrations, on considére la rotation rigide autour de son centre de masse
d’une molécule NaCl. Ce mouvement revient a celui d’un point matériel, de masse ;» = la masse
réduite, sur une sphére de rayon ry = distance entre les noyaux. L’état classique de la molécule
est donc donné par un point X = (6, ) sur la sphére unité S?, tandis que 1’état quantique
est caractérisé par une fonction d’onde 1 (X) de Pespace d’Hilbert H = L?(S?,dQ) = sin 0d0dyp).

1.

Soit I = pr2 le moment d’inertie, et L= ¢ X p Vopérateur moment angulaire orbital
de la molécule. Montrer que I’Hamiltonien décrivant le mouvement libre de rotation est
Hy = L*/(21).

On rappelle que les harmoniques sphériques Y;”™ = |¢m) forment une base de L*(S?,dS2),
avec £ € N et |m| < ¢ et que (h = 1) ce sont des vecteurs propres communs a L, et L?

L.|tm) = mltm),  L*|tm) = £(£ + 1)|fm).

En déduire le spectre de Hy (nombre quantique le caractérisant, les valeurs propres ¢ et
vecteurs propres ainsi que le degré de dégénérescence).

La molécule NaCl est plongée dans un champ électrique extérieur uniforme E EZ dirigé
selon I’axe 2. L’énergie d’ interaction de son moment dipolaire permanent D = D D avec
E est donnée par W = —D-E = —DE q., ot Vopérateur ¢, = 2-D = cos  sur L2(S2, d<).
Montrer que [H,L,] = 0. En déduire dans quels sous-espaces de L*(S?,df2) peut-on
déterminer le spectre de H.

Le champ E étant faible, justifier pourquoi alors on peut traiter H en théorie des pertur-
bations stationnaires pour des niveaux non dégénérés.

Calculer la correction ¢; au permier ordre des niveaux d’énergie sachant que les Y, ont
parité (—1)%, i.e. Y/ (r — 0,0+ m) = (=1)*Y,"(0, ¢). (Un argument de symétrie permet
d’éviter les calculs en utilisant (¢,Y,™)(X) = Y,"(X) cosf).

Rappel : 1 = (po|W|po) pour une perturbation W et un spectre non perturbé d’énergie
g0 (non dégénérée) et de vecteur propre |po).

En distinguant les deux cas ¢ = |m| et ¢ > |m|, calculer la correction €5 au second ordre
des niveaux d’énergie.
On admettra la régle de sélection (¢'m|q.|¢m) = 0si ¢’ # (£1, et que I’élément de matrice

_ [ etmi)(¢-m+1)
(tmlg.[¢ +1,m) = @0+ 1)(20+3)

w
Rappel : e5 = Z | (el Wlol pour une perturbation W et un spectre non perturbé d’éner-
o — €
e#£€0
gie € (resp. €) (non dégénérée) et de vecteur propre |po) (resp. |e)).

La dégénérescence du spectre est-elle levée par le champ électrique extérieur ?
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MQ-IT — CORRECTION du Devoir n°7.

1. Forces de van der Waals & perturbations au 2nd ordre.

Tout d’abord puisque R= Z, alors la perturbation se réécrit comme

/2

e 612

W=— (cﬁ % —3(G - R) (G- R) =) 7 (0707 + Vg — 200¢2).
L’état propre est ¢y = @Z)mo 100 est d’énergie propre non dégénérée ¢y = 2k = —2F;, ou Ej

est I’énergie de Rydberg.

1. Puisque I'état propre est ¢y = wwo 100 les éléments de matrice de €1 = (| W |po) sont
des produits d’éléments de matrices (provenant de chaque atome d’hydrogéne) du type
(¥100]qk|1100), valeur moyenne qui est nulle car 1199 est un état symétrique.

2. Pour la correction d’ordre deux a ’énergie donnée génériquement par la formule (cf cours)
_ 3 el Wieo) [{[Wlgo) |
7o o — €

et donc ¢, = ¢} w,%,m, pour n,n’ > 2 avec comme énergie ¢ = £, + E,/. On en déduit

ném
la formule demandée

n’—1 1) (2 2
¢n mwn/ / W 'QZ)
YY Y Yy Wt Wil

n>2 =0 |m|<tn'>2 £=0 |m!|<¢/

3. Le comportement de la perturbation W en fonction de la distance R entre les deux atomes
est W ~ 1/R3 donc g5 ~ 1/RS. Puisque E, = —FE/n?, le dénominateur dans I’expression
de &, est négatif, —F;(2 — 1/n? — 1/n/?) < 0. Donc la correction au second ordre sert
d’énergie potentielle a la force de van der Waals,

— —
er=—-K/R', K>0 = F =—grade;=—K/R*R

ce qui donne bien une force attractive en 1/R".

|Pour une idée du calcul de la constante K voir discussion dans le Cohen-Tannoudji,
Complément Cx;]
2. Molécule de NaCl dans un champ électrique.

1. Pour un mouvement libre de rotation Hy = - 2,Lw =T= % prgw?, énergie cinétique.
Avec I = urg et L = rop = ropv = rourow = Iw on en déduit Hy = %LQ/I, ou [ reste une
ﬁ

observable classique et L? la norme au carré de 'opérateur moment angulaire orbital L .

2. Le spectre de Hy ~ L? est donc donné par celui de L? ainsi que les vecteurs propres :
Holtm) = Eg|tm) avec B, =2 (0 +1), |m|<¢ (=01,

ot donc le niveau d’énergie E; est dégénéré 2¢ + 1 fois (= dimH,).
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3. H= Hy+ W = iL?/I — DEgq. ou l'opérateur ¢, = 2 - D = cosf sur L%(S2,dS2). On
a vu dans Exo 2 du DM-6 que [L.,¢.] = 0 donc [H, L.] = 0, montrant que le probléme
est symétrique sous rotation autour de 'axe Z. Cette symétrie permet de décomposer
I'espace d’Hilbert total H = L?(S?,dS2) non pas en une décomposition irréductible par
rapport a 'opérateur L2, 'H = @ ‘H,, mais en une décomposition irréductible par rapport

>0
a lopérateur L,. En effet, & m fixé, Pespace propre H,, associé¢ a la valeur propre hm
de L, est engendré par les états {|¢{ m) avec £ > |m|} base de H,, de dimension a priori
infinie d'un point de vue mathématique. On a la nouvelle décomposition irréductible
H = @ H,.. C’est dans chacun de ces sous-espaces propres H,, que 'on va déterminer
meZ
le spectre de H.

4. Champ électrique faible veut dire £ — AFE, et on développe en A comme paramétre de
perturbation. Si on travaillait sur H en entier, on aurait a traiter le spectre de Hy qui
est 2¢ + 1 fois dégénéré pour chaque niveau F,. Mais la symétrie sous L, permet de se
retreindre a un sous-espace H,,, pour |m| < ¢ sur lequel F;, devient non dégénérée puisque
H,, ne contient qu’un seul état ¢y = [¢{ m) d’énergie £ = F;. Donc on peut appliquer
la méthode des perturbation stationnaires non dégénérée sur tout un sous-espace propre
‘H,,, donné.

5. C’est dans le sous-espace H,, pour un entier m donné, que l’on calcule la correction a
Iénergie ¢p = E; au premier ordre &1 = ({ m|W|¢m) (de I'Exo 2 du DM-6, les éléments
de matrice de ¢, sont a priori non nuls si m = m’ ce qui confirme le fait de travailler dans
un sous-espace H,, donné). On va montrer que £; = 0 en calculant le produit scalaire
A = (Y"|q.Y;") de deux fagons via la parité X — —X symétrie du domaine S?. On a

g1~ A= / cos 0)Y;™ (X)|?d2 = / cos(m — 0) | Y (—X) |*sin(r — 0) |J| dfdp = —A
52 S—— Y Y
=—cos 0 :(,1)€§/Zm(jz) =sin 6 =|-1|
avec le changement de variables (0, ) — (7 — 6, + ) de jacobien J = —1. La parité
induit une autre régle de sélection plus restrictive.

6. Etant donné un entier m, on poursuit le calcul des corrections & 1’énergie pour un état
wo = [{m) € H,, avec €9 = E; (non dégénérée) pour un certain ¢ > |m|, on obtient la
formule générique

3 [(Cm[WIem)?  srpmz [(€mlg:|¢m)|?

2= E,—E, P i+ —e@+1)

o>\ m|, 0
En appliquant la régle de sélection sur le nombre quantique azimutal ¢ = (+1 (indication
+ cf cours) tout en tenant compte des contraintes ¢,¢' > |m| on est amené a distinguer
deux situations.

o Sil=|m| (état po = ||m|m) =Y, ) alors £’ = £ + 1 est le seul cas possible d’ott
e — [(€+1m|W|£m)|? _ I(DE)? [{(t+1m|qz[¢m)|?> _ —I(DE)? ({+m+1)({—m+1) _ —I(DE)?/R?
2= E¢—FE¢q1 o={m| - R —(f+1) - 2 (0+1)(20+1)(20+3) o={m| — (t41)(2¢43) O=|m)|

e Si ¢ > |m| (état oo = [¢m)) alors ¢/ = ¢ + 1 sont des valeurs possibles et on a

oy = Lee1mWIemPP e mWiem)? _ 1(DE)? <|<e—1m|qzwm>|2 _ \<f+1m|qz|em>|2)
2 Ey—E;_1 Ei—FE¢q1 R2 [ 0+1
_ IDE? [ (t4m)(t—m)  ((4miD)(t—mt1)\ _ I(DE)? (Z—m?)(l+1)(20+3)—((¢+1)2—m?)e(20—1)
- h2 020-1)(20+1) ~ (L+D)(20+1)(20+3) ) T T m2 L(£+1)(20—1)(20+1)(2¢+3)
_ I(DE)? e(e+1)(e(20+3)—(6+1)(26—1))+m>2(£(20—1)— (¢+1)(2¢+3)) _ I(DE)? £(+1)—3m?>
- 12 L(0+1)(20—1)(20+1)(2¢+3) TR L(F1)(20-1)(2043) ¢
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Le fait d’appliquer la méthode perturbative dans chaque sous-espace H,,, sur lequel la per-
turbation W est diagonalisée léve la dégénérescence de E, pour ¢ > |m|. Mais retournant

dans I'espace total H = @ H,, la dégénérescence n’est finalement levée au second ordre

mEeZ
que partiellement : puisque les sous-espaces propres de H, sont en fait les H,, prenons

un ¢, et pour chaque m tel que 0 < |m| < ¢, les deux états |¢{ +m) € Hi,, ont toujours
la méme énergie E,. Donc, sous 'action du champ électrique extérieur (W), le niveau £,
qui est 2¢ + 1 fois dégénéré se clive en ¢ + 1 niveaux différents d’énergie

1 , 8 |m|=+¢
3m? — (0 +1)
0(2¢0—1)

I(DE)?/n?
(0+1)(20+3) %

A—1

E/)\) = B, — \?

)

8l m| < -1

chacun étant doublement dégénéré a ’exception du cas m = 0.

[Voir discussion générale avec régles de sélection dans le Cohen-Tannoudji, Complément
Ex|



