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Chapitre 1

Exercices du chapitre 1

1.6.1 Ordres de grandeur

1. Il faut utiliser des particules dont la longueur d’onde A soit de 1 A ou moins. On utilisera A = 1A
dans les calculs numériques. Pour les photons cela donne une énergie en eV

he  6.63 x 10734 x 3 x 108

— 4 —
N = g = L24x10%eV = 124keV

Ephot =

Pour les neutrons on utilise p = h/\ soit

p2 h2

5 = 5z — 82X 1077 eV = 82meV
My My,

Eneut =

Cette énergie est de 'ordre de celle des neutrons thermiques qui vaut environ 25 meV. Pour les électrons
il suffit de multiplier le résultat précédent par le rapport des masses m,, /me

By = Epegt ™ = 151 eV
m

€

2. La fréquence d’une onde sonore de vecteur d’onde k = 1nm est w = 5 x 10'2rad.s™" et Pénergie d’'un
phonon Aw = 3.3 meV. Il est beaucoup plus facile de comparer expérimentalement une telle énergie a celle
d’un neutron de quelques dizaines de meV qu’a celle d’'un photon de 10 keV et de détecter la création
d’un phonon. On utilisera donc de préférence des neutrons.

3. La masse d’une molécule de fullerene est M = 1.2 x 1072 kg et sa longueur d’onde

h
A= — =25x10""2m
muv

Cette longueur d’onde est une fraction ~ 1/300 du diametre de la molécule.

4. La distance de la masse M; au centre d’inertie de la molécule est

Mo
rH=—-——m
YTM M,
et le moment d’inertie Y
I = M2+ Myrd = 2242 = pr?
17 279 Ml + M2 0 H 0
L’énergie cinétique de rotation est, en fonction du moment angulaire J = Iw
1 J?
Frot = = Iw? = —
rot 2 27
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et pour J = h cela donne e, = h%/(2I)

K2 K2 m

= - = - = — R
Frot 2urd  2ub%ad  b2p T

en utilisant R, = €2/(2ag) et ag = h?/(me?).

5. La constante élastique K vaut
2eRs demR2,

a2 R2D?

c m
hwy, =24/ —= +/— R
Vo2 \ u

Pour la molécule de HCI, on a = 0.97m, et m/p = 5.6 x 107%. On en déduit b = 2.4 et ¢ = 1.75 : ce
sont bien des nombres voisins de 'unité.

K =

soit

6. La dimension de G s’obtient aisément en remarquant que Gm?/r est une énergie. On trouve pour cette
dimension M~1£37 2. La quantité y/hc/G a les dimensions d’une masse ce qui donne pour 'énergie de
Planck

n
Ep:./ac 2 =19%10°J = 1.2 x 10" GeV

hof
lp=— G 16x10%m
c V he

L’énergie de Planck est considérable par rapport aux énergies maximales atteintes en physique des parti-
cules élémentaires (environ 2000 GeV aujourd’hui), et par voie de conséquence la longueur de Planck est
tres petite par rapport aux distances actuellement explorées qui sont ~ 10~ m.

et pour la longueur de Planck

1.6.4 Diffraction de neutrons par un cristal

1. L’onde incidente arrivant en 7; est déphasée de dipe = k-7 par rapport a celle arrivant en ¥ = 0, et
I'onde diffractée de dgig = —k' - 7.

2. Le produit scalaire ¢+ 7; vaut
q-Ti = nagz + mbgy

En utilisant la sommation d’une série géométrique

nil—:vN
;x Cl—z

on évalue par exemple la somme

N—-1 —igeaN .
ELE _ Z efiqxna _ 1—e l? “ _ efiqza(Nfl)/2 sin qxaN/2
o 1 —e e sin gza/2

d’ott 'on déduit la fonction F(agy,bg,) de I'énoncé.

3. Supposons que ¢, differe tres peu de 2wn,/a, ol n, est un entier : g,a = 27n, + . Alors

qzaN . [
Sin

sin =
2

N N
wan—i-a?} = :I:sin%

x . 1 .
sin% = sin [wnx—l-is} ::I:sm%



La largeur du pic est donc € ~ 1/N et sa hauteur est obtenue en prenant la limite ¢ — 0

lim sir.1225N/2 _ A2
=0 sin“e/2

ce qui donne une intensité dans le pic ~ N? x 1/N = N. Le méme calcul se répete dans la direction y.

4. La condition de diffusion élastique est
- -2 - -
BP=k"=(k+9?=k+27k+¢*

soit ¢% + 27 - k=0. Supposons que 1, = 0 (ou g, = 0) et donc kl, = k,

2mn
A A
La condition de diffusion élastique est |k, | = |k,| ce qui implique
Ty , Ty
== k=

Comme k, = ksinflg, ol 0p est 'angle d’incidence, on devra avoir

sin@B = %

Il n’y a de solution que si n, est suffisamment petit ou k suffisamment grand.

S’il n’y avait que la premiére rangée d’atomes, il n’y aurait pas de condition sur k,, car k, ne serait pas
lié & k,, par k., = k; + ¢,. On obtiendrait alors des maxima de diffraction pour tout angle d’incidence.

5. La somme sur les mailles donne un facteur

N—-1M-1
Do D e Gean e < [(2aq,, 2g,)

n=0 m=0

tandis que I'amplitude de diffusion par la premiére maille est
fl (1 _|_ e_i(a‘Zm"I‘be)) + f2 (e—iaqm + e—ibqy)

En raison de 'argument de la fonction F', la condition pour un pic de diffraction est

TNy Ty

a T = b

4z =

et on en déduit
f=h1+ D]+ (=D + (=)™
Le résultat final est
— ng et ny pairs : f = 2(f1 + f2)
— ng et ny impairs : f =2(f1 — f2)
— ng pair et n, impair ou l'inverse : f =0
6. Lorsque les sites sont occupés de fagon indifférenciée par chaque type d’atome, la maille du réseau est

(a,b) et non (2a,2b) comme dans la question précédente. On a en fait f; = fo et on perd la moitié des
pics de diffraction.

1.6.6 Interférometre a neutrons et gravité

1. et 2. Calculons les amplitudes de détection par Dy et Do

a1 aorzt (ei‘; + 1)

az = aor (t26i5 + 7“2)
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et en prenant les modules au carré

p; = A(l+cosd) A =2r?t?
p, = B+ A'cosd A =27 Re (2(r*)%")
La somme p; + py doit étre indépendante de x, soit A+ A" =0, ou
cos2(a — ) cosd — sin2(a — F) sind = — cosd
et donc

a—ﬂ:g mod nw

3. A Daltitude z I’énergie du neutron est K = Ky + mgz si son énergie est Ky pour z = 0. Son impulsion
vaut

p=V2mK = \/2m(Ko + mgz) ~ \/2mK, (1 + %)
0

L’approximation est justifiée car, pour z = 1m
mgz ~10""eV <« Ky~ 0.1eV

La variation Ak du vecteur d’onde vaut

Ak — 1 92 ﬁ _ mgz
2K k 2Ky
Sur un trajet de longueur L, le déphasage accumulé entre les deux bras, I'un a laltitude z et I'autre a
I’altitude O est
mgzLk — mgkS m2gS
2Ky 2K, K2k

car zL est I'aire du losange et 2Ky = h?k?/m. Numériquement A¢ = 0.59 rad.

A¢ = AKL =

4. 11 suffit de remplacer z par z cosf dans les résultats précédents. Le déphasage devient

m2gS
h2k

x=A¢ = cos 6

et on observera donc des oscillations dans le taux de détection des neutrons en faisant varier 6.

1.6.7 Diffusion cohérente et diffusion incohérente de neutrons par un cristal

1. On remarque que a? = o;. Sii = j, (a?) = (a;) = p1, tandis que si i # j

(i) = () {ay) = p
les deux résultats se résumant en
(ia;) = 8ijp1 + (1 — 0;5)p? = pt + p1padi;
2. La probabilité de diffusion par le cristal est

(frot]?) = Z <[Oéz'f1 + (1 —aj)fe]ajfi+(1— aj)f2]>ei‘f'(ﬂ—?j)

4,7

= Z[(p% + p1p2dis) [E + 2p1p2(1 — 0i) f1fo + (03 + pip2dij) f2] €T T =7)
4,7

= ) (p1f1 4 p2f2)?@ T 4 Npipy(fi — f2)?
4,7

Le premier terme donne lieu a des pics de diffraction, mais le second est un fond continu.



Chapitre 2

Exercices du chapitre 2

2.4.3 Déterminant et trace

1. Soit A(t) = A(0) exp(Bt). Calculons la dérivée
%A(O)eBt — A(0)eP'B = A(t)B

La solution de dA
— = BA(t
T (t)
est

A(t) = P A(0)
2. On remarque que pour 6t infinitésimal
det €%t ~ det(I + Adt) = 1 4 6tTr A + O(6t)?

Par exemple pour une matrice 2 x 2

det( 14 A0t Adt

Aoidt 1t Ayt ) =14 (A1 + Ag)6t + (A1 Aoy — Aja Aoy (6t)?

Soit ¢(t) = det[exp(At)]

1
/ 1 A(t+3t) At)
g'(t) 51t1£n0 5 (det e dete

% (det et 1) det et = % [6tTr A det et = Tr Ag(t)

et on obtient pour g(t) I'équation différentielle
g'(t) = [Tr Alg(t) = g(t) = ™4
en utilisant la condition aux limites g(0) = 1. En posant ¢t = 1

g(1) = ™4 = det [eA]

2.4.10 Matrices positives

1. Décomposons A en une partie hermitienne et une partie antihermitienne

A=B+C B =Bt C=-Ct
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On note que (x, C'z) est imaginaire pur
(z,Cz) = (CTz,2) = (v,CTx)* = —(x,Cx)

alors que (z, Bx) est réel. Si l'on veut que (z, Az) soit réel et > 0, il est nécessaire que C' = 0. Donnons
une démonstration plus explicite. Soit par exemple

x = (z1,22,0,...,0)
Alors
(,T, CLL') = 1‘?012,@2 + ,T;Czlxl = QiIm(x*{Clgxg) =0=C1x=0

Comme A est hermitienne, elle est diagonalisable. Soit ¢ un vecteur propre de A, Ap = ap. La condition
de positivité implique (¢, Ap) = al|¢||? > 0 et donc a > 0.

2. Pour une matrice réelle antisymétrique C7 = —C
(:E, OI) = x1C1019 + 20Co1 21 = xl(Clz + Czl)iEQ =0
On peut donc avoir une matrice positive de la forme

A=B+C BT =B ct=—-C+#0

2.4.11 Identités opératorielles

1. Calculons df/dt

% — etAABeftA _ etABAeftA — etA[A,B]eitA

La dérivée seconde se calcule de la méme facon est le cas général s’obtient par récurrence.
2. Calculons dg/dt

d
d—“;] =" (A + B)e'P

et utilisons le résultat de la question précédente
e B = e Be et = (B +t[A, B])e!”
En effet, compte tenu des relations de commutation de [A, B] avec A et B, le développement en série

s’arréte au deuxieme terme. Nous obtenons donc I’équation différentielle

© (A4 B+1[4,B) g0

Compte tenu des relations de commutation, cette équation s’integre en

g(t) = o(A+B)t+5[A, Bt

Notons que l'intégration n’est possible que parce que [[4, B], A+ B] = 0. Posant t = 1

g(1) = e eP = ATBHABI/2 _ (A+B ([AB)/2



Chapitre 3

Exercices du chapitre 3

3.3.1 Polarisation elliptique et détermination de la polarisation

1. Nous pouvons choisir §, = 0, 6, = 6. L’équation de I’ellipse
x = cosf coswt y = sinf cos(wt — 0)

s’écrit en coordonnées cartesiennes

x? cos d y?

9 =sin?6
cos2 0 i sinf cosf = sinZ0 S

La direction des axes est obtenue en recherchant les vecteurs propres de la matrice

1 cos o
A— cos? 0 sin @ cos @
cos 1
sin @ cos 6 sin? 0

qui font des angles « et o + m/2 avec Paxe des x, ot a est donné par
tan o = cos ¢ tan 26

Le produit vectoriel de la position 7 et de la vitesse U, ¥ X v, se calcule immédiatement
I :
XU = §wzsm29$1n5

et le sens de la rotation est donné par le signe du produit sin 26 sin §.

2. L’intensité a I'entrée du polariseur est
Ip = k (E§ cos® 0 + Ej sin® 0) = kE}]
ou k est un facteur de proportionnalité. A la sortie du polariseur cette intensité vaut
I =kE3cos® 0 = Iycos? 0

La mesure de la réduction de I'intensité permet de déterminer |cos®)|.

3. La projection du champ électrique sur I’axe du polariseur est

0 [cos B coswt +sinf cos(wt — )]

E
V2

11
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et I'intensité est donnée par la moyenne temporelle

r kE§< cos® 6 cos® wt + sin® § cos?(wt — &) + 2sin 6 cos O cos wt cos(wt — 5)>

1 1
= 5 EE3(1 + sin26 cos ) = 5 In(1 + sin 26 cos 0)

De la mesure de I’ nous déduisons cosd, ce qui permet de déterminer J au signe prés. Les ambiguités
restantes sont levées si I'on remarque que ellipse est invariante sous les transformations

00— 0+ 60— 0

et
0 — —0 0 —o0+m

3.3.2 Une stratégie optimale pour Eve.

1. Si Alice utilise la base |x), la probabilité pour que Eve devine correctement est p, = cos? ¢. Si Alice
utilise la base | + 7/4), cette probabilité est

poja = 101 £ 7/ D] = 3 (cos+ sin )

La probabilité globale pour que Eve devine correctement est donc

P(6) = 5 (pu+prya) =1 [26057 9+ (co3 6+ sin 6]

1

1 [2 + cos 2¢ + sin 2¢)

Le maximum de p(¢) est atteint pour ¢ = ¢g = 7/8, ce qui est évident par symétrie : le maximum doit
étre atteint pour la bissectrice des axes Oz et w/4. La valeur maximale est

1 1
== 14+ —=] ~0.854
P 2( \/§>

2. Si Alice envoie un photon |#) (|61 )), Eve obtient la réponse correcte avec une probabilité cos? @ (sin? 6),
et la probabilité pour que Bob recoive la polarisation correcte est cos* 6 (sin4 ). La probabilité de succes
pour Eve est

po==(1+ cos® 0 + sin? 9)

N | =

et sa probailité d’erreur
1
p, =1 —p, =sin®fcos’§ = 1 sin® 26

Les erreurs d’Eve sont maximisées pour 6 = /4.

3.3.4 Autres solutions de (3.45)

1. L’action de U sur o, et oy est

0 e 0 —iel®
T - s T - .
U [ U = ( e_lw 0 ) U Ty U ( ie_lw 0 >

0. est évidemment inchangé.

2. Les solutions possibles de (3.45) sont

cos( — ) = coso a—a,=¢ ou a—a; =—0¢
T T
cos(a — ) = sing a—ay:§—¢ ou a—ay=¢— <

2
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La différence

(@ —ag) = (a—ay) = —(az — ay)
doit étre indépendante de ¢ car o, et o, sont des données indépendantes de a. On a donc deux solutions
possibles
e Solution 1 -
a—Qp=0¢ a—ay—¢—§
soit
T
Ny = O[y — 5
et

_ 0 el _ 0 —je~ivw
Tr= e 0 W= et 0

D’apres la question 1, cette nouvelle forme correspond a une rotation des axes d’un angle «, autour
de Oz.
e Solution 2 -
a—Qp=—0¢ a—oy=—-—0¢

2
Choisissant pour la solution de base a; =0 et ay = —m/2

(01 /0 i
de=1\ 1 0 b=\ i o

Le changement de signe de o, correspond a une inversion de I’axe Oy : on passe d’un triede droit a
un triede gauche. Les autres solutions s’obtiennent a partir de la solution de base par une rotation
autour de Oz.

3.3.6 Exponentielles de matrices de Pauli
1. Compte tenu de (3.50)

(G-n)?=1I (G-n)>=(5-n)...
le développement de I’exponentielle est
N L ,921 1/ .0\ .
exp —1§U-TL = —1§U-n+i —15 +§ —15 (RN RN
0 0
= Icos§—i(5'-ﬁ)sin§

2. On doit avoir

U = ail+iayo, +ibyo, +ibioy
0 0 n ng —in
= 1 — —isin = z. v v
cos 5 isin 5 ( ne + iny .
et on en déduit
a; =cos— Qs = —n,sin— by =-ngsin— by = —n,sin—
1 2 2 z 2 2 x 2 1 Yy 2

ce qui est possible car
al+a3+b3+b3=1

3. Le produit de deux exponentielles de matrices de Pauli vaut

—ia(8-a)o=if(55) — cosacos B — isinacos B(d - @) — isin B cos a(d - b) — sinasin B - b+ id - (a x b)]

e
Par ailleurs R
sin ||aa + 50|

o ila(E-a)+B(EF D) _ [ cos |l + Bb|| — i ~ P
[|aa + 30|

(7 - @) +5(7 - b)]

Pour avoir I’égalité des deux facteurs. il faut
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e Se débarrasser des sinus

e Avoir cosa cos 3 = cos /a2 + (32

On peut par exemple choisir

a=3r 0 =4m Va2 + (2 =57

avec

—dinoy _ I —i(3mo,+dmoy) _ I

e e

3.3.9 Diffusion de neutrons par un cristal : noyaux de spin 1/2

1. Lorsqu’il n’y a pas de changement de I’état de spin, il n’est pas possible de savoir quel noyau a diffusé
le neutron, et il faut donc ajouter les amplitudes

S AR D il

]

2. Si la diffusion se fait avec renversement du spin, la diffusion laisse le noyau dans un état de spin
différent de ’état de spin initial. Si tous les noyaux avaient initialement spin down, le noyau qui a diffusé
le neutron a spin up apres la diffusion et il est en principe identifiable (méme si cette identification est
impossible en pratique). La diffusion d’un neutron par un noyau plutoét quun autre correspond donc a
des états finaux différents, et il faut ajouter les probabilités

I= fi=NJi

3. Soit {«;} la configuration des spins dans le cristal. Si un neutron est diffusé par le cristal dans la
configuration {«;}, Pamplitude de diffusion est

=Y (ifat (1= i) fe) @T7 4+ frelT™
i i
Si la configuration {a;} était fixée, I'intensité serait

Lo, = Z (aifa+ (1= ai)ft:)z e Ti=7) Zazgsz
i.j i
En remarquant que a; = o, les valeurs moyennes sont (a;) = (a?) = 1/2 et (aj) = 1/4 si i # j, d’'on
T=3 (o0 f7 +205(1 = aj) fafe + (1= @i)(1 = ) f2) )T+ 3 i) f
i.j i
d’ott le résultat de I’énoncé
T= 3 (Fat F? YT + 2 ((fa = £e)* +2£]
]
4. Par invariance par rotation, on a par exemple

fa @ neutron | + noyau | — neutron | 4+ noyau T

et un résultat analogue pour les deux autres amplitudes. On retrouve le résultat de la question précédente
si les neutrons sont polarisés avec un spin down. Le résultat avec des neutrons non polarisés s’obtient en
prenant la moyenne du résultat spin en haut et spin en bas, et on retrouve a nouveau le résultat de la
question 3.



Chapitre 4

Exercices du chapitre 4

4.4.4 Evolution temporelle d’un systéme a deux niveaux

1. Le systeme d’équations différentielles vérifié par c4 () est
ié+ = AC+ + Be_
it = Bey —Ac_
2. Si |¢(t = 0)) se décompose sur les vecteurs propres |x4) suivant

lo(t=10)) = Alx+) + plx-)

alors
lo(£)) = Ae T2y ) + pe' 2 |x )

Compte tenu de (+|x4) = cosf/2 et (+|x—) = —sinfh/2, on trouve pour c (t)
. 0 . 6
e (t) = (o)) = Xe /2 cos 5 e /2 sin 5

3.8ic (0)=0

)\cos§ —usin§ =0

et une solution possible est

ce qui donne pour ¢4 (t)
6 0 ; ; Ot
cy(t) = —sin 5 Co85 (e_‘Qt/2 - e‘m/z) = isin#sin £

La probabilité p_ (t) est

Ot B2 Ot
p+(t) = |C+(t)|2 = SilleHSin2 7 = m sin2 7
4. Si ¢4 (0) = 1, une solution possible est
0 0
A = cos = p=—sing

15
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et on obtient pour c (t)

0 _. 0 .
COS2 Ze iQt/2 + San z eth/Q

(1)
t . 0 t
= cos— —icosfsin —
2 2
La probabilité p, (t) vaut

po(t) = |es(t)]* = cos? % + cos? f sin? % =1 —sin? f cos® >
4.4.5 Inégalités de Heisenberg temporelles
1. En utilisant (2.53) et [H,T] = ikl on obtient
e T gelol — H 4 ia
soit
H (e"*TH|U)) = (E + ah) (T H|T))

L’état exp(iaT)|P) est un état d’énergie (E + ahi) ; exp(iad’) effectue une translation d’énergie de méme
que exp(iaP/h) effectue une translation de a (voir(9.4)). Comme « est arbitraire, des états d’énergie
arbitrairement grande et négative seraient possibles.

2. Utilisons le développement en série de exp(—iHt/h) pour des petites valeurs de ¢
i 1
t)=1—— (H)t — — (H*t* + O(¢>
Clt) = 1= 4 (H)t = 50 ()2 + O(F)

de sorte que

ol (e) est une moyenne calculée avec |p) : (o) = (p| @ )

3. Nous déduisons de (4.27), avec la substitution A — P
1_1dP
APAH < 5| t) = (P)(t
pal < ol C| () = (P)()
tandis que
AP = ({P?) = (P)*)'/2 = ((P) = (P)")!/* = V/p(1 — p)
Nous obtenons ainsi 'inégalité différentielle

dp _ ,8H

pl—p) — N

qu s’integre en

et par conséquent

4.4.6 L’énigme des neutrinos solaires



17

1. Dans le référentiel au repos, le hamiltonien s’écrit

1 Me—My
— H = Me + My I+ 2 m?zm
C 2 m _TM
La comparaison avec ’exercice 4.4.4 conduit a la corespondance
A Me =My Bom tang = 2, _2m
2 A Me — My,

2. Les états |v1) et |va) étant vecteurs propres de H, I’évolution de |p(t)) est
0 —igt/n 0 imt/n
lp(t)) = cos ¢ My ) — sin 3¢ 2 M pg)
Compte tenu de

0
(Velv1) = cos 3 (Velva) = —sin =

2
on trouve pour l'amplitude c.(t)

. 0 0 .
ce(t) = (Velp(t)) = e iEnt/h (6082 3 + sin? §e_‘(E2_E1)t/h>

et pour la probabilité |c.(t)|?

0 0 0 0 AEt
lce(t)]* = cos® 3 + sin* 3 + 2 cos? 3 sin? 5 Cos —
1 AEt AEt
= 1—§sin29(1—cos )zl—sinzﬁsinzﬁ

3. Lorsque p > mc on obtient une expression approchée de £

m2e2\ /2 m2c3
E = (m204 +p262)1/2 =cp (1 + 2 ) ~cp+ %

et
m2 —m?)ed  Am2e3

AE:EQ—Elz(
2p 2p

En remplagant ct par la distance parcourue L, ’oscillation est en

sin? Am?c?L
2ph

Si 'on observe une demi-oscillation sur la distance Soleil-Terre

Am?c*L 9 4 2mhc

ST =7 Am=c ep~Tx10"HeV?

et donc Amc? ~ 1075 eV.

4.4.8 Le systeme des mésons K neutres : évolution non unitaire

)

1. Calculons le produit C~'MC pour une matrice M quelconque

o {01 a b [ d
c=cC _%_(1 o) Uw(cd>%_<b

et la condition de commutation implique a = d et b = c.
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2. Les valeurs propres et vecteurs propres de M sont

1 0 —0
A = A+B |K1)—E(|K)+|K>)
_ _ L g0y R0
A= A-B|K) = (IKY) - [K7))
L’évolution des états |K1) et |Ka) est donnée par
Ka0) = @) —exp (—iE2 - T2 )
Kalt) = BNy —exp (52 - T2 1)
Partons de 1 1
t=0)) =—7= (c(0) +¢(0)) | K1) + —= (c(0) —¢(0)) | K.
lp(t = 0)) = — (c(0) +2(0)) [Ky) 7 (c(0) = 2(0)) | K2)

On obtient au temps ¢
(c(0) +2(0)) (1K) + [RD)) e i(B/A=is /21
(c(0) — 2(0)) (1K) — [R)) e i(Fa/n=ira 2

ce qui donne pour les coefficients ¢(t) et ¢(¢)

(¢(0) +2(0)) e H(Fr/h=iTy/2)t 4 %
(C(O) + E(O)) efi(El/hfiF1/2)t _ % (C(O) _ E(O)) efi(E2/hfiF2/2)t

c(t) <K0|80(t)> = (c(0) —(0)) o i(B2/h—il2/2)t

at) = (Kp(t) =

N = DN —

3. Dans le cas de figure considéré dans I’énoncé ¢(0) = 1,2(0) = 0 et

¢(t) =

. [efi(El/hfiF1/2)t _ efi(E2/hfF2/2)t}

La probabilité d’observer un méson K0 au temps ¢ est

1 AFEt
p(t) = [e(t)]* = 1 {erlt + ezt 9o~ (MHT2)t/2 ¢og —}

avec AE = F1 — E5. On obtient le résultat de I’énoncé si I'y > I's.



Chapitre 5

Exercices du chapitre 5

5.5.3 Le butadiéne

1. Forme matricielle de H

E, —A 0 0

“A Ey, —A 0
0 -A E, -A
0 0 -A E

2. Ecrivons l'action de H sur le vecteur |x)

Hp) = Eolx) = Aetlez) + -+ +en-1pw) ) + colio)

Aealr) ++-enlon-1)) + enslen)

N
EO|X> —-A Z(Cn—l + Cn+1) |(pn>
n=1

3. Compte tenu de la forme de postulée pour les coefficients ¢,

Cnot + Cng1 = % [ei(nq)a Lol )s _ =i(n=1)5 _ efi(n+1)5:|
= £ 2cosd [ei"‘; — e*i"‘;] = 2¢, cosd
i

La condition ¢y = 0 est vérifiée par construction. La condition ¢y 41 = 0 entraine

s
5, = —0,1,--- . N
N+1 N

4. D’apres les résultats de la question 1

s

Hlxs) = FEolxs) — 24
IXs) = Eolxs) cos 1)
d’ott les valeurs de I’énergie

E, = FEy—2Acos ij- 1

Calculons la normalisation de |xs)

N TSN lN
X:;Singzvﬂzig

n=1

1 — cos 2msn
N1

19
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Mais N N
2msn 2imsn 1 — e%ims
;COSNH :Re;exr’ (N+1> =Rer—ommv — 1= 1

et X = (N +1)/2. Le vecteurs |xs) normalisé est donc
5 N
IXs) = \/ N+1 ;Sln(n5s)|90n>
5. Dans le cas du butadiene N =4
7T 27
— =0.809 — =10.309
cos 5 cos 5
ce qui donne pour les deux premiers niveaux d’énergie
Esy = Fy—1.62A Es_o = Eg—0.62A
L’énergie des quatre électrons 7 est donc
E =4F)—2(1.62A+ 0.624) = 4(Ey — A) — 0.48A

L’énergie de délocalisation est de —0.48A.

7. Les coeflicients du vecteur propre |x1) normalisé sont
(0.372, 0.601, 0.601, 0.372)

tandis que ceux de |x2) sont
(0.601, 0.372, —0.372, —0.601)

L’ordre de la liaison 1-2 est
1+ 2{ (1) (xalpa) + (palxe) (xalipa) | = 1.89
tres proche d’une double liaison, tandis que pour la liaison 2-3

1+ 2{<902|X1><X1|<P3> + <<p2|X2><X2|<P3>} =1.45

Cette liaison est moins forte que la précédente, ce qui explique qu’elle soit plus proche d’une liaison simple
et donc plus longue.

5.5.5 L’ion moléculaire H;

1. Le potentiel V (x) vaut

V(z) = —¢* (|x +1r/2| e —1r/2|>

Il est égal & —oo si @ = £7/2 et passe par un maximum de —4e?/r pour x = 0.
2. | ~ ag, dimension caractéristique de ’atome d’hydrogene.

3. Valeurs propres et vecteurs propres

Be = Bo=A )= —5(len) +lea)
B o= Brd )= (e - o)

4. A est un coefficient de transmission par effet tunnel. La barriere de potentiel voit sa largeur diminuer
quand r décroit : le coefficient de transmission augmente quand r diminue.
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5. ¢2/r est 'énergie potentielle (répulsive) entre les deux protons

, e? e?
Ei(T) = Ei(T) + 7 =FEyF A(T‘) + 7

6. L’expression approchée de E, (r) est
1
E' (r) = Eo + ¢? (— - ce_b/r> = FEo+ AE(r)
r

Cherchons le minimum de AE(r)

dAE(T) — 2 _i + Ee*T/b — i _ E e*To/b
dr b

et I’'on obtient

1 b
AE(rg) =e (— - ce”’/b> =e’ (— - _2>
To To T‘O
On en déduit 6 19 5 L 38
b= —pq = — — 2 5B/6 o 209
5T0 5 o ¢ 5&0 an

Il faut que b > ry pour que l’ion H; soit un état lié.

5.5.6 Compléments sur la RMN

2. Récrivons H; en termes de o4 et o_
Oy =04 +0_

h ) .
Hl — _§w1(0,+ 4 0,7) (elwt 4 e—lwt)

d’ou . )
ﬁl(t) = —5 w104 (1 + e*Qth) _ 5 w10 (e2iwt + 1)

Dans la cadre de 'approximation séculaire ot I'on néglige les termes rapidement oscillants exp(+2iwt)

- h
Hl = —§W1 (0'_;,_ +0'_) = —§(AJ10'1

La composante By (Z coswt — g sinwt) du champ de radiofréquences est fixe dans le référentiel tournant :
a la résonance, elle suit la précession de Larmor, alors que la composante Bi(Z coswt + gsinwt) tourne
en sens inverse. Elle oscille rapidement dans le référentiel tournant et son influence est négligable.
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Chapitre 6

Exercices du chapitre 6

6.6.3 Propriétés des opérateurs statistiques

1. Prenons un vecteur |¢) de la forme
p) = (0, ,a;,0,--+,0,a;,0,- - ,0)

On doit avoir {p|p|e) > 0, ce qui implique que la sous-matrice 2 x 2 A

A— ( Pii Pij )
Pji Pijj
doit étre positive. D’autre part (p;; +p;;), qui est la somme des valeurs propres de A, vérifie (p;;+pj;) < 1.
On en déduit que le produit des valeurs propres de A est < 1/4

1
0 < piipj; — |p7jj|2 < 1
Sl Pii — O, ceci implique que pij = O

2. La condition d’un test maximal avec 100% de succes implique qu’il existe un vecteur |¢) tel que
Tr pP, = 1, avec P, = |p){yp|, et donc (p|p|le) = 1. On choisit une base orthonormée ou |p) est par
exemple le premier vecteur de la base, |¢) = |1). Dans ces conditions les éléments diagonaux de p
vérifient

pii=1,p5s=0,1#1

car le test |i), |¢) # |1) a une probabilité nulle. D’aprés la question précédente tous les éléments non
diagonaux sont nuls, p;; = 0,7 # j et p = |¢){(p| = |1)(1].

Montrons d’abord 'inégalité pour deux opérateurs statistiques p’ et p”

Tr(p'p”) <1

o =2 piliil P = pala)(al

les décompositions de p’ et p” sur deux bases orthonormées. Nous avons

Tr (p'p") = ) pipa(nli)(ila)(aln) = Zpipa|<ila>l2

n,i,o

Soit

et I'inégalité découle immédiatement de |{i|a)|? < 1. Si p’ = p” = p, alors (i|a) = 6; et

Trp® =) p;

23
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3. La condition nécessaire et suffisante pour que Tr p? = 1 est qu'un seul des p, soit non nul, et donc égal
& un : p représente alos le cas pur [i). Si

p=X"+(1—=N)p"

alors
Trp? = NTr (p)? + (1 = X)*Tr (p")? + 20(1 = A)Tr (p'p")

On ne peut avoir Tr p? = 1 que si Tr (p'p") = 1, et donc p’ = p” = 1.
4. On a manifestement p;; = p7; et
5= S = Xl =
7 i,m
d’apres (6.24). La positivité se montre en remarquant que, si ) = >, \;|i)

(elple) = Z)\ pijAi = Z Af szcjm)\ = Z’Z)\*sz’ >0

i,7,m

6.6.4 Structure fine et effet Zeeman du positronium
1. La masse réduite est la moitié de celle de 1’électron et les niveaux d’énergie se déduisent de (1.36)

R

B, ===
2n?

2. Ecrivons explicitement l'action de o, et o, sur les vecteurs |e12)

Ulza2z| + +> | - _> Uly02y| + +> _| - _>
011021| + > = | - +> 01y02y| + > = | >
01202:| —+) = |+-) O1y02y| —+) =+ )
01202z — —) |++) O1yo2y| — =) = —[++)
et 01,09, |e162) = £162]e162), d’ou Paction de &1 - 0
G1-d++) = |[++)
G102l +—) = 2[—+)—[+-)
Gy - G2 — +) 2[+-)—1—-+)
0102 — =) | = =)
3. Les résultats de la question précédente impliquent
&1+ 0a2ll) = |I) &y - 0o|I11) = |111)

ainsi que

1
E(|+_>+|_+>): |[11)

I P W SR O
di-alV) = =35+ =)=l =+)==38IV)

I, | III),|IV)}, les projecteurs Py et P_s ainsi que oy - 02 sont diagonaux

G - G| 1)

4. Dans la base {|I

~

100 0 000 0 100 0
010 0 000 0 . - (o190 o0
Pr=119 01 0 Ps=1090 0 0 dGLr2= A9 09 1 0
000 0 0001 000 -3
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Si Py = Al + udy - &2, on doit avoir
Adpu=1¢et X=3u=0

soit A = 3/4 et = 1/4. On déduit P3 = I — P,

1 1
P121(3I+5152) 7373:1([—51'52)
5. On a immédiatement Pip| + +) = | + +) et P12/ — —) = | — —), tandis que
1
Puf+-)=5(+-)+2l=+)—[+-)=|-+)

et en général Pialeie2) = |e2e1).

6. On connait les valeurs propres et les vecteurs propres de & - 02, et donc ceux de H
— |I), |IT), |I1I) sont vecteurs propres de H avec la valeur propre Ey + A
— |IV) est vecteur propre de H avec la valeurs propre Fy — 34

7. Le facteur gyromagnétique du positron est 'opposé de celui de électron : Yo+ = —7vy,- = —q./m. Le
hamiltonien total s’écrit

qeh
2m

H = Hy ~ (jio- +jie+) B=Ho— 5 —(01: — 02:)
Examinons l'action de Popérateur (o1, — 02,) sur les vecteurs de base de Hy
(012 —02:)| ++) =0 (012 —02.)| ——) =0

(012 — 02:)[11) = 2[IV)

et

2m
La forme matricielle de H est, dans la base {|I), |I1),|III),|IV)}

(IHL IV = (IV|Hy|IT) = 2 (_ qeh) oAz

Ey+ A 0 0 0
H— 0 Ey+ A 0 2Ax
o 0 0 Ey+ A 0
0 2Ax 0 Ey—3A

Il y a donc deux vecteurs propres évidents |I) et |[I1I) avec les valeurs propres Ey + A. Les deux autres
valeurs propres sont obtenues en diagonalisant la matrice 2 x 2

1 2z

r_
H _EOI+A(2.’£ 3

> = FEol + AM
L’équation aux valeurs propres de M est

M2 - (3+42H) =0
ce qui donne les valeurs de 1’énergie

Ei =FEy— A+24V1 + 22

Pour = 0 on retrouve les valeurs Ey + A et Ey — 3A, tandis que pour |z| — oo, les vecteurs propres
tendent vers ceux de (o1, — 02.) avec les valeurs propres +2Ax.

6.6.5 Ondes de spin et magnons
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1. Comme les valeurs propres de (G, - 0,41) sont comprises entre —3 et +1
E > 1N A L NA=0
~2 27
Si le vecteur d’état est tel que (G, - Gp41) = 1, on obtient le fondamental Ey = 0. Ce vecteur d’état est

Po=|+++-++)

car
(Gn - Fnt1)|Po) = [Po)

2. L'opérateur P, ,+1 échange les spins m et n + 1 : nous avons vu dans la question 5 de 'exercice
précédent que pour deux spins

Pio|+4+) = |++) Pro| = =) =|--)
Pil+-) = [—4) Pio|—+)=[+-)

et le nombre de spins up moins le nombre de spins down est inchangé. Les vecteurs propres de H sont donc
des vecteurs ou le nombre de spins up moins le nombre de spins down est une constante. En particulier
pour I'état |¥,,), cette constante est N — 1. L’opérateur I — P, 41 appliqué a |¥,,) donne zéro sur toute
paire de spins up, et seules les paires (n — 1,n) et (n,n + 1) vont donner un résultat non nul. Comme
Pr—1,n par exemple échange les spins n — 1 et n

Proinl++++—+++)=|+++—++++)

soit
,Pn—l,nlllln> = |\I]n—1> Pn—l,n|\ljn—1> = |\Ijn>
on obtient
(I - ,Pn—l,n)lllln> = |\I]n> - |\Ijn—1>
(I - Pn,n+1)|\11n> = |\I/n> - |\Iln+1>

Ceci donne l'action de H sur |¥,,)

H|V,) = —A(|\I/n_1> + [Wpp1) — 2I\I’n>)

3. Examinons l'action de H sur |ks)

N—1 N-1
Hlk) =Y e "HW,)=-A4)" ei’fs”l(|x11n_1> + [ Wnga) — 2|x11n>)
n=0
mais .
Zelksnl|\pn 1 Ze 7e1k lzeﬂc nl|‘~If >
On a donc

H|ks) = 2A(1 — cos ksl)|ks)
Les fréquences propres sont
wg = 2A(1 — cos ksl) lks| — 0 wp =~ (AI*)k?2

Il est également intéressant d’adapter la méthode du § 5.1.2 en remarquant que que H peut s’écrire sous
la forme

H=-A(Up+Up'-2)
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ou Up effectue une permutation circulaire des spins n — n + 1 et chercher les vecteurs propres |¥,) de
Up. Ecrivant

Te) = chl W) Up|W,) = e |0,)

avec

On doit avoir .
Cn41 = 6163 Cn
6.6.6 Echo de spin et décomposition des niveaux en RMN

1. Le calcul de a(w) donne
2

T 1T, —id

En utilisant (3.59) et 0505 = 6;5 +1)_, €ijr0k, On montre

a(w)

—iao,

e —iao, _ (

oye Tcosa —io,sina)oy, (I cosa —io, sina) = oy

ce qui donne

U(t) = —io,

1
on obtient en ’absence de relaxation

U(t) B (I+%5pay>:| Ul(t) = % (I+%5p0y)

En présence de relaxation,

Partant de
p(t=0) =

N | =

6p = dp(t = 0)e /=

puisque T5 est le temps de relaxation transverse, et donc

U(t)p(t = 0)UT(t) = % <I + % Spoy et/T2>

indépendamment de 0. L’opération de rotation du spin d’un angle 7 permet de réaligner les spins dans
une méme direction : dans l'intervalle [0,¢/2] les spins s’alignent de fagon aléatoire, car chaque spin voit
un désaccord § différent, mais apres renversement des spins, 1’évolution dans lintervalle [t/2,¢] réaligne
tous les spins dans une méme direction.

2. Par définition du produit tensoriel de deux opérateurs
(A® B)lp@¢) = |Ap @ BY)

d’ou I'on déduit
(A® B)? = A’ ® B?

et )
(ogl) ® ng)) =1

Ceci donne l'expression de Uja(t) en développant 'exponentielle. L’opérateur de rotation de 7 est
U[RM ()] = —io,
Afin de simplifier les notations, posons ag(f) =X, ay(f) =Y, et agi) = Z,;, d’ou

Ulg(t)(Xl)Ulg(t) = [Xl coswiot + (Yi [ Zg) sinwlgt] Ulg(t) =X



28 CHAPITRE 6. EXERCICES DU CHAPITRE 6

Comme le temps caractéristique de ’évolution due au couplage des spins est tres grand par rapport a la
durée d’une rotation de Rabi, on peut négliger cette évolution propre pendant la durée de la rotation,
qui est essentiellement instantanée a 1’échelle de I’évolution libre.

3. Les valeurs propres de agl) ® 022) sont +1 et —1. En I'absence de champ de radiofréquences, on aura

donc 4 niveaux d’énergie
B(EM + 6@ 4 wyy), A6 — 62 —wyy), B(=6M 4+6@3) 1 wpy), B(—0M) — 63 4 wy)
Ces niveaux sont représentés sur la figure, avec les 4 transitions permises, qui ont donc pour fréquences

2161 £ Wy 26 £+ wyy|

6.6.8 Photons intriqués en polarisation

1. Evaluons le vecteur |66, )

00.) = (cosf|z)+sinbly))(—sinb|z) + cosbly))
= —sinfcosf|zx) + cos® Olay) — sin? O|yx) + sin O cos O|yy)

Pour obtenir |0, 0), il suffit d’échanger @ < y
1010) = —sin 6 cos f|zx) + cos? Olyx) — sin? O|zy) + sin O cos O|yy)
et on obtient en soustrayant la seconde équation de la premiere

100.) —10.0) = |zy) — |yz)

2. Pour le photon 1
1 i
=—(—|D)+|G = —
0= D)+1a) =

et pour le photon 2 il faut changer |y) en —|y)

(ID) + 1))

1 i
|z) = E(—|D> +16)) ly) = %

et on trouve pour des photons ayant une direction de propagation opposée

(ID) +16))

|®) = E(IDD> —1GG))

Remarque : si les deux photons ont la méme direction de propagation, comme c’est le cas des paires
obtenues par conversion paramétrique

|®) = —E(ID@ —|GD))

Dans les deux cas on vérifie que la composante Oz du moment angulaire est nulle : (X1, + 35,)|®) = 0,
ol ¥, est donné par (3.26).

3. On trouve

1 1
V2 V2

L’application de X, montre a nouveau que cet état est de moment angulaire zéro.

6.6.9 Etats GHZ

1. Examinons par exemple laction de ¥, sur |¥). Compte tenu de

T) (100) +10.0.)) = —=(IDD) + |GG))

oel+) = [-) oz =) = |+) ayl+) =i-) ayl=) = —i[=)
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nous avons L =
Xa|¥) = i ()] = ==) = (=0)*| + ++)] = |¥)
Comme |¥) est vecteur propre de X avec la valeur propre +1, le produit A, B,C,, du résultat des mesures
de 034, oyp €t oy sera A, B,Cy = 1.
2. Nous avons cette fois 1
DI0) = = [| = ==} — |+ ++)] = -|¥)

V2

et donc A, B,C, = —1. Or, compte tenu de A2 = B? = C2 =1
Ay B,Cy = (AyByCy)(AyB,C,)(AyB,Cy) = +1

et il y a donc contradiction avec le réalisme local : apres avoir interagi initialement, les spins ne peuvent
pas transporter 'information sur les valeurs de A, - - - C,,.

6.6.11 Interférences des temps d’émission

1. Comme la longueur de cohérence des photons convertis est petite par rapport a la différence de
marche entre les deux bras, on ne peut certainement pas observer d’interférences dans un interférometre
individuel. Mais il existe une raison plus fondamentale, qui sera expliquée a la fin de la question suivante.

2. On peut écrire quatre amplitudes de probabilité différentes pour la détection jointe des photons en D,
et D2

A = abadl B =ata?
A = e%ala? B' =¢c?alaZ,

L’amplitude a%, correspond au trajet du photon (i) passant par le bras court de I'interféromeétre, a’ au
trajet passant par le bras long. La mesure du temps d’arrivée des photons permet de distinguer entre les
trajets (CL) et(LC); méme si le temps d’émission de la paire est inconnu, le photon passant par le bras
long arrive plus tard que celui passant par le bras court. Par exemple dans le cas (CL), le photon 1 arrive
en D 0.7 ns avant le second photon en D, ce qui est tres largement supérieur au temps de résolution
de 0.1 ns des détecteurs. En revanche, le dispositif expérimental ne permet pas de distinguer, méme en
principe, entre les trajets (CC) et (LL). Il faut donc ajouter les amplitudes de ces trajets pour obtenir
la probabilité de détection en coincidence

p(D1, Do) = [A+ A'[" = |agad +° ajaf |
ce qui montre a ’évidence une dépendance par rapport a d.

Dans 'expérience de I’énoncé, la fenétre de coincidence est inférieure aux différences de temps de parcours,
ce qui permet de distinguer les trajets (LC) et (CL) des trajets (LL) et (CC). Mais cette condition n’est
pas essentielle pour observer les interférences; si elle n’était pas réalisée, on ajouterait simplement un
bruit de fond

p(D1, Do) = |B> + |B'|> + |A+ A')?

correspondant aux deux premiers termes sans interférences de ’équation précédente. Une autre observa-
tion importante est que si ’on supprime les miroirs semi-transparents de l'interférometre de gauche, on
conserve une information sur les temps de parcours : si le photon de gauche arrive avant celui de droite,
on sait que le photon de droite a emprunté le bras long. Il n’y a donc pas de dépendance par rapport a
0 et pas d’interférences. L’'information disponible sur le chemin suivi par le photon dans I'interférometre
de droite efface toute possibilité d’interférences, méme lorsque la longueur de cohérence est plus petite
que Al. En fait il n’est méme pas nécessaire que le détecteur Dy soit présent! Il suffit que I'information
sur les temps d’arrivée soit disponible en principe, et comme nous l’avons souvent souligné, il n’est pas
nécessaire que I'observation des temps d’arrivée soit effectivement réalisée! Tant que I'information sur les
temps d’arrivée est disponible en principe, et elle I’est en raison de la seule présence de 1’état intriqué, en
aucun cas on ne peut avoir d’interférences dans un seul des deux interférometres.
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Chapitre 7

Exercices du chapitre 7

7.4.3 Relations de commutation canoniques

1. Supposant B borné, on peut définir B’ = B/||B||, ||B’|| = 1, et A’ = A||B|| sans modifier les relations
de commutation : [A’, B'] = il. On supposera donc ||B|| = 1. Utilisons un raisonnement par récurrence

en supposant
(B, A" = inA™!

On a alors
[B, A”H] = [B,AA"] = A[B, A"] + [B, A]JA" =i(n + 1)A"

ce qui prouve ’hypotheése de départ. Supposons A borné et soit ||A|| sa norme. On obtient, en utilisant
I'inégalité valable pour deux opérateurs C et D

ICI[ 1Dl = [|CD]

la relation
2[|[A™||[|B]| > ||[BA™ — A"B|| = n[|[A""|

d’ou n
47| > Z]j4m)

On en déduit 'encadrement suivant pour ||A™||
n _ _ .
o AT < AT < [JAIA™ Y] car [JA"]] < [JAJ[IA™ 1]

et donc ||A|| > n/2. 1l est impossible que A soit borné.

2. Le probleme est que si A est non borné, le vecteur B|y) n’appartient pas au domaine de A et AB|p)
n’est pas défini : on ne peut pas prendre la conjugaison hermitique et écrire

(plAB|p) = (Ap|By)

Par exemple si I'espace de Hilbert est L(2) [0,1] et B = X, qui est borné sur cet espace, tandis que
A = A¢ défini au § 7.2.2, (X¢)(x) = zp(z) = ¢(x) n’appartient pas au domaine de Ac qui est tel que
o(1) = Cp(0), |C| =1 : les conditions aux limites de 1) sont

(1) = (1) = Cip(0) alors que 1(0) = 0

et (1) # C(0). La difficulté se voit immédiatement en représentation x

[ o) (i otn) # [ (252) s

la différence étant |p(1)%.
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3. La fonction _ .
(p(i[]) _ el(27‘r’ﬂ+0¢)1} C = ol@

vérifie
Acep(x) = (2mn + a)p(x) p(1) = Cp(0)
C’est donc un vecteur propre normalisable de valeur propre (27n + «) de A, qui appartient au domaine

de Ac. Le théoréme de von Neumann ne s’applique pas car AB|y) n’est défini pour aucun vecteur |p)
de H, alors que le domaine ot AB est défini devrait étre dense dans H.



Chapitre 8

Exercices du chapitre 8

8.5.2 Rotations et SU(2)

1. Partons de la forme générale d’'une matrice 2 x 2

a b
=)
et calculons UTU qui doit étre égal & I
trr o la+[p* act+bd* (1 0
vU = ( ca*+db* PP +1a? )~ Lo 1

laf? + b* = |e|* + |d* =1
De ¢ = —b*d/a* et de detU = ad — be = 1 on tire d = a*.
2. A Pordre 7

ce qui donne

UlU=I+ir" I —ir) ~ T —i(r —71)

et la condition UTU = I implique 7 = 7. De plus la condition detU = 1 entraine Tr7 = 0. La
décomposition (3.54) jointe & la condition Tr7 = 0 permet d’écrire

1 3
T = 52910’1
i=1

les angles 6; étant infinitésimaux puisque 7 est infinitésimal.

3. Comme @/N est infinitésimal on peut écrire

et utilisant

N—o00
on déduit )
Ua(0) = exp [—15 (c- ﬁ)}
4. Le déterminant de V vaut moins la longueur du vecteur V :detV = —V?2 et comme

det(UVU ') = det V
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on obtient W2 = det W = V2, ce qui montre que la transformation conserve la longueur des vecteurs.
C’est donc une rotation, ou une rotation fois une opération parité.

5. Comme W est hermitique et de trace nulle, car
Tr(UVU ') = TrV

V().

Qu

.
on peut écrire W=7 -W =

G- V() =—=¢-na-V(@)]=a-(nx V()

S
DO =

ol nous avons utilisé (3.52), ce qui montre que 17(9) se déduit de V par une rotation d’angle 6 autour de

n —
av
dg

A toute rotation Ry (0) correspondent deux matrices Uy : Up () et Un (0 + 2) = —Ux(6).

nx V(6)

8.5.4 Algebre de Lie d’un groupe continu
1 Comme g(0 = 0) = I, la loi de composition s’écrit
g(O)I = g(0) = g(f(8,0) = fa(0,0) = b,
On écrit a priori un développement & I'ordre 62 de f,(6,6)
Fa0,0) =0+ 00 + Nabcbube + NatcBsBe + furcBub + O(6°,6%0,00°,8")
la condition fa(g, 0=0)= 0, entraine Agpe = 0 et de méme Agpe = 0.

3. On a d’une part en négligeant les termes d’ordre (62,620, 952,53)
UU®B) =1 —i0,T, —i0,T, — %(?béc + 00:)Tye — 0,0, T, Th,

et d’autre part

1 _ _
- g(eb + 95)(96 + ec)Tbc
En réétiquetant les indices de sommation et compte tenu de la propriété de symétrie Ty, = Ty, car

U(f(0,0)) =1 —iTy(0, + 04 + fapeOp0.)

0?U

Toe = " 96,00, 16,—6,~0

la comparaison des deux expressions donne
gbechTC = ifabcTagbec + gbechc
On en déduit

Tch = Tbc + ifabczja
Tch = Tbc + ifacha

et en retranchant les deux équations
[Tb; Tc] - i[fabc - facb]Ta
La constante de structure C. vaut

Cabc = [fabc - facb] = _Cacb



8.5.5 Regle de somme de Thomas-Reiche-Kuhn
1. De la relation générale (voir(8.41))

of
X, f(P)] = ih=%
(X, f(P)] = ih5
on tire
[P, X] = —2ihP et [[P? X],X]= —2i[P,X] = —2h?
d’ott , . o
P i
— 4+ VX),X|=|H,X|=—P H. X].X]=—-—2
R R R
2. Par ailleurs le commutateur s’exprime aussi comme
[H,X],X]=HX? -2XHX + X*H
et en utilisant (@, |H|¢m) = Endnm
(ol HX?po) = Y (ol Hlon) (@l X |om) (om| X0} = Eo Y [Xnol®
(ol XHX|0o) = > {pol X|on){@nl Hlom) (om| X |p0) = D En|Xnol?

d’ou le résultat

2m| X nol?
Z%(En—Eo)zl

n

8.5.8 Hamiltonien dans un champ magnétique

1. Ecrivons £ sous la forme
1 3 3
o .92 T =\
L= 5 mgl‘rz - qV(Tu t) + qzl Az(ru t)‘rz

ou i,k = x,y, z. Ceci donne pour les dérivées partielles

oL .
5. = Dbe=mi+ qAx
Tk
d oc ) 2 .
W55 = M +q ;(@Ak)%
or - - -
pr = —qOLV — q(OAr) + QZ(akAi)xi

i=1

d’otu les équations du mouvement

3
mix = —qOkV — q(0i Ak +q Y (O A; — 0 Ay);
i=1

Transformons le dernier terme de cette équation en utilisant 1’expression du champ magnétique?

—

B = 6 X A’ ou Bl = Zé‘lmnamAn

- IR «
1On peut aussi utiliser une composante particuliére, par exemple la composante

(02 Ay — Oy Ay & = Bi
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ol €5, est le tenseur completement antisymétrique, soit (exercice 3.3.7)

Z eiB1 = Ok Ai — 0; Ay,
[

On en déduit

Z(akAi — 0;Ak)E; = ZEZkile'i = (7 x B)y
il

K2

En remarquant que le champ électrique a pour composante k
Ep = -0,V — 0; Ay,

nous obtenons la loi de Lorentz



Chapitre 9

Exercices du chapitre 9

9.6.2 Etalement du paquet d’ondes

1.
[P?, X] = P[P, X] + [P, X|P = —2ihP

On peut aussi utiliser
[f(P), X] = —ihf'(P)

2. D’aprés le théoréme d’Ehrenfest (4.26) en choisissant 4 = X2

P2

S0 = 1 x7) = ([ + v, x7)
= (P, X))

Mais
[P?, X7 = —2ih(X P + PX)

ce qui donne finalement
d 1
—(X?)(t) = —(XP+ PX
SUX3(t) = —(XP+ PX)
En passant en représentation z

(PX) = / dz ¢*(z) [—ia%(w(x)} =i / dxw(x)a‘p;x)

ou la seconde expression est obtenue par une intégration par parties. En combinant avec

- oo 582

d, s _ﬂ o Op* B *%
dt<X >(ﬁ)_m /_Oodx:v[go ox 14 Qx}

Ces résultats sont valables pour une particule dans un potentiel, et pas seulement pour une particule
libre.

on aboutit a

3. En revanche, les résultats qui suivent ne sont valables que pour une particule libre, V(X) = 0. Le
hamiltonien est alors le hamiltonien cinétique H = K = P2?/(2m). On calcule la dérivée seconde de
(X2)()

d? _id

) 1 d
E X0 =57

(1, X2) = = (1K, 1K, X))
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ou nous avons utilisé deux fois le théoreme d’Ehrenfest. Compte tenu de

[P?, X P+ PX] = —4ihP?

on trouve
d’ 2

m

(P?)

La dérivée troisieme de (X?2)(t) et les dérivées d’ordre supérieur sont nulles

d" s
- _ >
v (X5)(t)=0 n>3
car [K,[K, X?]] < P? et [K, P?] = 0. (X?)(t) est donc un polynéme du second degré en ¢
(X% = <X2>(t:0)+t—d (X)) +lt2—d2 (X))
dt t=0 2 dt? t=0

Pour calculer la dispersion on utilise pour une particule libre

Az?(t) = (X2)(t) — [(X)(1)]?

et
S0 = KX = (2

ce qui donne

car les dérivées d’ordre > 2 sont nulles.

9.6.3 Paquet d’ondes gaussien

On rapplle deux résultats sur les intégrales gaussiennes

dxe = —
o V2«

— 00

/+OO —a2a? ﬁ A 1
r=—

1. Posant ¥ = k — k

1 1/2 k/Q

et Ak = a/\/i Calculons la fonction d’onde au temps t = 0

1/4 2
L / eiEz / d’ exp | ik'z — K’
o2 2T 202

1/2 _ 1
= 01—/4 exp [ikx -3 o? xﬂ
™

¢(z,0)

Le module carré de la fonction d’onde est
a 022

|p(z, )" = 7=°

qui est bien normalisé & 'unité avec Az = 1/(v/20), et donc

Az Ak :1
2
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2. On part de 'expression de ¢(z,t)

@.1) = LN\ dk Lo (k=R
BN = T2 mexp T o 202

et on récrit 'exposant,a un facteur i prés avec k' =k — k

-2 - 2 2
— hk hkk' hk' 4
zk;v+k’x——2 t— t— t—
m

m 2m o2

o(x,t) s’écrit

@1 1 1/4e - K AL RN K21 | ini
r,t) = | —= xp | itke —1i— —— exp |1 r— — Xp | —— | —= + —
AT To2 P 2m Nor om P17 \2 "o

Si 'on peut négliger le terme ifit/m dans la seconde exponentielle, on obtient simplement

1\ N o ne )\’
oz, t) = p exp 1/{90—1%1% exp | —— ZC—Et

k- :
= exp < 5 ) o(x — v,t,0) = Ptz — v,t,0)

i—t
m

3. Pour le calcul général, on pose
1 int

o2 m

1 —
o
et on trouve, en effectuant 'intégrale

o2, 1) = (%) Y e <—%U/2(:17 - vgt)Q) exp [i(Fz — w(®)?)]

Prenant le module carré

1\ 12
(D = (—) 0'[2exp (~Reo’( - v,1)?)
e
Le pic de |¢(x,t)]? est centré & x = vyt avec une largeur

1
Ar(t) = 5 Re o’

soit

1 h2ott?

La largeur du paquet d’ondes augmente avec le temps, en raison du terme h?c4t?/m? dans la parenthese.

4. Az*(t) double pour
m  2mAz*(t =0)

_ —11
W a3 =3.2x 10 S

t:

9.6.7 Potentiel en fonction §

1. La dimension de 6(z) est £7! et si g a pour dimension I'inverse d’une longueur, la dimension de V()
est

M2LAT 2 ML = ML T2
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ce qui est bien la dimension d’une énergie.

2. On integre ’équation de Schrodinger écrite sous la forme

[(f_; n %;_QE] p(x) = g6(z) p(x)

entre r = —c et x = +¢
+e
| ¢ a@te=o(-e) - ¢(-2) = ge(0)
—€

La fonction ¢(z) est continue & 2 = 0 mais sa dérivée ¢’(x) ne lest pas. Dans le cas d'un état lié, on doit
avoir
o(z) = Ae 1l pour z #0

On a donc

@' (07) = ¢'(07) = =2k A = —|gl(0) = —[g|]A
d’ott 2k = |g| et la valeur de
h2l<62 h292

om  8m

E=-

Il n’y a pas de solution impaire car ¢(0) = 0 pour une solution impaire. Retrouvons le résultat en prenant
la limite a — 0, Voa — h?g/(2m) du puits carré dont les niveaux dénergie correspondant & une fonction

d’onde paire sont donnés par (9.82)

n:ktan@
2

ce qui donne

k::i‘%nwo' tan_aztani'?rn/wokl_)o

h 2 2h
et

o V] Il mlVila _ m gl 1
=T on 2 m2am 29

3. Comme le potentiel de la molécule diatomique est pair, on cherche des solutions paires et des solutions
impaires. Pour les solutions paires

x<—=l: pr)=e" —l<az<l: p®)=Acoshkx z>1: p(x)=ce
La continuité de ¢ au point x =1 donne

Acoshkl = e "

et la continuité de la dérivée au méme point

—ke " — Agsinh kl = —|gle ™"

On remarque que
Asinh kl = A cosh sl tanh kI = e =" tanh i

d’ou I'équation donnant la valeur propre de ’énergie

(1 4+ tanhkl) = lo

K
La solution est unique et donné par I'intersection des courbes (1 + tanh xl) et g/k tracées en fonction de
K. On peut récrire la valeur de &

9| —on
527 (1+e 2l)
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Cherchons maintenant les solutions impaires, qui sont de la forme
x< =l plx)=—e" —l<ax<l: ¢)=Asinhke x>1: ¢(x)=e
La condition de continuité de ¢(z) et la condition sur sa dérivée & x = [ sont maintenant

Asinhkl = e "

—ke " — Akcoshkl = —|gle "

ce qui donne
K= % (1 — 6_2’”)

Cette équation a une solution et une seule si la dérivée de |g|[1 — exp(—2kl)]/2 > k & Kk = 0, c’est-a-dire
si |g|l > 1. Il n’y pas de solution impaire si |g|l < 1.

4. On considere deux puits de potentiel profonds et étroits de largeur a distants de [, avec a < I.
On approxime donc les deux puits par des fonctions delta, ce qui ramene au potentiel de la question
précédente, et on suppose xl > 1. Dans ces conditions, il existe deux états liés, 'un pair d’énergie
correspondant a

Ky = %(1 + 672"“)
et lautre impair d’énergie correspondant a

|g| (1 _ 672nl)

Ko = —
2

La différence d’énergie entre les deux états est donc

E —E. = —h—2(1€2 o KJ2 ) _ h_2926—2ﬁl
B + 2m = + 2m
I’énergie moyenne Ej étant
Fo= (B, +E.) ig”
0T VT T e
On peut donc écrire
5292
E, ~ - 1+ 2e 2%t
+ 3 (14 2e72)
hQ 2
Ef _ g (1 _ 2672I€l)
8m
Ce sont les valeurs propres d’un hamiltonien a deux niveaux
. h2 g2 1 _9e—2kl
- 8m _2ef2l-cl 1

D’apres (12.109), le coefficent de transmission par effet tunnel d’une particule d’énergie ~ 0 par une

barriere de hauteur Vj et de largeur 2 est
T ~ ef4l~il

et les éléments non diagonaux du hamiltonien sont ~ VT.
5. On écrit la fonctions d’onde
<0 : @)= Ae** 4 Be~ik®
>0 o) =Fe'k® 4 Ge ik
en choisissant le cas F' =1, G = 0. La condition de continuité & x = 0 donne

A+B=1
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tandis que la condition sur la dérivée est

ik—ik(A—B) =g

On en tire . .
9 9
A=1+4+— B=——
+ 2k 2k
d’ot1 les éléments de la matrice de passage
ig ig
11 + % 127 50

6. La condition .
pg(r) = ey (z —1)

donne
Felkt | Go—ikr _ gl (Aeik(zfl) i Beik(achl))

soit
F = Aeila=Fk) G = Bellath

Les conditions de continuité de ¢4 (z) et la condition sur sa dérivée s’écrivent
A {1 - ei(qfk)l} +B {1 - ei(‘”k)l} =0

Alg+ik (1-e@P ] 1 B g —ik (1 - el

|
o

On obtient donc un systeme de deux équations a deux inconnues A et B dont le discriminant A doit étre
nul si 'on veut une solution non triviale. Posant oo = (¢ — k)l et 8 = (¢ + k)

1 — el 1 —elP
A—det( g+ik(1—e) g—ik(1—e?) )—0

Le calcul de A donne ' . . | |
A=y (e‘ﬁ — e‘o‘) — 2ik (1 —ele _ P el(a+ﬁ)) -0

et en multipliant par exp(—igl)
2ig sin kI — 4ik(cos gl — coskl) =0

On retrouve bien (9.108)
cos gl = coskl + i sin kl

9.6.12 Etude de I’expérience de Stern-Gerlach

1. Comme le plan yOz est un plan de symétrie, B, doit étre une fonction paire de x et on doit avoir

o5,
ox

=0

Par invariance par translation le long de Oy

0B,

y 0

=0
Les deux composantes non nulles du champ magnétique sont, au voisinage de x = 0

B, = —bx B, = By + bz
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Ce champ vérifie bien les deux équations de Maxwell (1.8) et (1.9) dans le vide VxB=0et

0B, 0B,
+

Ox 0z =brb=0

L’énergie potentielle est
—fi B =—psBy — pB, = bz — bz
d’ott la force F de composantes

o(—ii- B)
ox

d(—ii- B)

F, =
0z

- b,uz Fz - = _b,UJz

Le terme Bpz du champ magnétique entraine une précession de Larmor du spin autour de l'axe Oz
(§ 3.2.5) olt . reste constant. En revanche, en raison de cette précession, la valeur moyenne de p, est
nulle : (u,) = 0, et la force suivant Oz se moyenne & zéro si le temps de transit est > 1/w, car le spin
effectue un grand nombre de révolutions autour de Oz.

2. La force sur le moment magnétique est verticale et constante; elle vaut F' = +pub pour un spin orienté
suivant £2. L’écart entre les trajectoires d’un spin orienté vers le haut et d’un spin orienté vers le bas a
la sortie de I'entrefer est donc

Evaluons aussi le produit AzAp,
AzAp. ~ (107%) (1.8 x 107%%) (10) = 1.8 x 10~ ** MKSA ~ 10°

La description par des trajectoires classiques est bien 1égitime.

3. L’énergie potentielle effective d’un spin orienté vers le haut (vers le bas) est —ubz, et les équations de
Schrodinger pour 4 sont

L Opy h? 2
T= = - b =H,
ih— < 2mV F ubz ) ot o+

En utilisant le théoreme d’Ehrenfest (4.26)

CUR() = [, Ba] = (P
CPeya)(t) = 2[H Prya] =0
CAP.a)t) = L[ Pos] = b

Ce dernier résultat se déduit de
FlubZ, P.] = Fihub
On en déduit

pb o
Jyy=+—1
(Zx) 5

et le centre du paquet d’ondes suit donc le mouvement classique.

4. Effectuons une réflexion par rapport au plan xOy. Dans cette réflexion, fi ne change pas, car l'orien-
tation d’une boucle de courant située dans le plan zOy est inchangée. Dans cette méme opération, B
change de sens, mais pas le gradient, et donc VB est dirigé suivant —2. Mais I'image de la trajectoire
dans le miroir part toujours dans la direction +2, et donc I'image de I'expérience dans le miroir n’est pas
physiquement possible, sauf si la trajectoire n’est pas déviée.

9.6.13 Modéle de mesure de von Neumann
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1. L’opérateur d’évolution U (t,ty) vérifie d’apres (4.17)

. d

o U(t,to) = [9(t)AP]U(L, to)

qui s’integre en

Ul(t,tg) = exp (—%AP /tg(t’)dt’>

to

Entre les instants ¢; et ty on a donc

+oo

U(ty,t;) ~exp (—%AP/ g(t')dt') = exp (—% gAP)

—00
2. L’action de Ul(ty,t;) sur le vecteur |n ® ¢) est
Uty ti)n @ @) = e 90 P/hn @ o)

Mais exp(—iga,, P/h) est un opérateur de translation de ga,, et d’apres (9.13)
(719 P/ ) () =l - gan)

3. D’apres la linéarité de la mécanique quantique, le vecteur d’état final est

Xf) = cnln @ pn)

n

L’opérateur statistique réduit de S est d’apres (6.33)

PV =" cnchm)(nl{@mlen) =Y leal?n)(n|

n,m

parce que (Pm|@n) = 6nm. Le systéme S est donc un mélange statistique d’états [n) avec un poids |c, |2,
et la probabilité d’observer S dans I'état |n) est |c,|2.



Chapitre 10

Exercices du chapitre 10

On rappelle que l'on utilise dans ce chapitre un systeme d’unités ou A =1
10.7.5 Moment angulaire orbital

1. D’apres I'expression de l'opérateur moment angulaire orbital en fonction des opérateurs impulsion et
position R et P

Ly, Ly) YP,—-ZP,,ZP, — XP,|
YP,,ZP,| +[ZP,, XP,]

i[~-YP, + XP,) =iL.

2. Partons de I’équation (¢f. (10.40))
(7 b= f) (7) = f (R3'[a](M) = f (Ra[~a]()

ol Rz[a] est une rotation d’angle « autour de Ox. On prend « infinitésimal, « — « + da; dans une
rotation d’angle —a autour de Oz

/

zsina + y cos dy = zda

2z = zcosa—ysina dz = —yda

Dans cette rotation, 8 — 0 4+ df et ¢ — ¢ + d¢, que 'on détermine par

dy = rcosfsingdf + rsinécospdep
dz = —rsinfdé
ce qui donne
6 = sin ¢ dv o = <59 44
tan 6

Ceci permet d’identifier L,

0 0
[—idaL, f](7) = da (sin $55 + Ez% 8_¢>> f(7)

soit

Lgczi<sin¢8 cos ¢ 3)

%—FtanOa_gb

Pour calculer L, on peut utiliser la méme méthode, ou bien se servir de la relation de commutation

Ly = _i[LZaLI] = - [%7111]
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En tenant compte de

[3, f(¢>] - (@)

99
0 0 , 0
[8—¢,f(¢) 8—¢] ~ 1O 5
on obtient 5 ] 5
L, =1 <— cos (b% + :;I:Z 6_¢)

3. L'opérateur L, = —10/0¢ est défini sur les fonctions périodiques f(¢) = f(¢+ 27) et il est autoadjoint
sur ce domaine (voir § 7.2.2). En revanche la fonction ¢ f(¢) n’est pas périodique et elle n’appartient pas
au domaine de L,. On ne peut donc pas définir ¢ L, et écrire une relation de commutation entre ¢ et L.
On ne peut pas non plus utiliser la méthode de I'exercice 9.7.1 car les bornes d’intégration contribuent
aux intégrations par parties.

10.7.6 Relation entre les matrices de rotation et les harmoniques sphériques
1. La fonction f(0,0, z) est invariante par rotation autour de Oz. L’action de exp(—iaL,) sur f(0,0, z)
est équivalente a l'identité et donc L. f(0,0, z) = 0. En physique classique

lz = TPy — YPx
et [, =0six =y =0, cest-a-dire si la trajectoire de la particule suit 'axe des z.

Par définition
(Im|6, ¢) = Y,""(0, $)

mais on a aussi

(Imle™'?F= e 0kv]g = 0, ¢ = 0)
= Z (Im|e™1%L= ¢ 79Ly |'m!V (I'm/|0 = 0, ¢ = 0)

U,m’

(Iml6, ¢)

en introduisant un systeme complet d’états
S ym/| =1
Vom
D’apres le résultat de la question 1
(I'm'|0 = 0,0 = 0) < S0

et d’apres (10.32)
<lm|e—i¢Lz e—iGLyll/7 0> _ 6l’lD7(,i)o(6‘7 (b)

En fait on peut facilement obtenir le coefficient de proportionnalité car

20+1

(I'm/|0 =0, =0) = 5,0Y,"(0 =0, = 0) = 1
vy

en utilisant (10.61) et la propriété P;(1) = 1.

10.7.8 Puits sphérique
1. Posant E = —Bet (h=1)

k=+/2m(Vy — B) Kk =+V2mDB
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on écrit la fonction d’onde radiale dans 1'onde s
r <R : u(r)=Asinkr r>R : u(r)=Be "'
La continuité de la dérivée logarithmique donne la relation
kcotkR = —k

Comme dans § 9.3.3, on définit U = 2mVj et k2 = U — k2. L’équation aux valeurs propres devient

VU — k?

tkR = —
co A

et ses solutions sont données par la figure 9.12 (traits pointillés) pour les solutions impaires du puits carré
a une dimension. Il n’y a de solution que si kR > /2.

2. Supposant I’énergie de liaison du deutéron B < Vj, prenant pour masse réduite la moitié de la masse
du proton my/2 et rétablissant &
mpV0R2 - 7T2
2 4
On trouve numériquement Vy ~ 100 MeV > B

3. L’équation d’onde radiale est

1 d> A B

“om 42 + ol u(r) = Eu(r)

qui est analogue a celle de I'atome d’hydrogene (10.86) avec [(I +1)/(2m) — A et B — €2.

10.7.13 Diffusion de la lumieére

1. Si le photon est émis suivant ’axe Oz avec une polarisation circulaire droite (D) ou gauche (G), par
conservation du moment angulaire, les deux amplitudes non nulles sont

a=(D,0=0T|j=1,m=1) ad=(G,0=0T|j=1,m=-1)

Si la transition est dipolaire électrique, nous avons vu au § 10.5.2 que a = a’ (avec nos conventions de
phase). On en déduit, en utilisant I'invariance par rotation de la transition, [U(R),T] =0

at=t0) = (D,OT|j=1,m=1)=(D,0=0TU[R;®)]j=1,m=1)
= (D,0=0Tj=1,m=1)(j=1,m=1U'Ry(0)][j =1,m=1)

1
ad(0) = 5 a(l+cosh)

On trouve de méme

_ 1
a=(0) = adi")  (6) = 5 a(l —cost)

Si le photon est émis dans la direction 7 = (6, ¢), il faut utiliser Popérateur de rotation U[R (6, ¢)] et Pon
obtient
ap=40, ¢) a(1 + cos 0)el?

ag='(0.9) =

a(1 — cos f)e'?

N =N =

2. Sil’atome absorbe le photon les deux amplitudes non nulles sont, par conservation du moment angulaire

b=(j =1,m=1|T"|D) ¥ =(j=1,m=—-1T"|G)
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Si la transition est dipolaire électrique, b’ = b d’apres les résultats du § 10.5.2. En introduisant une somme
d’états intermédiaires

cp—p(0) = cp(jm)C(jm)—p (0) = (P',0|S|P) = Z<P/=9|T|1m><1m|T/|P>

m

(D,0|S|D) = (D,0|T|j=1,m=1){(j=1,m=1T'|D) = %ab(l + cos f)
(D,0S|G) = (D,0|T|j=1,m=—-1){j=1,m=—1T'|G) = %ab(l — cos0)
(G,0|S|D) = (G0T|j=1,m=1)(j=1m=1T'|D)= %ab(l — cos )
(G01S|G) = (GO|TIj =1,m=—1)(j = 1,m = —1|T"|G) = %ab(l + cos6)

Dans les deux cas la distribution angulaire est
1
W) = 5 la?|b]*(1 + cos? 0)

Si le photon est initialement polarisé suivant Oz on trouve

(x,0|S|x) ab cos
(y,0[Slz) = 0
Dans un modele classique de diffusion d’un photon par une charge, un photon de polarisation linéaire

suivant Oz met la charge en mouvement suivant cet axe, et la charge rayonne une onde électromagnétique
polarisée suivant Ox avec une distribution angulaire o< cos? 6.

Si le photon est émis dans la direction 7 = (6, ¢), on trouve

(D;0,¢|S|D) = %ab(ucoso)eifﬁ
(D;0,0|9|G) = %aba—coso)e*w
(G;0,¢|S|D) = %ab(l—cos@)ei‘b

1 .
(G;0,0ISIG) = 5 ab(1 + cos0) e ¢
Si le photon est initialement polarisé suivant Oz, on obtient les amplitudes suivantes

(x;0,0|S|z) = abcosbcosp
(4:0,0[5|z) = absing

Ces résultats se comprennent en remarquant que le cosinus de ’angle entre la polarisation initiale et la
polarisation finale est cos 6 cos ¢ pour une polarisation finale = et sin ¢ pour une polarisation finale y.

10.7.14 Mesure du moment magnétique du A°

1. La conservation du moment angulaire suivant Oz implique m’ = m, car la composante z du moment
angulaire orbital est nulle

(0 = 0,m'|T|m) o Spmm:

L’amplitude b s’obtient & partir de a par une réflexion par rapport au plan Oz : |a| = |b| si la parité est
conservée.
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2. Si le proton est émis suivant une direction faisant un angle 6 avec 'axe Oz dans le plan xOz, on peut
calculer amplitude désintégration en utilisant 'opérateur U[R4(0)] de rotation d’un angle § autour de
Oy

(. m|Tjm) = (6=0,m'|UT[Ry(8)|T|m)
= DO = 0. |Tlm") (m" | m)
= amm (0= O)dgrlz’/ri) (0)
Avec les définitions de la question 1
a1 =a a1 _1=">
272 20 2
et compte tenu de (10.38)
(1/2) 0 (1/2) 0
a4+ (0) =ady 7 (0) = acos = a_4(0) =ady, ", (0) = —bsin -
33 2 373 2

3. Si le AY est produit dans un état m = 1/2, la distribution angulaire w(f) est (car les états finaux
m' —1/2 et m’ = —1/2 sont discernables)

w(0)

6 6
|la|? cos? 3 + [b)* sin? 3

1 1
= 500+ |bP) + 5 (Jal* o) cos

et par conséquent
_ a2 —]p

1 2 9
=—(la|*+ b o= ——
Wo 2(| | | | ) | |2 |b|2

Si la parité était conservée, on aurait |a|> = |b|? et a = 0. L’observation d'un terme en cosf dans la
distribution angulaire de la désintégration est donc une preuve de la violation de la parité.

4. p'x pro est le seul pseudovecteur disponible, et <§>, qui est un pseudovecteur, doit nécessairement étre
orienté dans cette direction : (S;) = (S,) = 0.

5. Le hamiltonien du spin dans le champ magnétique est

—

H=—ji-B=-S

o]

Le spin du proton précesse donc autour de B avec une vitesse angulaire w = vB dans le plan 2zOz. Au
temps ¢ = 7, il aura donc tourné d’un angle

A=wr =7vBT1
L’angle de la désintégration doit étre mesuré a partir de la direction # du plan Oz
. = Tsin A + Zcos \
La direction d’émission du proton est
p=2asinfcos¢ + ysinbhsing + 2 cosl

et
cos® = p-n = cosfcos A+ sinfsin \ cos ¢

La mesure de la distribution angulaire permet de remonter a la direction de 7 (ou a l'angle ) et d’en
déduire v par A = yBr.
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10.7.15 Production et désintégration du méson p*

1. Calcul de a,, (0, ¢) : R(0, ¢) est la rotation (10.30) qui amene axe Oz sur la direction d’émission du

méson 7w+
am(0,9) = (0,¢|T|m) = (6 = 0,6 = 0|UT[R(6, )| T|m)
= ) (0=0,¢=0[T|m')(m/|[UT[R(0, §)]|m)

ol nous avons utilisé I'invariance par rotation [U, T] = 0. Par conservation du moment angulaire
<9 = O, (]5 = 0|T|m'> 0.6 5m’0 = a&m/o

car si le méson 71 part dans la direction Oz, son moment angulaire suivant cette direction est nul. D’autre
part

(m' = OUT[R©, @)lm) = (TR, )lm’ =0)* = [D(0,6)]
o™ dpup (0)

On obtient les différentes amplitudes de désintégration en utilisant (10.39)

a1(f,9) = aei‘bd%)(ﬁ) = —% e'? sin 6
ao(6,¢) = adl)(0) =acos
a_1(0,¢9) = ae_i‘bd(_lio(@) =L e sing

V2
d’ott les distributions angulaires

lal®

Wy =W_; = =L sin?0 Wo = |a|?sin? @

On note que Wy + Wy + W_1 = |al? : en conséquence, si le méson p n’est pas polarisé, la distribution
angulaire est isotrope, ce qui est nécessaire car il n’y a pas de direction privilégiée. Par la suite on
normalisera W par

Wi+ Wy +W_q = |a|2 =1

2. Si le vecteur d’état initial est donné par

N= Y cullm) S et =1

m=-1,0,1 m=-—1,0,1

I'amplitude de désintégration a) sera

ax(8,9) = (0. 4ITIN) = Y (6. SIT|1m)(Im[X) =D cmam(0, )

m

et la distribution angulaire

WA(0,0) = Y CmChrm (0, d)as, (0, 0)

m,m’
L’expression explicite de W) est donnée a la question suivante.
3. Pour chaque composante du mélange statistique de poids p,, la distribution angulaire est

Wa= 3 e Dan (6, d)as, (6, 0)

m,m’



51

et la distribution angulaire correspondant a 'opérateur statistique p

Wo(0) = paWa= Y pacVe" N am(0,0)ak (0.0) = > prmram (0, 6)az, (6. ¢)
A

A,m,m/’ m,m’

On simplifie le calcul en remarquant que pmm: = p},,
m # m’' P! Cm Qs + Pt G @y = 2Re (Prms Gm @)

Par exemple

* P10 ip .
Re aiay) = —Re | —=¢€'? sinf cos 6
(Plo 1 0) (\/5 )

Le résultat final est
1.
W,(0,0) = poocos® 6+ 3 sin? 0(p11 + p_1.-1)

+ i sin 260 Re (e —i¢ P—10 — ei“b plO) — sin2 0 Re (e Zi¢ plyfl)

V2

Pour obtenir la distribution angulaire de la question 2, il suffit de remplacer p;; — |cl|2, plo — cicg ete.

4. Le seul pseudovecteur a notre disposition est n, et (f ), qui est un pseudovecteur, est nécessairement
dirigé suivant 7. En utilisant 'expression (10.24) de J, et J, pour j = 1 on trouve

TrpJ. = 2(Repio+Repo,—1) =0
TrpJy = 2(Impio+Impy,—1) =0

soit p1g + po,—1 = 0. Dans I'opération Z, qui est une réflexion par rapport au plan Oy, la cinématique
de la réaction est inchangée, et comme la cible n’est pas polarisée et comme la parité est conservée, la
réaction est identique a son image dans le plan xOz. On doit donc avoir

[0, 2] =0 ou Z 'pZ=p

On utilise ensuite

II|1m) = n|lm)
ou 7 est la parité du méson p (n = —1 car le méson p est, comme le photon, un méson vectoriel). On en
déduit . . '
<1m|Hesz pefmJZH|1m/> _ |’I7|2€7m(m 7m)pmm’
soit

Pmm! = (_1)m—m/ Pmm/
10.7.17 Désintégration du X°

1. Si le photon est émis suivant 'axe Oz, la composante suivant cet axe du moment angulaire orbital est
nulle, et la conservation du moment angulaire est assurée pour les amplitudes a et b, mais non pour c¢ et
d, qui sont donc nulles.

2. Les amplitudes a et b se déduisent I'une de l'autre par une réflexion par rapport au plan 2Oz, et si la
parité est conservée dans la désintégration, alors |a| = |b|. L’opération de réflexion ) (10.100) agit de la
facon suivante sur les état du photon dont la parité est impaire, 7, = —1 (voir (10.104))

Y|D) = —|G) Y|G) = —|D)
tandis que pour le X% et A% (voir (10.102))

n(=1)"/27 ], —m)
A=) | =)

Yljm)
Yljm') =

n
n
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et comme m’ = —m, on obtient un facteur global
Menany (1) = e =1
On peut aussi utiliser directement (10.119)
Nty (= 1) =
La transition est dipolaire magnétique car les parités de I’état initial et de 1’état final sont les mémes.

3. Si p’est I'impulsion du photon, 'amplitude d’émission du A° dans la direction —p avec une projection
du spin m/ sur p lorsque le photon est polarisé circulairement & droite est

ap (0) = (D,m’;0|T|m =1/2)
= (D,m';6 = 0[U'[R;(8)]jm = 1/2) = (D, m';6 = 0[T|m"){m"|U'[R;(6)]1/2)
0
= ad(ll/lz)(ﬁ) = acos =
22 2
car seule la valeur m” = 1/2 donne une contribution non nulle. On a donc m’ = —1/2. Un calcul analogue

donne pour la polarisation circulaire gauche du photon

a’ (0) = bd'!/?

1
3

D= —

(0) = —asin 3

Seules les amplitudes ag/:_l/2(0) et ag/:1/2 (6) sont non nulles.



Chapitre 11

Exercices du chapitre 11

11.6.2 Propriétés mathématiques
1. On procede par récurrence en supposant [N, aP] = —pa?
[N,a?™] = [N, aa’] = [N,ala? + a[N,a?] = —(p + 1)a?**
Considérons un monéme! en a et af, P = (af)%® et calculons son commutateur avec N
[N, (a")?a”] = [N, (a")"]a” + (a')?[N, a"] = (¢ — p)(a’)"a”

qui s’annule seulement si p = ¢. Comme toute fonction de a et af peut s’écrire comme une somme de tels
mondmes, en utilisant si nécessaire la relation de commutation [a,a’] = I pour mettre les opérateurs de
création et d’annihilation dans un ordre adéquat, on voit que la seule possibilité d’avoir un commutateur
nul est que cette fonction soit une somme de termes de la forme (af)?a?. Tout monoéme de la forme (a')Pa?
peut s’écrire comme une fonction de a'a en utilisant les relations de commutation (11.8). Si un opérateur
A commute avec N, c’est obligatoirement une fonction de N : A = f(N). Il n’existe pas d’opérateur
indépendant de N et commutant avec N et

(n'|Aln) = (0| f(N)n) = f(n)0nmn

2. Soit un vecteur |p) orthogonal & tous les vecteurs |n), (p|n) =0 Vn
P'ln) = n) P'le) =0
Montrons que [P’,a] = 0. 1l est évident que
(n[[P’,a]ln) =0 (¢l[P’,alle) =0
Examinons (p|[P’,a]|n) et (¢|[P’, al]|n)

(p[P'aln) = (p|P'afln) =0
(plaP’|n) (plajn) = v/n (pln—1) =0
(nla"P'|n) = (nla'p) =Vn+1(pln+1)=0

et donc [P’,a] = 0 et [P’,a'] = 0. Le projecteur P’ commute donc avec a et af, et d’apres le théoreme
de von Neumann, c’est un multiple de Iidentité, soit P’ = I, soit P’ = 0. La seconde éventualité étant
exclue, reste P’ = I.

11.6.3 Etats cohérents

Lorsque 'on écrit une combinaison de a et af avec tous les a & droite et tous les at & gauche, on dit que l’on a éerit
cette combinaison sous forme normale (section 15.4).

53
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2. En utilisant le théoreme d’Ehrenfest (4.26)

o d
ih-=-(a) (t) = ([a, H]) = h(a)()

car [a, H] = hwa. Si la condition initiale est

(a)(t = 0) = (p(0)]ale(0)) = 2o
la solution de I’équation différentielle ci-dessus est

(a)(t) = zoe ™"

3. On veut en outre que (p(0)|a’a|p(0)) = |20/2, ce qui implique, avec b(z) = a — 2o

(p(0)[b"(20)b(20)|(0)) = (w(0)]al a|<P( )) = 20{p(0)]a’|(0)) — 25(2(0)]ale(0)) + |20
= (p(0)l(a’a —[z0*)I(0)) = [[b(20)(0)|* = 0
ce qui n’est possible que si b(zo)|p(0)) =0 : |¢(0)) est vecteur propre de b(zp) avec la valeur propre 0

b(20)l¢(0)) = 0 soit alp(0)) = 20/¢(0))

4. On utilise (2.55) N A 114, B]
B _ JA+B_ 3[AB
=e ez

ee
avec )
A:i(z—z*)(a—l—cﬁ) B:C—(z—l—z*)(a—aT)
V2 V2
et 1
c=—c =— A+B=—z"a+ za
V2

L’égalité (2.55) est valable parce que [A, B] est un multiple de 'identité qui commute avec A et B. On
utilise un systeme d’unités tel que
h=mw=1

ou de fagon équivalente on utilise les opérateurs Q et P de (11.4) au lieu de Q et P
[4,B] = —3(: — )= + 2)[Q, P = (2 ~ )

On doit donc choisir )
f(z.27) = exp <—1 [=* - }>

Dans ces conditions la fonction d’onde de I’état cohérent ¢, (q) en représentation ¢ est

exp (—i (2% - 2*2]) exp (%[z - z*]q) (@] exp (—%[2 + z*]P) 10)
exp (_% (22— 2*2]) exp (% [ — ] q> o (q - %[z + f])

ot o(q) est la fonction d’onde (11.23) de I’état fondamental de l'oscillateur harmonique. D’apres (11.37),
les valeurs moyennes de @) et de P sont

v-(q) = (q|D(2)]0)

et on peut récrire le résultat précédent

p-(q) = ﬁ exp <—%<Q><P>) exp (i(P)q) exp <—%(q - <Q>)2>
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En rétablissantles facteurs dimensionnés
_(mw\ /4 i (P)q 1 mw 5
v.(q) = (E) exXp (_ﬁ<Q><P>> exXp (1 7 eXp 9T (¢—(Q))

Le facteur de phase global

e (=P

est physiquement non pertinent et peut étre omis.
5. On écrit, avec z = pexp(if) et A, = (n|Alm)

(zl4lz) = > (zln)(n|Alm){m]z)

n,m

e_‘z‘2 Z A mzmz*"
—  Vnlm!

_p? A i(m—
o P Z n;m' e1(m n)o anrm
n,m v nim:

ol nous avons utilisé (11.31)
— el 2
(m]z) =e —

Ecrivant le développement de (z|A|z) sous une forme générale

5 o0 o0
Gl =30 3 e

q=0 p=—o00

on déduit
1 dRe zIm z

=4 e " (2| Alz)

Cpq

et on peut faire I'identification

Anm = Vnlm! Cm—n,m+n

avec (m —n) et (m+n) entiers, (m +n) > 0. On peut donc & partir de (z|A|z) obtenir tous les éléments
de matrice A,,,.

11.6.4 Couplage a une force classique
1. D’apres (11.68) . . .
a(t) = e Mot/ g om0/ — g =it a(t=0)=a
d'ot . _
a(t) =ae ! al(t) =alelt
la formule pour @' s’obtenant par conjugaison hermitienne. L’équation différentielle (4.44) pour U(t)
devient

WS =~ (ae g at ) F(0(1) = WU ()

avec la condition aux limites U(t = 0) = I.

2. Divisons l'intervalle LO,t] en n > 1 intervalles infinitésimaux At; pour un temps At infinitésimal,
lopérateur d’évolution U (t; + At,t;) est donné par

U(t; + At t;) ~ e AW E)/A

avec

_% AtW(tJ) = [1f(tj)aT ethj + if(tj)ﬁeiiw%] = CjaT — C]*a
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ol .
Cj = iAtf(tj) elwtj

L’opérateur d’évolution U (t) est

n—1 n—1
Ut) =[] exp (Ga' = Ga) = ] D)
j=0 j=0

ot D(() est Popérateur de déplacement (11.40). D’apres (11.42)

D(¢1)D(G) = explilm(i¢y)] D(¢ + o)
D(G2)D(¢1)D(Co) = exp[iTm (C2(¢T + ¢5) + 1)) D (G2 + 1+ Co)

d’ot1 le cas géneéral

1
5 2 (GG = GG | DGt + -+ G+ Go)

2i £~
J>1

D(Gu—1)---D(C1)D(Go) = exp

A la limite At — 0, avec () = if () exp(iwt)

S = e = [ arare - e @)

7>

ce qui donne la phase ®. Par ailleurs (11.42) donne

1 . .
D(Cr—1+ -+ G + ) =exp —5 ZQCJ- exp [(Co, 4+ C1 + Co) al] exp [(Gno1 + -+ C1 + C0)" a]
0,J
et a la limite o t — 0
1 1
D = exp {—5 /df/ dt”C(t’)C*(t”)} expl[z(t)a'] exp[z*(t)a] = exp | {—§|2(t)IQeXp[Z(t)aT] exp|z*(t)a]
3. Calculons l'intégrale dans le second terme de D pour t > to

to , +oo , -
2(t) =1 ft)ewt dt’ = i/ fthet dt’ = if(w)

tl — 00
2(t) est indépendant de t. Nous obtenons finalement un opérateur U (t) indépendant de t pour t > to

~ - 1 -
U(t) = exp (iaW(w) exp (iaf*(w) exp(—i®) exp (—5 |f(w)|2>
Ceci nous permet de calculer 'amplitude de transition n — m

Apnlt) = (mlU@In) = (mlTo(O)T (1) )
e =t/ (m| T (£) )

Le résultat est particulierement simple si I'oscillateur est dans son état fondamental au temps ¢t = 0 car
U(t)]0) est alors un état cohérent |z = if(w))

U(B)]0) = e~ - HI/2e1 I ]0) = o 71 fif(w))
La probabilité d’observer un état final |m) est donnée par une loi de Poisson (11.34)

(1F@)P)" exp (17 @)P)

m!

p(m) =
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11.6.5 Opérateur de phase
1. Ecrivons a = Ae'®. Nous en déduisons aa’ = A2 et, compte tenu de [a,af] =1
T _ _ 42
ala+I=N+I1=A

Il en résulte

A = VN+ =i|n)\/n+1<n|

1
n —+

I

n=0

(n|

—_

Comme A~! est défini, on peut écrire
e =A"1q

Montrons que exp(i®) est précisément £ = > |n)(n + 1|. Pour ce faire, comparons les éléments de
matrice de F et de exp(i®)

(mlElp) = Y (mln){n+1lp) = pm1
—1 _ 1 —
(mlA™ alp) = Y (mIn) — (nlalp) = Opmia

n

en utilisant (11.17).
2. Compte tenu de [E, ET] = |0)(0|, le commutateur [C, S] vaut

(€.5] = —2]0)(0
et si ’état de Doscillateur est |¢)
ALCALS > 1 Il
Si la projection de |¢) sur le vide est nulle, alors A,C et A,S peuvent étre simultanément nuls
C% + 8% =1 —10)(0]
et si (p|0) = 0, alors les valeurs moyennes de C? et S? vérifient

(€% +(8%)p =1

3. En suivant la méthode conduisant a (11.50), il est facile de calculer la valeur moyenne de E dans 1’état
cohérent |2), z = |z| exp(if)
Z2n+1

(Bl = e Y ey e

i6

11.6.9 Détection homodyne et lame séparatrice déséquilibrée

1. On part de I'action d'une lame séparatrice donnée par (11.117) pour cos A = sin A = 1/v/2
UalUT = (a +1ib7)

vt =

S-Sl

(ia]L + bT)
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Examinons 'action de la premiere lame en partant de I’état initial
[Wo) = [1400) = a¥|0404)
Dans le point de vue de Schrodinger, I'action de la lame sur le vecteur d’état est donnée par
1
V2

Le trajet supérieur de I'interférometre ajoute un facteur de phase exp(id)

W) = U|Wo) = Ua’|0405) = —=(|1405) + 1|0415))

1 .
wy) = ﬁelﬂlaow +1[0415))

tandis que 'action de la seconde lame se traduit par

[Wa) = U = 5 [(0 = 1) [1a0) +1 (e + 1) 0,13)

Ceci donne immeédiatement 1
(WolaTalWy) = 5(1 —cosd)

Pour un état de Fock a n photons, on part de

[W0) = [n405) = —— (a')" 0403)

n!

Nous avons la suite des transformations

at - \/Li(aT+ibT)—>%(ei‘;aT+ibT)
— = [e®(@a" +ib") +i(ia’ + ']

N =N =

(" —1)a’ +5 (e +1)bf
et ’état final est donc

We) = 7= [5 (" —1)al +5 (7 +1) bq 10405)

L’interférometre envoie les photons suivant une loi binémiale dans chacun des deux bras avec une pro-
babilité (1 — cosd)/2 et (1 4+ cosd)/2 respectivement, et les taux de comptage sont proportionnels &
n(l —cosd)/2 et n(1+ cosd)/2 : le résultat est le méme que pour n photons individuels successifs.

Pour un état cohérent, d’apres (11.119)
[9}) = Dy (e%2/v2) Dy (12/V2) 10406) = Da(z) Do(20)10400)
Toujours d’apres (11.119)
UDa(2)U' = Da(2a/V2) Dy (i24/V2)

D
UDy(z)Ut = D, (izb/\/i) Dy (zb/\/i)

On obtient pour |¥s) en utilisant (11.42)

Us) = ei¢Da<Z‘l+lzb) Db(lz“”b)|oaob>




59
d’ot1 'on déduit )
(UylaTalW) = 5(1 —cosd)
soit le méme résultat que pour un photon unique.

2. Dans cette question, il est commode de choisir le point de vue de Heisenberg, ou les vecteurs d’état et
les opérateurs statistiques sont indépendants du temps, et ou les opérateurs subissent la tranformation
(11.116). Le taux de détection est donné par la valeur moyenne de cfc, ot ¢ est 'opérateur transformé
de a

w, o Tr [ps|2)(z|c’e] = Tr [ps]2) (2| (a’ cos A —ibT sin \) (acos A + ibsin \)]
= Tr [psaTa} cos® X + (z|b'b|z) sin® A +1Tr [ps|2) (2] (aTb - bTa)] sin A cos A

Le terme Tr[psafa] donne le nombre moyen de photons du signal, (z|b7b|z) = |2|? le nombre moyen de

photons de 'oscillateur local et le dernier terme mélange le signal et 'oscillateur local. Compte tenu de
(z|blz) = 2

iTr [ps|2)(z] (a'b—bla)] = i2Tr(psa’) —iz*Tr(psa)
= i|z|Tr [ps (CLT el? — ae*ie)]
= 20T [psXignya)] = 2020 (Xg1r/2)
en utilisant (11.122). On retrouve la formule de 1’énoncé en remarquant que
sin Acos A = /(1 —t)

En faisant varier la phase 6 de l'oscillateur local, on peut donc mesurer n’importe quel opérateur de
quadrature.

11.6.10 Oscillations de Rabi dans une cavité
1. Compte tenu de (11.143), le vecteur d’état au temps ¢ = 0 pour n photons dans la cavité est
[¥n(0)) = |¢h) = cosbulx;) +sinbax;)

et donc
(0% [ (1)) = cos? B, €1/2 4 gin? 6, e~ t/2

Qn, =4/0%2+ (n+1)0%

Compte tenu de tan6,, = Qry/n + 1/§, on trouve

avec

H=1-—"T PR _
PO = e

ce que l'on aurait pu déduire directement de (5.43), car €, est la fréquence des oscillations de Rabi. La
figure 5.8 montre la réduction des oscillations hors résonance.

2. A la résonance, et pour n photons dans la cavité
Qt L Qut
[9n(6)) = cos 2= |5} — i sin —2 )

et pour un état cohérent initial |z)

. (1)) = e 11772 g —= ()
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L’amplitude a,,(t) pour observer un état final |e ® n) est donc

2" Qut
an(t) = e 22 2 gog 20
n! 2
Lorsque l'on a détecté Patome dans 1’état |e) on observe que les états |e ® n) sont des états finaux
différents, qui pourraient, au moins en théorie, étre distingués. Il faut donc sommer les probabilités de

trouver l'atome dans 1'état |e ® n)

|2n

pult) = lan()? = e L

5 Qpt
cos® ——
n! 2

et la probabilité de trouver I’atome dans I’état excité est
o0 o0
1 1 2 |z]?™
t) = t)==— ¢l —— cos(Q,t
p(0) = D palt) =5 -3¢ 3 costit)

La transformée de Fourier de p(t) doit exhiber des pics a Qo = Qg, 4 = V2QR, Q3 = V3Qr---.
|2|? ~ 0.9 est le nombre moyen de photons.

3. Pour |z| > 1, la fonction
ol

Prn nl

passe par un maximum pour n ~ ng = |z|? et elle est approchée par une gaussienne

1 (n —ng)?
~ exp | ——
Pn V2mno P 2ng
Posons u =n —ng < ng

O = Qysw ~ Qry/iio (1 + ﬂ)
ng

de sorte que, en remplagant la somme discrete par une intégrale

1 1 1 2 QRU
)~ u”/2no Q, kil I
p() 2 2 ,/27m0/ ¢ €08 {( °+2,/n0> }

Compte tenu de

Qru B Qput . . Qprut
cos [(Qno + 2\/71_0) t} = cos(Qp,t) cos NG sin(Qy,,t) sin NG

et de ce que le deuxieme terme ne contribue pas a l'intégrale, on obtient

242
cos(S2p, t) exp (— ngt )

R

p(t)

N = N =
N = N

.2
cos(p,, t) exp (— —2>
-

avec 7 = 21/2/Qpr. L’approximation de n par une variable continue reproduit bien la décroissance initiale
des oscillations. Cependant, si I’on écrit

on voit que toutes les oscillations sont en phase pour un temps t tel que

47T\/7’LO o
- =

0 (ﬂ' 2n0) T>T



On aura donc une résurgence de oscillations pour cette valeur de ¢.

11.6.12 Transformations de jauge non abéliennes
1 L’expression de 77 est
7 = ot (—ﬁ -~ qA’) QP
Remarquons tout d’abord que B B
V(QP) = (VQ)® + QVD

On souhaite avoir 7= 7"

7= (—16 —iQ7Y(VQ) — qQ—h&’Q) o
d’ou la condition B B . B B

—iV — gA = —iV —iQ (V) — ¢ 'A'Q
soit .

A =QAQ ! - 2(69)9—1

Dans le cas abélien, le champ A est un nombre, et non une matrice
QAQ =4
et on retrouve

A= A-VA

2. Choisissons une transformation de jauge infinitésimale

Q=T—-igY Au(F) <%aa) =7 —iqT

Alors

-

QAQ! ~ A —ig[T, A]

et

(V! ~ —ig) VA, (%0,1)

Les relations de commutation(3.52) donnent
ZAb 1O'b ch lUc — izgabcAbgc 1O—a
. 2 ’ - 2 - 2

d’ou, par identification du coefficient de o, /2

[T7 -‘&] =

0Ag=A, — A =-VAi+ 0> carchAc
b,c
3. Nous avons établi la forme de la dérivée covariante en exigeant 7/ = 7, et par construction
oD~ ! =D

On peut écrire I’équation de Schrodinger indépendante du temps (A =m = 1)

%(—iﬁ)2¢:E<I> =0 lo

sous la forme ) )
S0 (—113) 0o’ = EQ e
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En multipliant les deux membres de I’équation par €2 on obtient

% (—115/)2 o' = B’

11.6.13 Effet Casimir

1. Les seuls parametres physiques & notre disposition sont L, i (il s’agit d’un probleme quantique) et ¢
(la vitesse de propagation des ondes électromagnétiques). Avec ces trois parametres, on peut former une
seule quantité ayant les dimensions d’une pression, & savoir hic/L*.

2. Les modes stationnaires du champ électrique sont de la forme

7TTLZ:| e_,S(K) e:tint

E(7t) = {ei(xk“ryky)sin—
oll m est un entier > 0 et wg = C|X| Lorsque n # 0, le vecteur d’onde tridimensionnel K est de la forme

— ™
K= (kzk ,i—)
vET

et il y a deux directions orthogonales indépendantes pour €S(K ). L’annulation de de la composante
tranverse du champ électrique E pour z = 0 et z = L est alors garantie par le facteur sin(mnz/L). Lorsque
n =0, €5(K) doit étre parallele & Oz en raison de la condition d’annulation de la composante transverse
de E et comme de plus é’s(K' ) doit étre orthogonal a E, il existe une seule direction de polarisation.

3. A chaque vecteur k correspondent deux états de polarisation (sauf si n = 0) et ’énergie de point zéro
est
h / -
Eo(L) =5 22 wn (k)
n,k

4. A la limite continue, (cf. exercice 9.7.11), lorsque les dimensions L, L, — 00
S 2
S o2 [
2m)2 /
- )
mais comme L est fini, la somme sur n reste discrete, et

Eo(L) = (255)22’/d2mn(12)
n,k

Cette intégrale diverge aux grande fréquences (divergence dite ultraviolette). On introduit un facteur de
coupure Y, qui représente physiquement le fait qu’un métal réel ne reste pas parfait aux grandes fréquences

Eof 2Z/ol2 n(K)x (w—(];)>

2,..2,2
2 cTTn

272 2 2,2
w® = 72 + k" =w, +ck w > Wy

et effectuant le changement de variables

Posant

2
A2k = 2rkdk = 2 wdw
C

kS =, [ 9 [ w _men
Ey(L) = 27T02n:O /wn dww*y (w—c> W =~

on obtient
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5. Ey(L) dépend de L uniquement par I'intermédiaire de w,, = mne/L et

dEo(L)  dw, hS 2X<w)ﬂ'nc hS QX(W)

AL~ dL 2ne M \wo ) T 12 2w N\ .

On en déduit la pression interne

1 dEy(L) m2he o=, 5 (W 2he o=,
Pin = —— = — —_ = —
TS AL 2rt 2" X0, ozt 2 9()

n=0

Le calcul de la pression extérieure s’obtient en prenant la limite L — oo, puisqu’a 'extérieur le champ
n’est pas confiné entre deux plaques. On peut donc remplacer la somme discréete sur n par une intégrale

m2he [
Pt = / 4(n)
0

Y

le pression totale vaut

w2he
Po :Pin _Pex = -
tot § § 5[ A (

S Vg(n) I g<n>>

n=0

D’apres la formule d’Euler-Mac Laurin

ce qui donne

w2 e
Pio —
T 240 LA
On obtient ’énergie de point zéro par intégration
w2 he
Ey(L) = ——— —
D) = ~735 7

11.6.14 Calcul quantique avec des ions piégés

1. Nous écrivons le hamiltonien d’interaction en terme de o4 et o_
1 H .
Hiy = ) hwl[0+ + U_] el(wt—kz—9) + o i(wt—kz—¢)

et nous passons dans le point de vue de l'interaction interaction en utilisant (5.32)

eiH()t/FL oy efiHot/h — e$iu)0t oL
A T'approximation séculaire, nous pouvons négliger les termes qui se comportent comme exp|=+i(wo + w)t]
et il reste

Hyy ~ _E Wy [U+ 0i(61=0) g=ikz | o =i(5t=0) eiki}
2

2. Az = /h/(2Mw.) est l'étalement de la fonction d’onde dans le puits harmonique. Par conséquent,
n = kAz est le rapport de cet étalement & la longueur d’onde de la lumiere laser. Nous pouvons écrire

- ~ ~ —iw,t iw.t
bz =k 2sz(“+‘ﬂ):’7(ae +alel)

L’élément de matrice de Hiyg entre les états |1,m +m’) et |0, m) est

~ 1 . o
<17 m+ m/|Hint|m> = —5 hwle‘(‘”*“b) <m —+ m/|67”7(a+aif)|m>
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La fréquence de Rabi pour les oscillations entre les deux niveaux est

W = o[ et D )|

3. Ecrivant o
etn@t+al) ~ 1+ ip(a + af)

et en conservant uniquement les termes du premier ordre en 7 nous obtenons

- i . . _ .
Hypyp = 577hwl [0+ Qe (6=w)t o=id _ o ta—i(—we)t gid

+ oy aTel(Jerz)t eflqb — T ae71(6+wz)t €1¢:|

La premiere ligne de Hi,; correspond a une résonance a 6 = w — wy = w,, c¢’est-a-dire, w = wy + w,, une
bande latérale bleue, et la seconde ligne a une résonance a w = wy — w,, une bande latérale rouge. Le
terme en o a de la bande latérale rouge induit des transitions de |0, m + 1) vers |1,m), et le terme o_a'

des transitions de |1,m) vers |0, m + 1). De plus

(mlalm + 1) = (m + 1|a’|m) = Vm + 1

de sorte que nous obtenons l'expression de 1’énoncé pour H,"

ity avec
a + G/T
ay = —— a, = —F——
m+1 m—+1

La fréquence de Rabi est donc wiv/m + 1. Le méme raisonnement s’applique a la bande latérale rouge.
Le schéma des niveaux est donné sur la figure 1.

4. Les opérateurs de rotation R(6, ¢) sont donnés par

0 0
R(O,p=0) = Icosi —iaxsing
0 0
R(@,d): g) = Icosi —iaysin§
de sorte que

R(7,0) = —io, R(w, g) = —iogy,

Nous avons par exemple

R(ﬁ, g)R(ﬁ, O)R(ﬁ, g) - (—iay)(Icosg +io, sin g)(—iay)

= —(Icosg +i0, sing) = —R(-4,0)

Appelons A la transition |0,0) < |1,1) et B la transition |0,1) < |1,2). Les fréquences de Rabi sont
liées par wp = v2wa. Par conséquent, si 'angle de rotation est 4 pour la transition A, cet angle sera
0 =204 pour la transition B. Pour la transition A, nous choisissons o = 7r/\/§ et B=m

T w T
Rl—, = |R(m,0)R( —, = |R(7,0) = -1
(75 3) B OR( 75,5 ) R 0)
Pour la transition B nous aurons alors a = w et § = ™2
T T
R(w, E)R(m/i O)R(w, E)R(ﬁ\/i 0)=—1I

L’état |1,0) n’est pas affecté parce que la transition |0,0) < |1,0) ne résonne pas & la fréquence de la
bande latérale bleue. Nous avons donc

[00) < —|0,0) |0,1) < —]0,1) |1,0) < +|1,0) [1,1) < —|1,1)
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Wi

W4 wo

|0,2)

0,1)
LR B

F1c. 11.1 — The level scheme. The transitions which are used are (0,0) < (0,1) and (0,1) < (1.2) :
bluesideband, w; = wp + w, and (0,1) < (1,1) : red sideband, w_ = wy — w.

5. R( + 71',7r/2) = Fioy de sorte que

R(iw,g)|0,1):$|1,0> R(iw,g)|1,0):j:|0,1>
Partons de ’état a deux ions le plus général, les deux ions étant dans ’état fondamental de vibration

[T) = (al00) + b]01) 4 ¢[10) + d|11)) ® |0)
= al00,0) + b|01,0) + |10, 0) + d[11,0)

L’action de R~(®)(—m,7/2) sur I'ion 2 donne
|0") = R=®) (=7, 7/2)|W) = a|00,0) + /00, 1) + ¢|10, 0) + d|10,1)

Nous appliquons ensuite R:él) sur l'ion 1

[0y = RLV19') = —a]00,0) — bJ00, 1) + ¢[10,0) — d|10, 1)
et finalement R~ (7, 7/2) sur Iion 2

|9y = R~ (z, 7/2)| 0"y = —a|00,0) — b|01,0) + ¢[10,0) — d|11,0)
= (—al00) — bJ01) + ¢[10) — d|11)) ® |0)

Ceci donne précisément 'action d’une porte c¢Z a un facteur de phase trivial pres.

11.6.15 L’expérience de Badurek et al.
Partons du vecteur d’état initial
1

V) =T (I Thi+]T2) @2t =0)



66 CHAPITRE 11. EXERCICES DU CHAPITRE 11

La valeur moyenne du champ I§1 au temps t est

—

(B1)(t) = (2()[Bu|z(1)) = 22| cos(wi — §)&
ce qui montre, par comparaison avec I’expression classique
By = By cos(wt — ¢)

que 2a|z| = B;. Dans le point de vue de l'interaction, avec pour hamiltonien Hy

1
Hy = hwa'a — 3 hwgo

nous avons

Hing = —%aﬁ’y [a+ elwot | 5 e*iwot] [a emiwt 4 aeiwt}

et a 'approximation séculaire
ot — 1 h[ —ist T iat]
it =~z |0y ae o_a'e

ol § = w — wp est le désaccord et v le facteur gyromagnétique. L’action de l'opérateur a sur un état
cohérent |2) est simple : a|z) = z|z), mais non celle de a'. On définit le vecteur |¢) comme la différence
entre a'|z) et 2*|2)

allz) = 2*|z) + |e)

Il est facile de montrer que (z|e) = 0 et que ||g[|> = (¢|e) = 1. En effet, en multipliant ’équation
allz) = 2*|z) + |e)

par le bra (z|, on trouve
(zla’le) = z* = 2" + (zle)

et donc (z]e) = 0. D’autre part
lell* = ({zla — 2(z[)(a[z) — 2*[2)) = 1

Ajouter un photon & un état cohérent le modifie de fagon négligeable si |z| > 1. L’action de Hiy sur un
état cohérent peut donc s’écrire grace a la substitution

a'lz) — 2*[2) + |e)

de la facon suivante

1 . . S .
Hipy ~ —§hw1 [0+ el?e ™0t {5 e7? e“”} |2) (2] — = —= 0_e¥|e)(z]

Le premier terme de Hine reproduit exactement le hamiltonien d’interaction avec un champ classique, le
deuxiéme terme, responsable de l'intrication spin-champ, est négligeable lorsque |z| > 1, ce qui est le cas
pour un champ classique. L’interaction avec le champ classique maintient la cohérence entre les états de
spin | 7)1 et | T)2, et les interférences ne sont pas détruites.



Chapitre 12

Exercices du chapitre 12

12.7.2 Longueur de corrélation et niveau excité
1. En introduisant [ =Y |n)(n| =, |m)(m|
Fw, 57,7300, 7a) = 3 e P00 My n) (n| X o H =70/ X @B (=m0 g )

Lorsque 7, — 00, seul le terme n = 0 subsiste, et de méme seul le terme m = 0 subsiste pour 7, — —c.
Comme

(23]0) = o(s) (Olza) = ¥p(a)
on obtient
lim hrﬂ F = wo(xp) () (0| X e HT=T)/0 X|0)
Tgq—>—00 Tp—+00
2. De

T—71")/h

F(xp, m|®q.7q) = <9cb|e7H( Za)

on en déduit par la méme méthode qu’a la question 1

F . /. s Ta
0T (Xu(r)Xu(r))|0) = lim  lim (@, To; 7, T Ty Ta)

Ta——0omy—to0  F(p, Tp|Ta, Ta)

Introduisons la fonctionnelle génératrice
o(m)=a 1™ (1 (da)\?
Z(j) = / Dx(7) exp ——/ —-m <—> +V(x(r)) — hj(r)z(r) | dr
2(Ta)=Tq h Ta 2 dr
Par différentiation fonctionnelle

1 022(j)
Z(j =0)6j()dj(r")

F('rbv Tb; Ta T/; Iaa Ta) =
Introduisons la fonction