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Dans les evenples précédents, les tranaformaticns &taient considérées du
point de vue passif : On change de systémes de références lalssant
fixes les points de 1‘espace, les svénements ou le systéme physique en-
visagé. Par oppesition, le point de vue actif consiste & considérer Ces
trapsformations Comme agissant sur 1es points de L'espace. lag Evéns—
ments ou le systéme physigque. Dans ce cas, relativement & un systéme de
référence donng, zlles transforment les coordonnéss 4d'un point dans les
coordonnésas du point-image. par exemple, on peut ainsi effectuer des
tranzlacicns et des rotations des points de l'espace. Le groupe
enclidien agissant dy point de wvae actif, transforme un point P de

1 espace BNl point P' de coprdonnées A;-+;, ; agrant les coordonnees

e P.

Lorsqn'on &tudie les proprigtés de symétrie d'un atome, d'une molécule
ou d'un eristal, clest le point de vue actif gqui est adopté. Par cxemnple,
une symétrie moléculaire est caractérigée par une transformation de

Oq (R} gui appligue la moléeule {(dont les ions =ont assimilés a des
polnts] sur glie-méme en préservant le caractére chimigque des ions.
L'ensemble de Ces transformations constitue un groups et plus préciad-
ment un Sous-groupe du groupe 05 (IRY, appeld lo groupe de sy@ﬁ;gig_dc la

merlécule.

gimilairement, le groupe de symétrie &'un cristal : le groupe cristal-
Jographigué est un sous-groupe du groupe E;g dont les transformations
appliquent le resean cristallin sur 1ui-méme en préservant le caractére
chimigque des ilons. Cougne exempla, considérons un cristal moncatomigue

cubique dont le réseadl { est doané par
EY + e >
¢ =[x =nl g, +n% ey + 0 ey|nl, n?, nde #}

- = E o P

ot &),y Ty sent orthogonanx ot tels que |ep] = €27 ~ te, ) = 4

11 = loagueur de 1'aréte d'une maille &lémentaire] . Les transformations
o . - - L

de E;a appliguant £ sur lui-méme sont de la forme {a,A] ol ac | =1+

s tel que 2L =L . Pe telles transformations A de o, (IR} forment un

sous—groupe appelé le groupe Egnctuel. Tci il contient 48 gléments et

consiste iExcrcicel en foutesles transformations engandréas par les

deux rotaticns

N -
min 2, o) et Ri{7/2, a:l
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et par la réflexion Py par rapport an plan (;1, 32)

Ve e i
Avant de clore ce paragraphe, faisons encore les qualgues remardgues sui-
11
vantes. D'une maniér e
1 2 maniére générale, les groupes gque l'on rencontre er hysiqu
T [+

5'ils ne so =] onnés comme tel lgzent dans ' =1
nt pas déja donnés me tels, ag 1'espace dea Etat

desystémes physi i
physiques. A titre d'exemple, considérons une particule classique

dont l'es 3
pace des états (l'espace de phase) est constitué par 1'ensemble

- =
r ={g,p} = m°

-+ -+
ou g caract &) et p la gquantite de mouvement de cette parti-
[ érise la position T 1 q i & L 2 d =g
cule, A chagus transformati a du grou e2finissant
on (a,i) 3 sfini
] . 2] E3 d&finis: un chanpgement

de réf on peut faire ccrrespondre ine Lrans L) d
drentiel, Tl 11 t. formation £({a,A)
r =

1'espace des &tats T définie par

li
]
fta}
+

N ' >
S{a,n) s
—_

(I.1.8)
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Du in i
point de vue passif, cette transformation Stg,a} associe & chaque état

de la partic Scri 5
particule décrit par rapport & 1'ancien référentiel, 1'état de la

méme particule décrit par rapport au nouveau

Il est
apparent que l'ensemble de telles transformations de 1'espace de

phase I' vérifient la condition

> -
S(2,A) o S(a',A") = S{{a,A) o (a',A'}) (1.1.9

p L
lus généralement, nous dirons que 1'espace de phase T d'un systéme

classi —25p i
que est un G-espace =i l'eon a un groups G dont les éléments agissent

sur ' par des permutations (applications bijectives)

Sig) : [ e T

vérifiant la condition

Stg) o S{g'} = S(gg") {I.1.10}
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gi pour les systémes classigues 1€S considérations précédentes sant
parfaltement syidentes, les systémes pnantigues en revanche demandent
une disgussion plus approfondie. Nous ¥ COnSacrons le paragrapne

suivant gui débute par usn pref rappel de certains aspects de la

physique guantigue.

52, Les szmétries en_physigue guantigue

£n physique quantique. le systéme &tuais est dderit & 1'aide &'un
espace 4'Hilbert H. Plus précisément, 1'ensemble qiEy de tous les
spus-cspaces fermés de H correspond & un ensemnple de propriétés
pogsibles du systéme, chacune associde a4 une (ou plusienrs) expEriences,
en principe réalisables, doat le rasultat g'exprime par 1'alternative
"gui" ou "non”. pratiguement, cet ensemble de propriétés résulte d'une
jasalisation du systéme qui gépendra de 1'interét et des moyens
4'investigation du physicien. Far exemple, il ne &' intéressera gu'au
nspin" Ade telle particule &t ne prendra pas en considération sa position,
etc.

parmi les sous—ospaces fermés Ge H, les rayans {sous—cspaces de Aimension

1) décrivent tous les &tats possibles du systéme. Pratiguement, L1l est
souvent commode de caractériser un gétat par un vecteur b € H (chuisi

normal.isé} engendrant le rayon correspondant.

Une proprifté possible dov systéme associde & un certain sous-—espace fermé

E € §in) est actuellement “yraie" pour 1a systéme si dans 1'expectative
d'une expérience la réponse “oui" est certaine. EL fait, sL y &€ H décrit
1'&tat du systéme, une expériencea relative a la propriété E donne la

rEponse Poui" avec une probabilité
X | ¢
e = ||Pz¢]

ol Py Adésigne le projecteudr {orthogonal) sar E. En particulier

E "vraig" = E3Y

~ 11 -
IT.11

" : . : L
et la réponse "non' est certaine ssi EJ.QJ autrement dit ssi E 3

Les considérati i Scg
ions gui préceédent ont pour conséguences les fait i
Pour E,F g (4} T

i)
ECF & {E "vraie=" = F "vraia"}

ii} E "vraie" et F "vraie” & ENF "vraie”

iij. L[] "
] B "vraie" ou F "vraie® = E+F "vraie“

I peoint de
vue de la consistanc
e, le =ous-espace
H carrespond & 1
a

propriété triviale touj " i
£ jours “"vraies", pour le s &
, ystéme et le sous-es
pace {0},

4 la propriéeé absurde qui ne l'est jamails

Illustrons ce i
qui précéde avec 1l'exemple bien connu d'une particule
spin dont les &tats iori ) o
” gont décrits par des Fonctions d'onde
wix) € L2(R3, alx) = ®
Soit & un sous-e
nsemble fhorel) de IR? associé & une certaine région de
a

1'espace. Soi X i
P oit ¥, (x) la fonction caractéristique correspondante
X @) =

L'appli i : ]
pplication By : H——i-1H définie par :

W) — Py x X (x
Pap (=) = Xp (wh (x}

est un projecteur (orthoge
! ogunal} de H
sur le sous-espace (forma) E, des

(classes assccides aux} £
* } UI’ICtiOr‘lS@ e H telles que =0
x 31 X é &

Lo sous-aspacse E‘ﬂ, ast associé ici 4 la propridté de la particule, d'eétre

dans la région A, C i 5
o) . En effet, si 1l'état est donné par la fenction d'onde

normalisée v %
isde Y (x}, alors la probabilité d'abtenir la réponse "oui"

oui" {c'est~

a-di '
re de l'observer dans 4) est donnée par 1'expression

W = vy’ =
FE, ”PEJPH v Fg,bo =

_ x ¥ Ed -+ ' - -
—j¢(mmmwmm&=IWWH%%
IR 3 I T



- 12 -

Notamment E, 25t npraia’, c'esc-3-dire p (py =1, si et seulemnent si
& B,

E, 3 Mo
En physigque quanrtique, les obser\!ahles' zont ususllement dafinies par des

opérateurs autoadjoints. Soit A= at un tel opérateur. Supposcons pour

simplifier la discussion qui suit, 1'espace d'Hilbert H de dimension

finie. Dans CeE conditions, la décomprsition spectrale de l'opérateur A
s'gcrit

I
a= } a, Py,
w=1
ol a,r ¥V = 1, ..., & 4im H aésigne les valeurs propres de A et E, les

sous—espaces propres correspondants., Tous les a, sont réelles et les Ey

arthogonaux entre eux- L'opérateur A d&finit ainsi une correspondance

entre certaines valeurs numériques a,, et sertains sous—espaces orthogo-

naux E., formant une "partition"de H

n
E, =&
w=l

Supposcns, pour fixer les idées, que cotte correspondance aggocie &

chacun des B, une certaine valeur de 1'dnergie a, pouvant &tre attribuée

au systéme lorsgue son crat ¥ € E,. On dira alors que A définit 1'obser—

vable énergie du systéme. Dang eS8 sonditions, lorsque E, est "vraie".

1'énergie du systéme est a, et la réponse "non" est certaine pour toute

expérience associde & une autre yaleur de 1'énergie. on a notamment

By = a, ¥
Une nouvelle ghservable
m
—-
B = p P
L u Fl-l
1
est dite comEatible avec A sl [PE‘J' PFU] = 0 Y. ot p, ce gui

svidemment implique la relation de commutation

LA, B] =0

- 13 -

2insi les sous-espace )
s
2] Evn FU # {0} sont orthogonaux et forment une

partition .
de H. & chacun de ces sous-espaces est associé un certain

couple 4
E e valeurs (a,, bli) . dutrement dit, les grandeurs physigues

associde 3
& aux opérateurs A et B sont simultanément mesurables (et ceci

seulement s5i A et B sont compatibles,)

Ce bref r
appel de certains aspects de la physigque quantique avait surtout
pour but
de nous fournir un langage faisant apparaitre clairement le
contenu physi 'i
physique de l'importante notion de symetrie gque nous allons mal
main-

tenant int i i ] &
roduire et gqui joue un rdle fondamental dans taute la physigue

Nous 1l'introdulsons par le biais des considérations suivantes : D'une
maniere générale, la descrlptlcn d'un systeme phys;l.que nécessite certaines
conventions ar ysLe
r B exemple le cheix d'un systéme d {
t téme de coprdonnges {(d'un

réfé i
férentiel) de J_'espace permettant de situer le systdme, etc
v ] -

A deux i i i
conventions différentes, il correspond deux descriptions F(H)
et P . !
§{H;) équivalentes du méme systéme. Autrement dit, il existe une

correspondance biuniveogue

St J(H)) = ‘.T(HZ]
telle gue
1) qH) = u Com
q e E, "vraie = B(E)] = By "yraie"
" 1t 3
2] "non' certain pour Ej ¢ "non" certain pour E, .

En SqUEne i
conséquence, l'application 5§ jouit des propriétés suivantes

VEI, Fy & JiH)) =
i} E;C F; & 5(E]) Q S(F;}

i " A

puisgue $(Eq) "vraie < E; "vraie" = Fp "vraie' < S5{F;}
" 3 Ir =~ o 1
vraie" d'on S{E;) CCS(F|).

By L Fp @ S(EIL5E)

puisque S{E|} "vraie” & " i
1 E; “wraie" = “non" certain pour

F < "pon” i
1 non” ce I
rtain pour S(F;) d'od S{E|} 1 5(F).
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En particulier s préserve la comgatlblhte

=0,
,B_1=0 = [PS(EI)'PS£F1)]

comme il e=t aigé de le vérifier.

Une telle application bijective

g 3 giu) —— T(H,)

. i)
. inclusia (proprie g i1 e orthogona it [proprie 1
proser vant 1 lusion o igte 1 t 1 ] -] [=) té&

='appelle une symétrie.

* = 1 ivant s
Pour les smétries,wigner} a dénoncé le théoréme sul

i — H est caracté-
Thaorame (Wigner) : Toute gymétrie 8 ¢ F(HD > J(Hy)

i smitaire
risé par un opérateur uritaire oun antiunifaly

vy —=H

défini & une phase prés-

TultremeTy hl 1y oute Symetrie i1 existe un o4 ar ateur {an i) -
t, pour L)) Vi trie § P
At t tout 1 t rate ant

anitaive U tel gue ¥ Ep & Finy)

nl

s(e) = owjp = 1) = F2

=3 H
gn particuiier, 1'image par & A'un dtat Y & Hyp

i gnet,
Comme consequencs Jmportant.e dn tnéordme de Wigner
2 - e pour e el 12l gue
wvatblof des prcab pilités n effet, w1b} 10 E, e ﬁ'( 1) L+
At 1it E T T H

soit L'état ¥ £ B, ona:

" 1, van Nostrand
" antum Theory’ r vol. I,
*yyaradarajan ¥.5. : "Geometry of Qu

Company, InG. princeton, 1968.

ost 1l'état Uy =i € He -

“ _
o0 notera la "oconser

-1 I.15

pE, (¥1) = <y, Pgy ¥y > = <y, UPg, 0y gy
= “¥as P (E)) Yo = <yy, pE?_ ba> = PE, (5]

La démonstration du théoréms précédent sort du cadre du présent exposs.
L& point essentiel de la démonstration consiste & prouver gque Itoute
symétrie § est caractérisée par une application U B e Ho
additive, c'est-8-dire telle que

Ui+ $1 = Tip) + U

Ce point étant acguis, l'lantilunitarité se démontre aisément.

Dans le présent contexte, nous nous contenterons de constater gue tout

opérateur {antijunitaire définit blen une aymétrie, ce qui se woit szans

difficulté.

Illustrons maintenant o2 gqul précéde par 1'exemple suivant d'une parti-
cule sans spin décrite par rapport 3 deux systémes de coordonnées
cartésiennes R et :K' reliés par une transformation
-+ -+ -
{a,R} : x p—— x' = Rx+a
- = e > - = .
du groupe euclidien [Eg. Tei x et k' désignent un méme point géométrigue

de 1'espace dans R et R respactivement .

Relativement & chacun des systémes de coordonnees, la particule est

déerite 4 1'aide de l'espace d'Hilbert des (classes de) fonctions 4'onde

12rd, adny

Soient alers ¢ et ' deux fonctions d'onde dans Ret R’ décrivant une

méme particule. Supposons (halvement) que
- -
Wrix'y = piEd

Il en résulte immédiatement la relation sulvante

B = RN -3
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qui définit une application o P de L2{m3, ax) sur lui-méme. : Considérons toui
! ne ujours dans le méme exemple d i e
Cette application gui met en correspondance les deux descripticns rela- st (4 P eux transformations (a;,R
. , t {a;,Ry) du groups euclidien. Alors Wi
; tivement & Ret R ad= la particule doit se traduire par une syméirie.
or, en effet, cette application ¢ —s ' = U defirit pign an -+ n a - .
. (U{alaR;}U(az,Rz)w} (x) = {U(aZ»Rz)d-'? (Rfl[x _;1}]

opérateur unitaire de L2gr Y, a¥x) car W et $ ona:

H

7 1 +I -yl L} - T
b= j PR g @kt = BIRGLETY (x —3) —ag)) = ${R3IRTI (% ~a) —Ry3p))

IR3

* -1, - 1.7 =+ 3 :
Wo(RE (x'—-ah) ¢(R x'-alralx’ = _ & > N 5 .
Ufa} +Riag,RyRy)P{x) = Ul{a;,R} (aer?_”‘P(;J

n
B ey

e plxyadx = <, 4> Autrement dit, la correspondance

H
HL..—-—,.

r lE 33(;&{) 2 U{;,R)

ol l'on a effectué le changement de sariables d'intégration de x' BN :
|

-+ 1 -+ -+ = 3 1 ] Sp M
x =R {x' - al et utilisé le fait que le j acobien CoOrr I
espondant vaat 1 est telle que le prodult des opérateurs associdés & deux tranaformations de

N
Notons Ufa,R) cet opérateur mnltalre. ; [t , coincide, avec l'opérateur unitaire associé, au produit d
4 u e C285 trans-

1 formations.
e - e 1 - E
TR 3] = Ola,Ripi{x) = PR (x—all (1.2.1) !
-+ - . N
Ula; ,R{)VU{ay. Ry} = U{lag, R ) {ay, Ry)) (I.2.2)
Conaidércne maintenant dans 1a description relative 3 R un sous-espace !
nd dans les | Une telle application U de [ES dans l'ensemble des opérateurs unitaires

By ascocié A une certaine r&gion de 1'espace qul sorrespe
dl.ll 1
n espace d'Hilbert H s'appelle unc repré&sentation unitaire du groupe

ouelle cst 1'image de B,
Ufa dans H.

coordonnées R a une partie (borel! s e md.

&
définie par Ula,R} 7 HNous avons =

par la symétric S(;;R}

P La relation {I1.2.2) ci-dessus traduit le falt gque les symétries corres-

- . +
5,7 _ (E,} = {uia,Rip|y =F = 0la,RIE, = Fau ! N
la,R) Th M & A e pondantes S(a,R} satisfont la conditicn,
1
S -* = i .

ou &' = {Rx+a||x = &4} = BRA +a désigne la méme région de 1'ospace que b o N N

’ : ) .
L . S{ayrRy) 0 5@y, Ryl = {({ay Ry} (a5,Ry)) (I.2.3)

A maiz cette fois dans les coordonnées f'. 1ci, trivialement, By "yraie”

ssi By tyraie", eto. ai
gui weut que la composition des symétries associées a deux changements
successifs de systémes de coordeonnée
1 . - °
(R miny ——— c g3, et x)
-+ Y
fazaRz} (al'Rl)
. - R’ - R

(a,®) 53,8

R m? Sh' ———= By & (LZ(m?, 4% x}) soit i i 5 et a
( b} A T bl it identigue & la symétrie assoccide au composé de ceux—oi
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> -
{aZ'RZ) {a) Ry}
R - ﬁ”

Dans ¢e but, consi
' nsidérons un groupe G et une représentation projecti
! ce groupe dans un egpace d'Hilbert H 1 ive U de
i comme 1'exige 1'interprétation physique. ; -
; : En vertu de l'associati
i ativité de la loi
: Inversément, la sopdition (I.2.3) qui bien entendu doit &tre satisfaite nous avons, d de groupe et de la condition (I.Z2.4),
: une part,

i quel gue soit le systéme physique considéré (autre type de particule, |

systémes de plusieurs particules, etc.}, n'implique pas dans le cas I
> Ulg,] -
général gue des opérateurs U{a,R} saractérisant les symétries sia,R) I 9,0l WMy,) = wigy g5l U M99, 0(g,)

vérifient la relation (I.2.2). En effet, selon le théorame do Wignor,
! ane symétrie donnée capactérise un opératenr (anti) unitaire & une phase = wigy 92l wig195,93)0(919,9;3) . V91 .90.95 € G
prés. En conséguence, la condition (I.2.3) implique en toute généralité

et, d'autre part,

que |
. - - + -+ - - i .
' U(al’Rl)U(aQ'RZ) = mt(aerl)j {a?yR;l}]U“a}_;Rl) {as Rz)) (T.2.47 H Jigyiu
. 2rBa r : 110{gy)0(gy) = U
; 3 (g1)uige g3} Ulgsgs)
= ' *
ofl w Afsigne un facteur de phase gqui "y priori" dépendra de tay By} et . = ul )y
N | 92,93)w1{g1,9293}U(919293)
{8y ¢Rals .
ot {* . .
Dans ce cas plus général, 1'applicatien U de [E‘i dans les opérateurs ! J est la conjugaison complexe si U(g)) est antiunitair
! €.
{antilunitaires de H constitue une re résentation & une phase rés de IE En conségue
T E B 3 quence, les Facteurs de phase w vérifient la relation i
dans ¥. Hous dirons aussi gue U constitue une représentation Erojecti_v_e_ | suivante :
o . - , :
de[E3 dans H, unitaire si de plus tous les opérateurs Ufa,R) sent umi— '. wldyrgz)wigigsrgs) = mfgl:‘;zgg)m(*) (35095} (1.2.5)
taires. | o
|

Pour un autre cheix

Aver l'exemple précédent de la particule sans spin, nous £tions en

& .
résence d'un cas ol los opérateurs Ula R} pouvalent &tre choisis (en B '
¥ ® (a0 P . U tg) = X(g) vig) . g =G
ptilisant l'arbitraire de la phase}l de telle maniére gque tous les facteurs "
[ - .
u scient égaux & 1. Ce fait est d'ailleurs propre aux particules de spin i (ol X{g) est un facteur d
. e phasze)] des opdérateu .
- . -eurs représentatifs des

entier. symétries 5 3 c
= {g) , les nouveaux facteurs w' sont donnés par la relati
ation

un exemple de systémes ol un tel choix n'est plus possible est celui des X(g) )({*)( ]
1 Oz

W' lg1.93) = wigy.gn)

particules dent le spin est demi-entier. Nous sonsidérerons plus loin, Xlgy.9s5t [r.2.6)
3 titre illustratif, le cas de la particule de gpin 1/2.
et lorsqu'il existe un i
choix des X (g),
=3 C g= G tel que u' (g
193] 1

T . ns guelgques I argues d'ordre gene ral cnoernant
Au p Ealable formulo gie ldn remardgu d J < q els
2 -SUr “‘{g] rg—] est, dit ___m'_trj“jEJ

les representation projectives.
Une autre remargque i

rque importante dans les applications concerne les r 2

] epré-

sentations projectives de
5 groupes “"continus (prEClSémEI]t topolo
: PO logigues

et e pa; iculier de Lie volir Chapitre T, &5 [afwlsyinile] emple le&
particu e 0 4] 1 M par ex 1
j<]
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groupe euclidien Efa. En physique, on ne congidare que les repriésenta-
tions projectives pour lesguelles le module |<$,U{g)¢>{ est une
fonction continue sur le groupe pour toas Y.+ e H, D'une manigére plus
imagée, ceci revient 5 exiger que les "probabilités de transition”
]<¢,Utg)¢>]2 solent des Eonctions continues des paramétres du grours

si ce dernier est un groupe de Lie (comme ce sSera toujours le cas pour
nous) . Dans ces conditions, on énonce alors le théoréme suivant : Toute
représentation projective reontinue" {au sens précédent) d'un greupe

connexe est unitalre.

t,a notion de connexité pour les groupes de Lie est discutdse & la fin

du %5, Chapitre 1I. Pour l'instanf, nous neus bornerons & citer le
groupe des rotations S0y (IR}, le groupe euclidien Efa, le groupe Propre
orthochroneg de Lorentz 1}, le groupe propre de Poincaré et tous les
groupes SU{n} comme des exemples de groupes CONNSXes d'intdrét Evident
an physigque.

complétons encore oe qui précéde en notant le falt suivant. Chagque fois
que le groupe 5 est tel gue pour tout g € 6 11 existe h & G tel que

h? = g alors tous les opérateurs Ulg) de la représentation projective

sont unitaires.

En effet, dans Ce cas 14
Uig) = wih,AIU(RIUMN), Yyea

or gque U(h) soit unitaire ou antiunitaire, Ui{g) sera toujours unitaire:

Considérens malnptenant un exemple (trads lmportant pour 1la suite) de
représentation unitaire projective non triviale. Le groupe qui sera
considéré ici est celui des rotations et 1'exemple que nous Proposons
=*gbtient tout naturellement en considérant les rotations d'un spin 1/2
décrit & l'aide de 1'espace d'Hilbert H = C 2,

Soit ; = (sin¥ cosd, sink sing, cosl), 0% 8 g M [ 21 un vecteur
unilé caractérisant une Airecticn de l'espace. considérons 1'operateur

—-—r 3 . .
hermitien ns de € 2 4§ g désigne les trois matrices de Faull
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Saes vale
urs propres sont ¥l . Le vecteur progre normalisé $; [d&Efini &

une phase prés) associé 4 la wvaleur propre + 1
-+
o =¢3 (I.2.7)

décrit un &
n &tat pour lequel le spin 1/2 ast orient& selon ;. Une expression

Sur = isd =
P Y7 est aisément obtenue en résclwvant 1'équatien (I.2.7), On trouw
L2 . £y

a une phase prés,
cosd /2 e_l¢/2
sinl/2 el¢/2
Il est i Sl 'i
alors bien évident gue n'importe guel vecteur normalisé v e € 2
[ . '

s'éc i i

rit univoguement sous la forme ci-dessus, moyennant un choix judicieux
de s i =]

a phase. BAutrement dit, chaque état correspond & une direction ; du
spin. i i
2] Il ¥ a une correspondance biunivogue entre les &tats du spin &t les

directions de 1°' ! i i 2
espace. En particulier a des direction opposées du spin

correspondent des £tats orthogonaux
dox L -
S I Yo

Dans J'{ @2}, hormis les sous-espaces triviaux 10} et €2, on a les
rayons Ej engendrés par chague ¥3. Faire subir au spin une rotation
R =503 (IR} revient & transfoxmer son état Y en l'état dpp. Cette corres-
pondance ze traduit par une symétrie

$p t B ———> Egg

1! ivg 3
orthogonalité étant préservée par le fait gque les imagas par rotation

de deux directions opposées restent opposées.
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il existe donc un opérateur unpitaire

En vertu du théorime de wWigner., s
ul 1 A
qui 1&ve cette ambiguité de choix, 1'sexpression (I.2.9) définit une

N
(le cas antiunitaire &tant exclu)l noté D(R), tel que Y,

application du groupe des i
rotations dans = itai

: ’ e les opérateurs unitaires de
h — . . . .
o N . présentation unitaire projective puisgue
5 o 8 =
R R 3

2 Ri1 Ry

Vu la définition de g, nous avons :

> S ou encore (& une phase 3
DIBAG ¢ = DRI = SR DR b phase pres)

D{Ry)D{R,) 2 = :
VDRI v = DRI WR = ¥p p,7 = DIRRY)UT

Z

or, 1'8galité entre le premier et le dernier mombro est encore vraie

i lorsqu'on remplace by par Wogr qui rappelons-le, est orthogonal & j-

' Ainsi

g . +

DRIA G Y. = - DRIV = S (RIDIRIY_]
D(R}D{Ry) = w(R] Ry IR Ry} (1.2.10)
En conséguence, elle a lieu pour tout e T 2 , d'ol la relation
ol
wi{R; Ry} est un facteur de phase prenant les valeurs +1 et —~1

- - - comme nous allon srifi ;
DIRIBG = &(Rm)D(R . & le vérifier. Il résulte en effet de la relation précé-
' dente que

qui, ayant ligu quel que aoit ;, implique finalement Jque
detD(Ry) - detD(Ry) = wzmlf%}dewmﬂ?)

B(RYT4D (R Y = ox By (E.2.8)
} 3 Or detD(R) Lo
- expTr (- i+ - .

pTr (= L3 wo) =1, a'od wl(R,Ry = L.

A . sa . . Pour Ry ou R 1! S .
ol RKJ dé&signent les &léments de matrice de laz rotation R. 1 7 identité, on voit dans la relation {¥.2.10} que wi{f ,R,) =
r 2 =

W(R ,4') = 1 car D{identité) =
[nversément, tout opérateur unitaire DR yarlfiant la relation (I.2.8) {identité) = 4 .
. _ _ e
applique, & une phase prés, chaque Y sur Ve - 11 est donc évident gue | Pour R = Ry = Riu,k), en a D(R]} = D(Ry) = 1_]‘{:,: selon La convention
tons les opérateurs unitaires D(R) gui vérifient (1.2.8} pour R donné ! choisie. Dans les deux cas D(R{ID(Ry) = -4 = w(R;,R;}D(R{Ry]) 4
' . . = ] 1Ry} = w(R,Ry)
puisqgue BjR; = identité. Il en résulte w(R;,Ry} = -1 ]

ne vont différer gque par une phase paisqu'ils dafinissent tous la méme

symétrie Sg. Une solution de (I.2.8) est donnée par 1'expression Le fac P
acteur de phase w(R),Ry;) prend bien les deux wvaleurs +1 et -1, et il
El L

est impossi 1 i ig
po ble par un choix approprié d'une phase X{(R) dans la définitien

i+
D{r) = expl- 5 uad} (r.2.9) de D i
£ R} a' . A
2 €liminer la wvaleur ~ 1. Ainsi w est non trivial et l'application

R ) . .
— D[R] une vraie représentation projective.

=+ r ,
ofi w =k, le vecteur wnité k caractérisant 1'axe de la rotation R at

-

s e [0,7] son angle. On notera gue le vecteur « est univoquament dé&fini
Considéro i '

rons maintenant l'exemple d'une particule de spin 1/2. Ses états

tte dernigre est une rotation d'angle T

par la rotation R sauf si cve
sont AScrits .
ccrits par des fonctions d'ende & deux composantes de l'espace

-+ - -
auguel ¢as on a deux vecteurs w gui sont OppoOSES. Moyenhant un critere
d'Hilbert

B = ¢ 2QL? (R, %)




Un changement de systéme de coordonnées

g —2E e R, a,r €[E,

se traduit dans la deseription des états par une symétrie qui, par

analogie avec le cas sans S in, est définie par 1'opérateur unitaire
g B P

Uia, R de €2 w?,al
- B - >
w'ix) = Ula,RYtx) = DR} (RF (2 = a)) (r.2.11

o DIR) est la représentation projective de 505 (IR} dans €2 considérée

précédemment (ici interprétée du point de vue passif). L'unitarité,

comme dans le cas S4ans spin, =e wérifie aisément. De méme on veérifie

sans difficulté que 1‘application
= —
{a,R) F——= U{a,R)

constitue une représentation unitaire projective qui, va les remargues

précédentes concernant DR}, apparait comme non triviale. On notera

N
enzore dans cet exemple gue les translations La,ﬁ_} aglssent triviale—

ment sur la partie spinorielle de la fonction d'onde.

hpris avelr examing deux exemples physiquement importants de représen-

rations unitaires projectives {spin 0 et 1/2}, congidérons un exemple

de symétrie asgocide A un opérateur aptiunitaire. L'exsemple choisi est

physiguement trés important et conml sous le nom de "renversement du

temps". Nous le présentons pour la particule de spin 1/2. 11 correspond

a3 une symétrie gul ne "change" pas la position mais qui inverse la

quantité de meuvement et 1'orientation du spin. Autrement dit, notant

3 et E les opérateurs autoadioints
e B -+, T X -+ -+
qpix) = xpix}, pyixt =~ I AV

associés &4 la positieon et la quantité de mouvemsnt, l'opérateur fanti) -

unitaire T gui caractérise 1e "renversement 4u temps" deit vErifier les

relations
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I1.25
5
TgT ! = E
-+
rprl = - %
2] {I.2.12)
&
rorl = o3
La soluti =]
ion (& une phase prés) de ce rrobléme est 1'opé
- Srareny
T : 3 *
Vo Ty = ay b0 (1.2.13)
dont }'antiunitarits est évidente., En out
. re
Tl = ¢

puisque Wy & |

(TTP)) (%) = Xt
G (TYixIEY = gy o @Y = - ¢ ()
Finalewment nous avons bien
Iy +m_ -+ -+ B3
QT L) (x) = — (TqTY) (%) = -op (qT (XD ¥
_ -~ *w -
= - 0y X0V RN = —ou Ry () = R (D)
= ay(x)
i1) B ly) (e BTY)
(TET™L0) () = - (TET0) (0 = —ay (- ilVo,p*(3)) *
= - o, iMVORP X} = invy(x o
5 aldn) = 1nVl (=} = —pd(x)
111} o1y (% x
(TOT™19) (£} = = (TITY) (1) = -0, (Ba,p* (7)) "
= - U?U*GE¢:;J = —op 0
car _c;* = [dy.,— '
1 Jd5,83} . Notons encere que la correspondance

{1.-1}) —s 4,1}

constitue une représe i
ntation projecti
: Ve non triviale (et n
on unitaire) du

groupe 4 deux dléments {1, - 1} dans H puisque T2 4

Le "renversement d
1 temps" pour une i
particule de spin O
est manifestement

décrit par ! operateur antiunitaire ) (X wolx 4 une phase prés),
2 1 Ty (x) [x] {
u 52 P )



